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ПРЕДГОВОР 

Линеарната алгебра претставува суштински дел од математич-
киот апарат потребен на математичарите, инженерите, информа-
тичарите, физичарите, економистите, и статистичарите, меѓу други-
те. Оваа потреба ја рефлектира важноста и широката примена на 
линеарната алгебра. 

Овој учебник е наменет за студентите од прва година на При-
родно–математичкиот факултет во Скопје, запишани на студиските 
програми Наставна математика, Теориска математика, Актуарска и 
финансиска математика, Применета математика, Математика–ин-
форматика и Математика–физика.     

Пошироко, учебникот е прикладен за употреба во кој било по-
четен курс по линеарна алгебра или како додаток на сите тековни 
стандардни учебници. Тој презентира вовед во линеарната алгебра 
и е корисен за широк круг на читатели без оглед на нивната област 
на интерес.  

Учебникот се состои од 11 поглавја. Во секое поглавје се обра-
ботени предвидените содржини преку изложување на релевантни 
дефиниции, проследени со докажани својства и теореми, како и 
низа решени примери кои ја илустрираат теоријата. На крајот од 
секое поглавје дадени се задачи за самостојна работа кои поттикну-
ваат базично повторување на претходно усвоениот материјал.  

Првите три поглавја ги третираат векторите во Евклидовиот 
простор, матричната алгебра и системите на линеарни равенки. 
Овие поглавја обезбедуваат мотивација и основни пресметковни 
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алатки за воведување на векторските простори и линеарните прес-
ликувања кои следат во понатамошните четири поглавја.  

Поимот за детерминанта којшто е еден од фундаменталните 
поими во линеарната алгебра, е поместен во осмото поглавје. Во де-
веттото поглавје спроведена е детална дискусија за сопствени вред-
ности и сопствени вектори кои даваат услови за репрезентација на 
линеарен оператор со дијагонална матрица. Ова природно води кон 
проучување на разни канонични форми, конкретно, триаголна фор-
ма, Жорданова форма, и рационална канонична форма, кои што се 
поместени во десеттото поглавје. Во последната глава се поместени 
содржини од линеарни функционали и дуални простори. 

На крајот од учебникот се поместени додатоци коишто опфа-
ќаат основи од теоријата на множества и пресликувања, алгебарски 
структури, вклучувајќи модули и полиноми над поле. Тие ги содржат 
основните знаења со кои што треба да располага читателот и имаат 
за цел да му го олеснат совладувањето на материјалот.   

На крај, сакаме да ја искажеме нашата голема благодарност на 
рецензентите на овој учебник, проф. д-р Марија Оровчанец и проф. 
д-р Ѓорѓи Маркоски, кои внимателно го прочитаа ракописот за овој 
учебник и со своите сугестии и забелешки значително придонесоа за 
подобрување на неговиот квалитет.  

Авторите однапред ќе бидат благодарни на секоја добронамер-
на критика или забелешка за подобрување на содржината, и веру-
ваат дека оваа книга ќе придонесе студентите побрзо и полесно да 
ги совладуваат целите предвидени со предметните програми во рам-
ките на соодветните студиски програми.  

  

Јули, 2019                                                             Од авторите 
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1. ВЕКТОРИ ВО —n И ¬ n 

1.1 Вовед 

Во физиката често се појавуваат величини, како што се темпе-

ратурата, време, маса, волумен итн., кои имаат само „големина“, и 

се наполно определени само со вредности во множеството реални 

броеви, наречени скалари.   

Од друга страна, постојат величини, како што се силата, брзи-

ната, забрзувањето итн., коишто имаат „големина“ и „насока“. Овие 

величини се определени со насочени отсечки со почеток во фикси-

рана точка О, наречени вектори.  

Ќе започнеме со дефинирање на следниве операции со векто-

ри.  

(i) Собирање. Збирот u v  на два вектори u  и v  е дијагона-

лата на паралелограмот формиран со u  и v  како што е прикажано 

на цртеж 1. 
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Цртеж 1                                            Цртеж 2 

(ii) Множење со скалар. Производот ku  на реален број k и 

вектор u  се добива со множење на должината на векторот u  со k. 

Притoа, производот има иста насока како векторот u  ако k 0,  и 

има спротивна насока од насоката на векторот u  ако k 0,  како 

што е прикажано на цртеж 2. Aкo k 0,  тогаш k 0.u  

Ако координатниот почеток го избереме за почетна точка О на 

векторите, тогаш секој вектор е еднозначно определен со координа-

тите на своите крајни точки, коишто претставуваат подреден пар 

реални броеви. Во продолжение ќе ја предочиме врската меѓу дефи-

нираните операции и координатите на крајните точки на векторите.  

 

Цртеж 3                                            Цртеж 4 
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(i) Собирање. Ако (a,b)  и (c,d)  се координатите на крајните 

точки на векторите u  и ,v  соодветно, тогаш (a c,b d)   се коор-

динатите на крајните точки на векторот u v  (цртеж 3).   

(ii) Множење со скалар. Ако (a,b)  се координатите на крај-

ните точки на векторот u  тогаш (ka,kb)  се координатите на крајни-

те точки на векторот ku  (цртеж 4).   

Математички, го идентификуваме векторот со неговите крајни 

точки, односно, подредениот пар (a,b)  од реални броеви го сметаме 

за вектор. Овој пристап може да го генерализираме и да сметаме 

дека подредена n-торка 1 2 n(a ,a , ,a )  од реални броеви е вектор. 

Уште повеќе, можеме да сметаме дека координатите на n-торката се 

комплексни броеви.  

 

1.2 Вектори во —n 

Множеството од сите подредени n-торки реални броеви се 

нарекува реален n-димензионален простор и ќе го означуваме со —n. 

Секоја n-торка  

1 2 nu (u ,u , ,u )    

во —n ќе ја нарекуваме точка или вектор, додека реалните броеви 

iu , i 1,2, ,n   ќе ги нарекуваме координати на векторот .u  Еле-

ментите од множеството реални броеви — ќе ги нарекуваме скала-

ри.  
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Пример. Да ги разгледаме векторите  

(0,1),    (1, 3),   (0, 2, 5),    (0, 2,5),    
1 3

, 4,0,
2 7

 
 

 
 

Првите два вектора имаат по две координати и претставуваат 

точки во —2, третиот и четвртиот вектор имаат по три координати и 

претставуват точки во —3, додека последниот вектор има четири 

координати и претставува точка во —3.  

Два вектора 1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v )   се еднакви 

ако соодветните координати им се еднакви, односно ако важи  

1 1u v ,  2 2u v , , n nu v .  

Пример. Векторите u (1,2,3)  и v (3,2,1)  не се еднакви би-

дејќи соодветните компоненти не им се еднакви.  

Пример. Да претпоставиме дека (x y, x y,z 1) (4,2,3).     

Тогаш, според дефиницијата за еднаквост на вектори, го добиваме 

системот  

x y 4
x y 2
z 1 3

 
  
  

 

чиешто решение е x 3, y 1   и z 4.  

 

1.3 Собирање на вектори и множење на  

       вектор со скалар 

Нека u  и v  се вектори во —n 
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1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v )   

Збир на векторите u  и v  е векторот u v  добиен со собирање на 

соодветните координати  

1 1 2 2 n nu v (u v ,u v , ,u v )       

Производ на векторот u  со реален број k е векторот ku  добиен со 

множење на секоја координата од векторот u  со k 

1 2 nku (ku ,ku , ,ku )    

Да забележиме дека u v  и ku  се исто така вектори во —n. 

Исто така дефинираме  

u ( 1)u     и   u v u ( v)     

Збир на вектори со различен број на координати не се дефинира.  

Пример. Нека u (1, 3,2,4)   и v (3,5, 1, 2).    Тогаш  

u v (1 3, 3 5,2 1,4 2)        

5u (5 1,5 ( 3),5 2,5 4) (5, 15,10,20)         

2u 3v (2, 6,4,8) ( 9, 15,3,6) ( 7, 21,7,14)          

Пример. Векторот (0,0, ,0)  во —n го означуваме со 0 и го 

нарекуваме нулти вектор. За било кој вектор 1 2 nu (u ,u , ,u )    

1 2 n 1 2 nu 0 (u 0,u 0, ,u 0) (u ,u , ,u ) u         

Основните својства на операцијата собирање вектори како и 

множење на вектор со скалар се дадени со следната теорема: 
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Теорема 1.1. За било кои вектори u, v,w—n и било кои ска-

лари k,k —  важат следниве тврдења 

(i) (u v) w u (v w)              (ii) u 0 u   

(iii) u ( u) 0                           (iv) u v v u        

(v) k(u v) ku kv                    (vi) (k k ')u ku k 'u    

(vii) (kk ')u k(k 'u)                    (viii) 1u u      

Доказ. Дoказот почива на фактот дека (—,+,.) е поле. Нека 

1 2 nu (u ,u , ,u ),   1 2 nv (v , v , , v )   и 1 2 nw (w ,w , ,w )   се произ-

волни вектори во —n.  

(i) 1 2 n 1 2 n 1 2 n(u v) w (u ,u , ,u ) ((v , v , , v ) (w ,w , ,w ))         

    

1 2 n 1 1 2 2 n n

1 1 1 2 2 2 n n n

1 1 1 2 2 2 n n n

1 1 2 2 n n 1 2 n

1 2 n 1 2 n 1 2 n

(u ,u , ,u ) (v w ,v w , , v w )

(u (v w ),u (v w ), ,u (v w )

((u v ) w ,(u v ) w , ,(u v ) w )

(u v ,u v , ,u v ) (w ,w , ,w )

((u ,u , ,u ) (v , v , , v )) (w ,w , ,w )

u (v w)

     

       

       

     

   

  

 





 

  

   

(ii) 1 2 nu 0 (u ,u , ,u ) (0,0, ,0)         

     
1 2 n

1 2 n

(u 0,u 0, ,u 0)

(u ,u , ,u ) u

    

 




     

(iii) 1 2 n 1 2 nu ( u) (u ,u , ,u ) ( u , u , , u )          

      
1 1 2 2 n n(u u ,u u , ,u u )

(0,0, ,0) 0

    

 




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(iv) 1 2 n 1 2 nu v (u ,u , ,u ) (v , v , , v )            

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

(u v ,u v , ,u v )

(v u ,v u , , v u ) v u

    

     




     

(v) 1 2 n 1 2 nk(u v) k((u ,u , ,u )  (v , v , , v ))      

      

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 2 n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

k(u v ,u v , ,u v )

(k(u v ),k(u v ), ,k(u v ))

(ku kv ,ku kv , ,ku kv )

(ku ,ku , ,ku ) (kv ,kv , ,kv )

k(u ,u , ,u )  k(v , v , , v ) ku kv

    

    

    

  

   







 

 

      

  (vi) 1 2 n(k k )u (k k )(u ,u , ,u )                

       

1 2 n

1 1 2 2 n n

1 2 n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

((k k )u ,(k k )u , ,(k k )u )  

(ku k u ,ku k u , ,ku k u )

(ku ,ku , ,ku ) (k u ,k u , ,k u )

k(u ,u , ,u ) k (u ,u , ,u ) ku k 'u

      

      

    

   





 

 

 

(vii) 1 2 n(kk )u (kk )(u ,u , ,u )    

       

1 2 n

1 2 n

1 2 n

((kk )u ,(kk )u , ,(kk )u )

(k(k u ),k(k u ), ,k(k u ))

k(k u ,k u , ,k u ) k(k u)

   

   

    







                  

  (viii) 1 2 n1u 1(u ,u , ,u )   

         1 2 n 1 2 n(1u ,1u , ,1u ) (u ,u , ,u ) u      ■ 

Забелешка. Нека  u  и v  се вектори во —n такви што u kv  

за некој ненулти скалар k —. Тогаш велиме дека u  има иста насока 

со v  ако k 0,  и спротивна насока од v  ако k 0.  
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1.4 Скаларен производ 

Нека  u  и v  се вектори во —n 

1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v )   

Скларен производ u v  на векторите u  и v  е скаларот добиен со 

множење на соодветните компоненти и собирање на добиените 

производи 

1 1 2 2 n nu v u v u v u v      

Векторите u  и v  се нарекуваат ортогонални или нормални ако 

нивниот скаларен производ е нула, односно u v 0.   

Пример. Нека u (1, 2,3, 4),    v (6,7,1, 2)   и w (5, 4,5,7).   

Тогаш имаме дека 

u v 1 6 ( 2) 7 3 1 ( 4) ( 2) 3              

u w 1 5 ( 2) ( 4) 3 5 ( 4) 7 0              

Може да заклучиме дека векторите u  и w  се ортогонални.  

Во следнава теорема се дадени основните својства на скалар-

ниот производ во —n. 

Теорема 1.2. За било кои вектори u, v,w—n и било кој скала-

ри k —  важат следниве тврдења: 

(i) (u v) w u w u w              (ii) (ku) v k(u v)    

(iii) u v v u                            (iv) u u 0   и u u 0   акко u 0      

Доказ. Најнапред да ги запишеме векторите преку своите 

координати   
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1 2 nu (u ,u , ,u ),    1 2 nv (v , v , , v )   и 1 2 nw (w ,w , ,w )    

Доказот следува од равенствата    

(i) 1 1 2 2 n n 1 2 n(u v) w (u v ,u v , ,u v ) (w ,w , ,w )        

1 1 1 2 2 2 n n n

1 1 1 1 2 2 2 2 n n n n

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n

(u v )w (u v )w (u v ) w

(u w v w ) (u w v w ) (u w v w )

(u w u w u w ) (v w v w v w )

u w v w

        

       

        

   





 

        (ii) 1 2 n 1 2 n(ku) v (ku ,ku , ,ku ) (v , v , , v )                    

 

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

(ku )v (ku )v (ku )v

k(u v ) k(u v ) k(u v )

k(u v u v u v )

k(u v)

    

    

    

 






 

(iii) 1 1 2 2 n nu v u v u v u v       

     
1 1 2 2 n nv u v u v u

v u

    

 


 

(iv) 1 1 2 2 n nu u u u u u u u       

      2 2 2
1 2 nu u u 0      

Притоа, имаме u u 0   ако и само ако 2 2 2
1 2 nu u u 0     

ако и само ако 1 2 nu u u 0     ако и само ако u 0.  ■ 

Забелешка. Множеството  —n со вака дефинираните операции 

собирање на вектори и множење на вектор со скалар, како и скалар-

ниот производ се нарекува n-димензионален Евклидски прос-

тор. 
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1.5 Норма и растојание 

Нека  u  и v  се вектори во —n 

1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v )   

Растојание d(u, v)  меѓу точките u  и v  се дефинира со  

2 2 2
1 1 2 2 n nd(u, v) (u v ) (u v ) (u v )        

Норма или должина на векторот u  се дефинира со  

2 2 2
1 2 nu u u u u u       

Според Теорема 1.2 u u 0,   па квадратниот корен постои.  

Да забележиме дека u 0  и u 0  ако и само ако u 0.   

Освен тоа, имаме 2 2 2
1 1 2 2 n nu v (u v ) (u v ) (u v ) ,         па 

може да заклучиме дека 

u v d(u,v)   

Во таа смисла, u u 0 d(u,0),    односно u  е растојанието на 

точката 1 2 nu (u ,u , ,u )   од координатниот почеток.  

Пример. Нека u (1, 2,4,1)   и v (3,1, 5,0).   Тогаш  

2 2 2 2u (1, 2,4,1) 1 ( 2) 4 1 22         

2 2 2 2u (3,1, 5,0) 3 1 ( 5) 0 35         

2 2 2 2d(u,v) (1 3) ( 2 1) (4 5) (1 0) 95           
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u v (1 3, 2 1,4 5,1 0)         

2 2 2 2(1 3) ( 2 1) (4 5) (1 0) 95            

Забелешка. Вектор e  се нарекува единичен вектор ако 

неговата норма е 1, односно e 1.  Да забележиме дека за било кој 

вектор u—n, векторот u
u

e
u

  е единичен вектор со иста насока 

како векторот u. 

Во продолжение ќе проследиме фундаментална врска кај векто-

рите позната под името Коши-Шварцовото неравенство.  

Теорема 1.3. (Коши-Шварцовото неравенство) За било 

кои u, v —n, важи неравенството  

u v u v                                                                 (1) 

Доказ. Нека 1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v ).   Тогаш нера-

венството (1) е еквивалентно со неравенството  

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n(u v u v u v ) (u u u )(v v v ) 0              

Да ја разгледаме квадратната функција 

2 2 2
1 1 2 2 n nf(x) (u x v ) (u x v ) (u x v )         

      2 2 2 2
1 2 n 1 1 2 2 n n(u u u )x 2(u v u v u v )x           

2 2 2
1 2 n(v v v )     

Бидејќи f(x) 0  заклучуваме дека нејзината дискриминанта е нега-

тивна, односно  
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2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n4(u v u v u v ) 4(u u u )(v v v ) 0              

од каде што следува дека  

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n(u v u v u v ) (u u u )(v v v )             

што е еквивалентно со неравенството (1). ■ 

Забележуваме дека u v u v   ако u v,  за 0,   што 

значи векторите u  и v  се исто насочени. Освен тоа u v u v    

ако u v,  за 0,   што значи векторите u  и v  се спротивно насо-

чени.  

Врз основа на Теорема 1.3 аголот   меѓу векторите u  и v  го 

дефинираме со релацијата 

u v
cos

u v


   

Притоа забележуваме u v 0   ако и само ако cos 0,   односно 

,
2


   што е во согласност со дефиницијата за ортогоналност на 

вектори.  

 

1.6 Комплексни броеви 

Множеството од комплексни броеви го означуваме со ¬. Фор-

мално, комплексен број е подреден пар (a,b) од реални броеви а и 

b.  Притоа, еднаквост, собирање и множење на комплексни броеви 

се дефинира на следниов начин 



 Вектори во —n и ¬ n 
 

                                                       20 
 

(a,b) (c,d)  ако и само ако a c  и b d  

(a,b) (c,d) (a c,b d)     

(a,b)(c,d) (ac bd,ad bc)    

Секој комплексен број а може да се идентификува со реален 

број (a,0)  со придружувањето a (a,0).  Ова е можно бидејќи при-

дружувањето ги запазува операциите собирање и множење реални 

броеви  

(a,0) (b,0) (a b,0)    и (a,0)(b,0) (ab,0)  

Заради направената идентификација можеме да сметаме дека мно-

жеството реални броеви — е подмножество од множеството комп-

лексни броеви ¬ и да го замениме (a,0)  со а секогаш кога е корисно 

и возможно.  

Комплексниот број (0,1),  означен со i  има својство дека 

2i ii (0,1)(0,1) ( 1,0)     или i 1   

Уште повеќе користејќи го фактот дека  

(a,b) (a,0) (0,b)   и (0,b) (b,0)(0,1)  

имаме дека   

(a,b) (a,0) (0,b)(0,1) a ib     

Ознаката a ib  е попрактична од ознаката (a,b).  Имено користејќи 

ги дистрибутувниот и комутативниот закон, и фактот дека 2i 1   

имаме дека  

(a ib) (c id) a c bi di (a c) (b d)i            
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2(a ib)(c id) ac bci adi bdi (ac bd) (bc ad)i           

Конјугиран на комплексниот број z (a,b) a bi    се нарекува бројот 

z a bi   

Забележуваме дека 2 2zz (a bi)(a bi) a b .      Освен тоа, ако z 0,  

тогаш инверзниот 1z  на z  ќе биде  

1
2 2 2 2

1 z a b
z i

z zz a b a b
 

   
 

 

Делењето и одземањето на комплексни броеви, и спротивен 

број на комплексен број  се дефинирани со  

1w
wz ,

z
  z 0;     w z w ( z);        z ( 1)z    

Пример. Нека z 2 3i   и w 5 2i.   Тогаш  

z w (2 3i) (5 2i) (2 5) (3 2)i 7 i            

2zw (2 3i)(5 2i) 10 15i 4i 6i 16 11i          

z 2 3i 2 3i     и w 5 2i 5 2i     

w 5 2i (5 2i)(2 3i) 4 19
i

z 2 3i (2 3i)(2 3i) 13 13
  

   
  

 

Аналогно како што реалните броеви можат да бидат претставе-

ни како точки од права, комплексните броеви може да бидат прет-

ставени како точки од рамнина (цртеж 5).  

Имено на точката (a,b)  од координатната рамнина и го при-

дружуваме комплексниот број z a bi.   Модул на комплексниот број 
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Цртеж 5 

z се дефинира со растојанието на z  од координатниот почеток  

2 2z a b   

Забележуваме дека z  е еднаков на нормата на векторот (a,b).  Исто 

така, z zz.  

Пример. Нека z 4 3i   и w 2 5i.   Тогаш  

2 2z 4 3 5    и 2 2w 2 ( 5) 29     

Забелешка. Множеството ¬ во однос на операциите собира-

ње (+) и множење (·) образува поле, односно (¬, +,·) е поле. 

 

1.7 Вектори во ¬n 

Множеството од n-торки комплексни броеви, означено со ¬n се 

нарекува n-димензионален комплексен простор. Како и кај n-

торки реални броеви, елементите на ¬n се нарекуваат точки или 

вектори, а елементите од ¬ се нарекуваат скалари.  



 Вектори во —n и ¬ n 
 

                                                       23 
 

Нека z  и w  се вектори во ¬n  

1 2 nz (z ,z , ,z )   и 1 2 nw (w ,w , ,w )    

Збир на векторите z  и w  е векторот z w  добиен со собирање на 

соодветните координати  

1 1 2 2 n nz w (z w ,z w , ,z w )       

Производ на векторот z  со комплексниот број k е векторот kz  

добиен со множење на секоја координата од векторот z  со k 

1 2 nkz (kz ,kz , ,kz )    

Нека z  и w  се вектори во ¬n  

1 2 nz (z ,z , ,z )   и  1 2 nw (w ,w , ,w ).  

Пример. Имаме  

(3 2i,3 i,2) (4 3i,7i,0) (7 5i,3 6i,2)        и 

3i(3 5i,2 4i,2i) (15 9i, 12 6i, 6)         

Нека z  и w  се вектори во ¬n  

1 2 nz (z ,z , ,z )   и 1 2 nw (w ,w , ,w )    

Внатрешен производ z w  на векторите z  и w  е скаларот добиен 

со множење на соодветните координати на z  со соодветните коор-

динати на w  и собирање на добиените производи 

1 2 n1 2 nz w z w z w z w      

Во случај кога z  и w  се реални вектори ( iiw w , i 1,2, ,n  ), тогаш 

z w  се совпаѓа со скаларниот производ на z  и w .  
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Норма векторот на z  се дефинира со  

2 2 2
1 2 n1 2 n 1 2 nz z z z z z z z z z z z            

Забележуваме дека z z  и z  се позитивни реални броеви ако z 0  

и тие се еднакви на нула кога z 0.   

Пример. Нека z (2 3i,4 i,2i)    и w (3 2i,5,4 6i).    Тогаш 

z w (2 3i,4 i,2i) (3 2i,5,4 6i)

(2 4i)(3 2i) (4 i)(5) (2i)(4 6i)

(2 4i)(3 2i) (4 i)(5) (2i)(4 6i)

6 19i

       

       

       

 

 

z z (2 3i,4 i,2i) (2 3i,4 i,2i)

(2 3i)(2 3i) (4 i)(4 i) (2i) (2i)

(2 3i)(2 3i) (4 i)(4 i) (2i) ( 2i) 34

       

        

         

 

z z z 34     

Забелешка. Множеството  ¬n со вака дефинираните операции 

собирање на вектори и множење на вектор со скалар, како и внат-

решниот производ се нарекува комплексен n-димензионален Евк-

лидски простор. 

Забелешка. Ако внатрешниот производ z w  се дефинира  со  

1 1 2 2 n nz w z w z w z w       

тогаш може да се случи z z 0   дури и кога z 0.  На пример, ако 

z (1,i,0)  тогаш z z (1,i,0) (1,i,0) 1 1 0 0.        
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Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај  

а) (3, 4,5) (1,1, 2)                  б) 3(5, 5, 6)    

2. Нека u (2, 7,1),   v ( 3,0,4)   и w (0,5, 8).   Најди  

а) 5u          б) 2v          в) 3u 4v          г) 2u 3v 4w    

3. Најди ги x и y, ако  

а) (4,y) x(2,3)                      б) x(1,2) 4(y,3)   

в) x(2, y) y(1, 2)                    г) (x, x y) (y 2,6)    

4. Најди ги x, y и z, ако  

a) (2, 3,4) x(1,1,1) y(1,1,0) z(1,0,0)     

б) (8, 1,2) x(1,1,1) y(1, 1,0) z(1,0,0)      

5. Пресметај го скаларниот производ u v,  ако  

а) u (2, 3,6),   v (8,2, 3)   

б) u (1, 8,0,5),   v (4, 3,2,0)   

6. Пресметај го k така што векторите u  и v  да бидат ортого-

нални, ако  

а) u (1,k, 3),   v (2, 5,4)   

б) u (2,3k, 4,1,5),   v (6, 1,3,7,2k)   

7. Нека се дадени векторите  

1e (1,0,0),  2e (0,1,0)  и 3e (0,0,1).   
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Покажи дека за било кој вектор u (a,b,c)  во —3 важи  

а) 1 2 3u ae be ce              

б) 1u e a,   2u e b   и 3u e c   

8. Нека се дадени векторите  

1e (1,0,0, ,0),   2e (0,1,0, ,0),    3e (0,0, ,0,1)    

Покажи дека за било кој вектор 1 2 nu (u ,u , ,u )   во —n важи  

а) 1 1 2 2 n nu u e u e u e            

б) 1 1u e u ,   2 2u e u ,     n nu e u   

9. Пресметај го растојанието d(u, v)  меѓу векторите u  и v,  ако  

а) u (1,7),  v (6, 5)                  

б) u (3, 5,4),   v (6,2, 1)   

в) u (5,3, 2, 4, 1),     v (2, 1,0, 7,2)    

10. Најди го k, ако d(u, v) 6,  u (2,k,1, 4)   и v (3, 1,6, 3)    

11. Пресметај u  ако  

а) u (2, 7)              б) u (3, 12, 4)     

12. Најди го k, ако u 39  и u (1,k, 2,5).    

13. Нека u (3, 2,1,4)   и v (7,1, 3,6).   Пресметај  

а) u v            б) 4u                 в) 2u 3v            

г) u v              д) u  и v        ѓ) d(u, v)  
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14. Покажи дека за било кои u, v —n, важи неравенството  

u v u v                                                             

15. Упрости ги изразите  

а) (5 3i)(2 7i)                б) 2(4 3i)               в) 
1

3 4i
            

г) 
2 7i
5 3i



                          д) 3(1 3i)               ѓ) 
21

2 3i
 
  

  

16. Нека z 2 3i   и w 4 5i.   Пресметај 

а) z w           б) zw               в) 
z
w

             г) z                

д) w                ѓ) z                е) w  

17. Докажи дека за било кои комплексни броеви z,w¬, важи 

а) z w z w                   б) zw zw              в) z z  

18. Докажи дека за било кои комплексни броеви z,w¬, важи 

а) z w z w                б) zw z w               

19. За векторите z (3 2i,4i,1 6i)    и w (5 i,2 3i,5),    најди 

а) z w                  б) 4iz                 в) wi              

г) (1 i)w                д) (1 2i)u (3 i)w          

20. Пресметај ги внатрешните производи z w  и w z,  ако  

а) z (1 2i,3 i)    и w (4 2i,5 6i)     

б) z (3 2i,4i,1 6i)    и w (5 i,2 3i,7 2i)      
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21. Пресметај z  ако  

а) z (3 4i,5 4i,1 6i)                б) z (4 i,2i,3 2i,1 5i)     

22. Нека u (7 2i,2 5i)    и v (1 i,1, 3 6i).     Пресметај  

а) u v            б) 2iu                 в) (3 i)v            

г) u v              д) u  и v         

23. Докажи дека за било кои комплексни броеви z,w¬, и за 

било кој скалар k,  важи 

а) z w w z            б) (kz) w k(z w)           в) z (kw) k(z w)                       

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

2. СИСТЕМИ ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ 

2.1 Вовед 

Системите линеарни равенки играат важна и мотивирачка уло-

га во предметот на линеарната алгебра. Всушност, многу проблеми 

во линеарна алгебра се сведуваат на наоѓање решение на систем 

линеарни равенки. Така, техниките воведени во ова поглавје ќе се 

применуваат во концепти кои што ќе бидат воведени подоцна. Од 

друга страна, некои од резултатите ќе ни дадат нови сознанија за 

структурата и својствата на системите линеарни равенки. 

Без губење на општоста може да претпоставиме дека сите ска-

лари кои што ќе ги користиме во ова поглавје припаѓаат во полето 

реални броеви —. 

 

2.2 Линеарна равенка  

Под линеарна равенка во полето реални броеви —, ќе подраз-

бираме израз од облик  



Системи на линеарни равенки 

                                                       30 
 

1 1 2 2 n na x a x a x b                                              (2.1)         

каде што i,a b— и ix  се непознати. Скаларите ka  се нарекуваат 

коефициенти пред непознатите kx ,  соодветно, а b се нарекува 

слободен член на равенката. Множество вредности за непознатите   

1 1x u ,  2 2x u , , n nx u ,   

е решение на (3.1) ако важи релацијата 

1 1 2 2 n na u a u a u b     

Во таков случај велиме дека множеството вредности ја задоволува 

равенката. Множеството решенија на равенката може да го запише-

ме со подредена n  торка 1 2 nu (u ,u , ,u ).   

Забелешка. Со цел да се избегнат индекси, кога бројот на 

непозати е релативно мал, обично ги користиме ознаките x; y за две 

непознати; x; y; z за три непознати; и x; y; z; t за четири непознати. 

Пример. Да ја разгледаме следнава линеарна равенка со три 

непознати x; y; z: 

x 2y 4z t 3     

Забележуваме дека x 3,  y 2,  z 1,  t 0,  или, еквивалентно, 

подредената четворка u (3,2,1,0)  е решение на равенката, бидејќи  

3 2 2 4 1 0 3       

Од друга страна, подредената четворка v (1,2,4,1)  не е решение 

на равенката, бидејќи 1 2 2 4 4 1 10 3.         Други решенија на 
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равенката се векторите (3,0,0,0),  
3

0, ,0,0 ,
2

 
 
 

 
3

0,0, ,0 ,
4

 
 

 
 

(0,0,0,3). 

Да се реши линеарна равенка значи да се најде множеството од 

сите n-торки 1 2 n(u ,u ,...,u )  кои што ја задоволуваат равенката. При 

решавање на равенката (2.1) наидуваме на следниве три случаи: 

Случај I. Ако барем еден од коефициентите ia 0,  да речеме 

1a 0,  тогаш равенката (2.1) е еквивалентна со равенката   

1 1 2 2 n na x b a x ... a x ,     

односно, со равенката 

2 n
1 2 n

1 1 1

a ab
x x ... x

a a a
     

Земајќи произволни вредности 2 nt ,..., t  за 2 nx ,..., x ,  соодветно, до-

биваме вредност 2 n
2 n

1 1 1

a ab
t ... t

a a a
    зa 1x  така што   

2 n
2 n 2 n 2 n

1 1 1

a ab
t ... t , t , , t | t ,..., t

a a a

      
 

 —




  

го претставува множеството решенија на равенката (2.1).    

Специјално, ако n 1  ја добиваме равенката  

ax b (a 0)   

која што има единствено решение 
b

x .
a

  

Пример. Да ја разгледаме равенката  
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3x 2y z 6     

Таа е еквивалентна со равенките 3x 2y z 6    и 
2 1

x 2 y z.
3 3

    

Земајќи произволни вредности за y  и z,  1y t  и 2z t  се добива 

множеството решенија  

 1 2 2 3 2 3
2 1

2 t t , t , t | t , t
3 3

 
   

 
—





  

Да забележиме дека се можни и други презентации на множеството 

решенија.  

 Случај II Ако сите коефициенти во равенката (2.1) се еднак-

ви на нула, и b 0,  тогаш добиваме   

1 2 n0 x 0 x ... 0 x b        

од каде што заклучуваме дека равенката нема решение.  

Случај III Ако сите коефициенти во равенката (2.1) се еднак-

ви на нула и b 0,  тогаш равенката гласи 

1 2 n0 x 0 x ... 0 x 0        

и таа е задоволена за секоја n-торка 1 2 n(x , x ,..., x )—n, односно мно-

жеството решенија на равенката е целото множество —n.    

 

2.3 Системи линеарни равенки 

Да разгледаме систем од m линеарни равенки со n  непознати 

1 2 nx , x ,..., x  



Системи на линеарни равенки 

                                                       33 
 

  

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


                          (2.2) 

каде што ija ,  i 1,2,..,m, j 1,2,...,n,  и ib ,  i 1,2,..,m,  се во полето 

реални броеви —. Ако 1 2 mb b .... b 0     тогаш системот се наре-

кува хомоген систем линеарни равенки. Подредена n  торка реал-

ни броеви 1 2 nu (u ,u ,...,u )  се нарекува решение (партикуларно 

решение) на системот ако n  торката ја задоволува секоја равенка 

на системот. Множеството решенија на системот се нарекува општо 

решение на системот. Да се реши системот значи да се најде опш-

тото решение на системот.   

Ако во системот (2.2) барем еден слободен член е различен од 

нула, тогаш системот линеарни равенки  

11 1 12 2 1n n

21 1 22 2 2n n

m1 1 m2 2 mn n

a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

   


   


    


                      (2.3) 

се нарекува хомоген систем асоциран со системот (2.2). Притоа сис-

темот (2.3) секогаш има едно решение (0,0,....,0)  наречено нулто 

или тривијално решение. Секое друго решение на системот, ако 

постои, се нарекува ненулто или нетривијално решение.  

Се поставува прашањето каква е врската помеѓу системите 

(2.2) и (2.3).  
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Теорема 2.1. Ако u  е партикуларно решение на нехомоге-

ниот систем (2.2) и W  е општото решение на асоцираниот хомоген 

систем (2.3), тогаш  

 u W u w | w W     

е општо решение на нехомогениот систем (2.2).   

Доказ. Нека U  е општо решение на нехомогениот систем 

(2.2). За произволно партикуларно решение 1 2 nu (u ,u , .,u )   на 

системот (2.2), и за произволно општо решение 1 2 nw (w ,w , ,w )   

на хомогениот систем (2.3) имаме дека  

i1 1 i2 2 in n ia u a u a u b ,     i 1,2, ,m    

i1 1 i2 2 in na w a w a w 0,     i 1,2, ,m   

Тогаш за 1 1 2 2 n nu w (u w ,u w , ,u w )      добиваме дека  

   
i1 1 1 i2 2 2 in n n

i1 1 i2 2 in n i1 1 i2 2 in n

i i

a (u w ) a (u w ) a (u w )

a u a u a u a w a w a w

b 0 b , i 1,2, ,m

      

        

   



 



  

од каде што заклучуваме дека u w  е решение на системот (2.2), 

што повлекува дека u w U.   Со тоа покажавме дека u W U.   

Обратно, произволна n-торка 1 2 nv (v , v , ., v ) U   може да се 

запише во облик v u (v u),    за некое 1 2 nu (u ,u , .,u ) U.   Од  

   
i1 1 1 i2 2 2 in n n

i1 1 i2 2 in n i1 1 i2 2 in n

i i

a (u w ) a (u w ) a (u w )

a u a u a u a w a w a w

b b 0, i 1,2, ,m

      

        

   



 


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може да заклучиме дека v u W,   од каде што следува дека 

v u W.   Според тоа, имаме дека U u W.   Конечно, од двете ин-

клузии следува дека U u W,   односно u W  е општо решение на 

нехомогениот систем (2.2). ■   

 

2.4 Решение на систем линеарни равенки 

Да забележиме дека погорната теорема е од теоретско зна-

чење и не дава метод за наоѓање на решенијата на системот (2.2). 

Во продолжение ќе изнесеме метод за негово решавање, познат 

како Гаусов метод на елиминација.   

Чекор 1. Ги пермутираме равенките во системот (2.2), така 

што во првата равенка пред првата променлива 1x  има ненулти 

коефициент, односно 11a 0.  Доколку сите коефициенти пред ix  се 

еднакви на нула, тогаш ги пермутираме променливите 1 2 nx , x , , x  

така што да биде 11a 0.  

Чекор 2. За секое i 1  за кој што i1a 0  ја применуваме 

трансформацијата 

i i1 1 11 iL a L a L ,    

односно, i тата линеарна равенка iL  ја заменуваме со равенката 

добиена со множење на првата равенка 1L  со i1a  и додавање на 

i тата линеарна равенка iL  помножена со 11a .  

Со овој чекор се добива еквивалентен систем на (2.2), односно 

систем со исто множество решенија како (2.2) од облик 



Системи на линеарни равенки 

                                                       36 
 

2 2

2 2

11 1 12 2 13 3 1n n 1

2j j 2n n 2

mj j mn n m

a x a x a x ... a x b

a x ... a x b

a x ... a x b

    


    


     


   

и притоа 11a 0.  Тука 
2j

x  ја означува првата непозната со ненулти 

коефициент во равенка различна од првата; според чекор 2 имаме 

дека 
2j 1x x .   

Пример. Да го разгледаме системот линеарни равенки 

2x 4y z 2v 2w 1
3x 6y z v 4w 7
4x 8y z 5v w 3

    
      
     

 

Ја елимираме непознатата x  од втората и третата равенка со при-

мена на следниве трансформации 

2 1 2L 3L 2L     и   3 1 3L 2L L    

при што појдовниот систем се сведува на следниот еквивалентен 

систем 

2x 4y z 2v 2w 1
5z 8 v 2w 17
3z v 5w 1

    
    
   

 

Да забележиме дека непознатата y e елиминирана од втората и тре-

тата равенка. Овде непознатата z игра улога на непознатата 
2j

x  

погоре.   



Системи на линеарни равенки 

                                                       37 
 

 Да забележиме дека погорните равенки, со исклучок на прва-

та, формираат потсистем со помалку равенки и помалку непознати 

од појдовниот систем (2.2). Ако во постапката на елиминација се по-

јави равенка од облик  

1 2 n0 x 0 x ... 0 x b,        b 0,  

тогаш системот е неконзистентен или противречен и нема реше-

ние, додека ако се појави равенка од облик  

1 2 n0 x 0 x ... 0 x 0         

тогаш таа равенка може да се отфрли без да се промени решението.  

 Продолжувајќи ја погорната постапка со секој „помал“ потсис-

тем, со индукција добиваме дека системот (2.2) е или неконзистен-

тен или се сведува на еквивалентен систем од следниот облик   

2 22 2

r r r r

11 1 12 2 13 3 1n n 1

2j j 2, j 1 j 1 2n n 2

rj j r, j 1 j 1 mn n m

a x a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

 

 

    


   


    


             (2.4) 

каде што 2 r1 j j    и каде што водечките коефициенти  

   11a 0,  
22ja 0,  ,  

rrja 0  

За системот (2.4) велиме дека е во ешалонски облик или скалест 

облик. Непознатите ix ,  2 ri 1, j , , j ,   се викаат слободни промен-

ливи. За системот (2.4) важи следната теорема: 

Теорема 2.2. За решението на системот (2.4) важи: 
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(1) Ако r n,  односно ако има равенки колку непознати, тогаш сис-

темот има единствено решение. 

(2) Ако r n,  односно ако има помал број равенки отколку непозна-

ти, тогаш избирајќи произволни n r  вредности за слободните про-

менливи се добива едно решение на системот. 

Доказ. Доказот го спроведуваме со индукција по бројот r  на 

равенки во системот. 

Ако r 1  системот се сведува на равенката  

1 1 2 2 n n 1a x a x a x b ,    1a 0  

Земајќи произволни вредности 2 2 n nx u , , x u   за слободните про-

менливи добиваме дека 

1 2 n
1 2 n

1 1 1

b a a
x u u

a a a
     

Овие вредности даваат решение на равенката, бидејќи со замена 

добиваме 

1 2 n
1 2 2 2 n n 1

1 1 1

b a a
a u a u a u b ,

a a a
 

       
 

   

Во случај кога r n 1,   равенката 1 1 1a x b  има единствено 

решение  1
1

1

b
x .

a
  

Да претпоставиме дека r 1,  и дека теоремата важи за систем 

од r 1  равенки. Потсистемот од (2.4) со r 1  равенки  
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2 22 2

r r r r

2 j j 2, j 1 j 1 2n n 2

rj j r, j 1 j 1 rn n r

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

 

 

    



    

   

и може да го сметаме за систем по непознатите 
2 2

j j 1 nx , x , , x .   

Овој систем е во скалеста форма и од индуктивната претпоставка 

земајќи 2 2(n j 1) (r 1) n j r 2         вредности за слободните 

променливи, добиваме решение 
2 2 2 2

j j j 1 j 1 n nx u ,x u , , x u .     

Заменувајќи ги овие вредности во првата равенка во (2.4) и земајќи 

произволни вредности 
2 2

2 2 j 1 j 1x u , , x u    за слободните про-

менливи наоѓаме дека   

1 12 1n
1 2 n

11 11 11

b a a
x u u

a a a
     

Така, добиваме решение на (2.4) со 2 2(n j r 2) (j 2) n r        сло-

бодни променливи. Уште повеќе, овие вредности за 1 2 nx , x , , x  исто 

така ги задоволуваат другите равенки, бидејќи во овие равенки 

коефициентите пред 
2

1 2 j 1x , x , , x   се еднакви на нула. 

Ако n r,  тогаш 2j 2.  Според индуктивната претпоставка 

потсистемот од r 1  равенки има единствено решение (бидејќи 

r 1 n 1   ). Според тоа, 1x  е еднозначено определено од првата 

равенка во (2.4). Значи, системот (2.4) има единствено решение.■ 

Според направената дискусија досега ја имаме следната табе-

ла: 
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Заради Теорема 2.1 може да заклучиме дека системот (2.2) има 

единствено решение ако асоцираниот хомоген систем има само три-

вијално решение.   

Пример. Системот линеарни равенки  

x 2y 2z 3w 2
2x 4y 3z 4w 5
5x 10y 8z 11w 12

   
    
    

 

со трансформациите  

2 1 2L 2L L    и 3 1 3L 5L L    

сведува на нему еквивалетниот систем  

x 2y 2z 3w 2
z 2w 1

2z 4w 2

   
  
  

 

Во следниот чекор со трансформацијата  

3 2 3L 2L L    

доаѓаме до систем еквивалентен на погорниот   
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x 2y 2z 3w 2
z 2w 1

0 0

   
  
 

 

Очигледно е дека добиениот систем е конзистентен, и бидејќи има 

повеќе променливи отколку равенки, тој има бесконечно многу ре-

шенија.  

За наоѓање на партикуларно решение избираме вредности за y 

и w. На пример, ако w 1  и y 2,   со замена во втората равенка 

добиваме z 3,  а потоа со замена во првата равенка добиваме 

x 9.  Според тоа, подредената четворка (9, 2,3,1)  е партикуларно 

решение на системот.  

За наоѓање на општо решение, на слободните променливи им 

доделуваме произволни вредности, на пример, y a  и w b.  Со за-

мена во втората равенка добиваме z 1 2b,   а потоа со замена во 

првата равенка добиваме x 4 2a b.    Според тоа, општото реше-

ние на системот е подредената четворка (4 2a b,a,1 2b,b),    каде 

што а и b се произволни броеви. Општото решение може да се изра-

зи преку слободните променливи (наместо преку а и b). Во тој случај 

велиме дека подредената четворка (4 2y w,y,1 2w,w)    е реше-

ние на дадениот систем.  

Да го разгледаме системот од две линеарни равенки со две 

непознати  

1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

 


 
   

2 2
1 1

2 2
2 2

(a b 0)

(a b 0)

 

 
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Согласно со погорната дискусија можни се следниве три случаи: 

(i) Системот е противречен 

(ii) Системот е еквивалентен со две равенки во скалест облик 

(iii) Системот е еквивалентен со една равенка во скалест облик 

Бидејќи барем еден од коефициентите во првата равенка е 

различен од нула, односно 1a 0  или 1b 0,  равенката  

1 1 1a x b y c    

може да се смета како равенка на права во рамнина. Исто така, ба-

рем еден од коефициентите во втората равенка е различен од нула, 

односно 2a 0  или 2b 0, равенката 

 2 2 2a x b y c    

може да се смета како равенка на права во рамнина.  

 Затоа погорните случаи може да се интерпретираат геомет-

риски на следниов начин: 

(i) Двете прави се паралелни (немаат заедничка точка) 

(ii) Двете прави се сечат (имаат единствена заедничка точка) 

(iii) Двете прави се совпаѓаат (имаат бесконечно многу заед-

нички точки). 

 

2.5 Решение на хомоген систем линеарни равенки 

Методот за решавање на систем линеарни равенки важи и за 

хомоген систем линеарни равенки. Но, во овој случај отпаѓа можнос-
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та за противречен систем, бидејќи 1 2 nx x x 0     е едно реше-

ние на системот. Затоа системот секогаш може се редуцира во екви-

валентен систем во скалеста форма: 

2 22 2

r r r r

11 1 12 2 13 3 1n n

2j j 2, j 1 j 1 2n n

rj j r, j 1 j 1 rn n

a x a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

 

 

    


   


    


 

Можни се следниве два случаја: 

(i) r n.  Тогаш системот има само едно решение (0,…,0) 

(ii) r n.  Тогаш системот има ненулто решение. 

Ако започнеме со помалку равенки отколку непознати, тогаш 

во скалестиот облик r n  и според тоа системот има ненулто реше-

ние. Во тој случај бројот на слободни променливи е n r.  Според 

тоа, ја имаме следнава теорема: 

Теорема 2.3. Хомоген систем од линеарни равенки со повеќе 

променливи отколку равенки има ненулто решение. ■ 

Пример. Хомогениот систем линеарни равенки  

x y z 0
2x 3y z 0
x 4y 2z 0

  
   
   

 

може да се редуцира до систем во скалест облик   

x y z 0
5y 3z 0
  


  
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Добиениот систем има ненулто решение, бидејќи има две равенки со 

три непознати во скалест облик. Всушност имаме 3 2 1   слободна 

променилва. Ставајќи z t  добиваме 
3

y t
5

  и 
2

x t.
5

  Според тоа, 

општото решение на системот е  

 
2 3

t, t, t t
5 5

 
 

 
—





 

Едно негово нетривијално решение е подредената тројка (2,3,5).   

Пример. Хомогениот систем линеарни равенки  

x y z 0
2x 4y z 0
3x 2y 2z 0

  
   
   

 

може да се редуцира до систем во скалест облик   

x y z 0
2y z 0

11z 0

  
  
 

 

Добиениот систем има три равенки со три непознати во скалест 

облик, па затоа има само нулто решение (0,0,0).    

 

Задачи за самостојна работа 

Реши ги следниве системи линеарни равенки: 

1. 
2x 3y 1
5x 7y 2

 


 
                          2. 

2x 4 y 10
3x 6y 15

 


 
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3. 
2x y 3z 5
3x 2y 2z 5
5x 3y z 16

  
   
   

                    4. 
2x 3y 2z 5

x 2y 3z 2
4x y 4z 1

  
   
   

 

5. 
2x 3y 5
x 2y 5

3x 2y 7

 
  
  

                          6. 
x 2 y 3z 2w 2

2x 5 y 8z 6w 5
3x 4 y 5z 2w 4

   
    
    

 

7. 

x 2y 2z 2
3x 2y z 5
2x 5y 3z 4
x 4y 6z 0

  
   


   
   

                          8. 
x 5 y 4z 13w 3

3x y 2z 5w 2
2x 2 y 3z 4w 1

   
    
    

 

9. Определи ја вредноста k така што системот  

kx y z 1
x ky z 1
x y kz 1

  
   
   

 

(а) има единствено решение           б) нема решение 

в) има повеќе од едно решение  

10. Определи ја вредноста на k така што системот  

x y kz 2
3x 4y 2z k
2x 3y z 1

  
   
   

 

(а) има единствено решение           б) нема решение 

в) има повеќе од едно решение 

11. Определи ги условите за а и b под кои што системот  
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x 2y 3z a
3x y 2z b

x 5y 8z c

  
   
   

 

има решение.         

12. Определи дали системот има ненулто решение. 

а)  
x 3y 2z 0
x 8y 8z 0

3x 2y 4z 0

  
   
   

         б)  

2x 4y 7z 4v 5w 0
9x 3y 2z 7v w 0
5x 2y 3z v 3w 0
6x 5y 4z 3v 2w 0

    
     


    
     

 

13. Определи дали векторите u,  v  и w  се линеарно независ-

ни, ако   

а) u (1,3, 1),     v (2,0,1),    w (1, 1,1)   

б) u (1,1, 1),    v (2,1,0),    w (1,1,2)  

в) u (1, 2,3,1),   v (3,2,1, 2),     w (1,6, 5, 4)    

14. Даден е системот од две линеарни равенки со две непозна-

ти x  и y  

ax by e
cx dy f

 


 
 

Покажи дека се точни следниве тврдења 

а) ако  ad bc 0,   тогаш системот има единствено решение  

de bf
x

ad bc





 и  
af ce

y
ad bc





 

б) ако  
a b e

,
c d f
   тогаш системот нема решение  
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в) ако  
a b e

,
c d f
   тогаш системот има повеќе од едно 

решение.  

15. Даден е системот линеарни равенки со еднаков број на ра-

венки и еднаков број на непознати 

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

n1 1 n2 2 nn n n

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


 

а) Покажи дека ако асоцираниот хомоген систем има само нул-

то решение, тогаш системот има единствено решение за секој избор 

на константите ib , i 1,2, ,n.     

б) Покажи дека ако асоцираниот хомоген систем има ненулто 

решение, тогаш постојат константи ib , i 1,2, ,n,   за кои што  сис-

темот нема решение. Исто така, покажи дека ако системот има ре-

шение, тогаш има повеќе од едно решение.   

 



 

 

 

 

 

 

 

3. МАТРИЦИ 

3.1 Вовед 

При работа со системи линеарни равенки само коефициентите 

и нивните места се битни. Овие коефициенти можат да бидат во ед-

на правоаголна шема наречена матрица. Во оваа глава ќе ги изучу-

ваме матриците и операциите дефинирани над нив.  

Доколку не е нагласено, сите елементи во матрицата се од 

произволно поле º. Елементите на º ќе ги нарекуваме скалари. Без 

губење на општоста можеме да претпоставиме дека º=— или º=¬.  

Исто така, да напоменеме дека елементите од —n или ¬n згодно 

е да ги претставиме со вектор – редици или вектор – колони, коишто 

се специјални случаи на матрици.  

 

3.2 Матрици 

Нека º е произволно поле. Правоаголна шема од облик   
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11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a

a a ... a

a a ... a

 
 
 
 
  
 


  

каде што ija º, i 1,2,...,m, j 1,2,...,n,  се нарекува матрица со 

елементи во º, или само матрица ако º се подразбира, и се оз-

начува со  ij m n
a ,


 i 1,2,...,m, j 1,2,....,n,  или само со  ij m n

a .


 

m-те хоризонтални n-торки  

11 12 1n(a ,a ,...,a ),  21 22 2n m1 m2 mn(a ,a ,...,a ), ,(a ,a ,...,a )  (m на број) 

се нарекуваат редици на марицата а n-те вертикални m-торки 

11

21

m1

a
a

,
...

a

 
 
 
 
  
 

 

12

22

m2

a
a

,
...

a

 
 
 
 
  
 

,

1n

2n

mn

a
a

,
...

a

 
 
 
 
  
 

 (n  на број) 

се викаат колони на матрицата. Елементот ija  се нарекува ij  ти 

елемент или ij  та компонента и тој се наоѓа во пресекот на 

i  тата редица и j  тата колона. Матрицата со m-редици и n-колони 

се нарекува m по n  матрица, или матрица со димензија mxn,  и оз-

начува како mxn  матрица. 

Пример. Матрицата 
1 0 3
5 2 7

 
  

 е 2x3  матрица чиишто реди-

ци се  1 0 3  и  5 2 7 ,  и колони се 
1

,
5

 
  

 
0
2
 
 
 

 и 
3

.
7
 
 
 

 
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Матриците обично ќе ги означуваме со големи латинични бук-

ви, А, В, ..., и елементите над полето º со мали латинични букви 

a,b, .  

За две матрици  ijA a  и  ijB b  велиме дека се еднакви,  

запишуваме A B,  ако се од исти ред, односно имаат исти број на 

редици и на колони, и соодветните елементи им се еднакви, односно 

ij ija b ,  за секои i 1,2,...,m,  j 1,2,....,n.  Според тоа, матрично 

равенство на две mxn  матрици е еквивалентно на систем од mn  ра-

венства. 

Пример. Матричното равенство    

x y 2z w 3 5
x y z w 1 4
    

       
  

е еквивалентно со системот  

x y 3
x y 1
2z w 5
z w 4

 
  


 
  

 

Решението на системот е x 2,  y 1,  z 3  и w 1.    

Забелешка. Матрица со една редица (m 1 ) се нарекува 

вектор-редица, а матрица со една колона (n 1 ) се наекува век-

тор колона. Освен тоа, секој скалар може да се смета за 1x1 мат-

рица. 
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3.3 Собирање на матрици.  

      Множење на матрица со скалар 

Нека А и В се две матрици со иста димензија, на пример mxn  

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a

a a ... a
A

a a ... a

 
 
   
  
 


   и  

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

b b ... b

b b ... b
B

b b ... b

 
 
   
  
 


 

Збир A B  на матриците А и В, е матрица со елементи ij ija b ,  за 

i 1,2,...,m,  j 1,2,....,n,   

11 11 12 12 1n 1n

21 21 22 22 2n 2n

m1 m1 m2 m2 mn mn

a b a b a b

a b a b a b
A B

a b a b a b

   
 

      
     







 

Производ kA  на матрицата А со димензија mxn  со скалар k  е 

матрица со елементи ijka ,  за i 1,2,...,m,  j 1,2,....,n,   

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

ka ka ka

ka ka ka
kA

ka ka ka

 
 
   
  
 







 

Да забележиме дека A B  и kA  се матрици со димензија mxn.  

Освен тоа, збир на матрици со различна димензија не е дефиниран. 

Исто така, дефинираме  

A ( 1)A     и  A B A ( B)     

Пример. Нека се дадени матриците  
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1 2 3
A

4 5 6
 

   
  и 

3 0 2
B

7 1 8
 

   
 

Тогаш имаме дека  

1 3 2 0 3 2 4 2 5
A B

4 7 5 1 6 8 3 6 2
       

            
 

3 1 3 ( 2) 3 3 3 6 9
3A

3 4 3 5 3 ( 6) 12 15 18
       

           
 

1 2 3 3 0 2
2A 3B 2 3

4 5 6 7 1 8

2 4 6 9 0 6
8 10 12 21 3 24

   
          

   
         

 

           
7 4 0

29 7 36
  

   
 

Една матрица се нарекува нулта матрица ако сите нејзини 

елементи се еднакви на 0 

0 0 0
0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 
 







 

и вообичаено се бележи со О. Слично, како за скаларот 0, за секоја 

mxn  матрица  ijA a ,  за i 1,2,...,m,  j 1,2,....,n,  важи равенст-

вото    ij ijA O a 0 a A.      

Основните својства на собирањето на матрици и множење на 

матрици со скалар се дадени со следната теорема: 
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Теорема 3.1. Нека V  е множеството од сите mxn  матрици 

над поле º. Тогаш за произволни матрици A,B,C V  и произволни 

скалари 1 2k ,k K,  важи: 

           (i) A (B C) (A B) C                     

         (ii)  A O O A A                       

         (iii) A ( A) ( A) A O                     

         (iv) A B B A    

         (v)  1 1 1k (A B) k A k B                     

         (vi) 1 2 1 2(k k )A k A k A    

         (vii)  1 2 1 2k (k A) (k k )A                      

         (viii)  1A A  и 0A O.  

Доказ. Нека  ijA a ,   ijB b ,   ijC c  i  O 0 .  Заради свој-

ствата на операциите собирање и множење во полето º, за (i, j)   

тиот елемент важат равенствата: 

           (i) ij ij ij ij ij ija (b c ) (a b ) c ,      

         (ii)  ij ij ija 0 0 a a ,                       

         (iii) ij ij ij ija ( a ) ( a ) a 0,                     

 (iv)  ij ij ij ija b b a ,    

         (v)  1 ij ij 1 ij 1 ijk (a b ) k a k b ,    

         (vi) 1 2 ij 1 ij 2 ij(k k )a k a k a ,    
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         (vii)  1 2 ij 1 2 ijk (k a ) (k k )a ,                      

          (viii)  ij ij1a a  и ij0a 0,  

за секои  i 1,2,..,m,  j 1,2,...,n.  Според дефиницијата за еднакви 

матрици следува дека се точни соодветните матрични равенства ис-

кажани во теоремата. ■ 

Да забележиме дека од (vi)  и (viii)  непосредно следува дека  

A A 2A,   A A A 3A,     

Забелешка. Да претпоставиме дека векторите во —n се претс-

тавени со вектор редици (или вектор колони), на пример 

1 2 nu (u ,u , ,u )   и 1 2 nv (v , v , , v )   

Тогаш разгледувани како матрици, овие вектори се собираат и се 

множат со скалар на истиот начин како што се собирааат вектори во 

—n и како што се множат вектори со скалар во —n. Имено, имаме  

1 1 2 2 n nu v (u v ,u v , ,u v )      и  

1 2 nku (ku ,ku , ,ku )   

 

3.4 Множење на матрици 

Пред да ја воведеме дефиниција за производ на две матрици 

ќе изнесеме неколку забелешки. 

(i) Нека  ijA a  и  ijB b  се вектори во —n при што А е век-

тор-редица, а В е вектор-колона. Тогаш нивниот скаларен производ 

е даден на следниот начин  
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       
1

2
1 2 n 1 1 2 2 n n

n

b
b

A B a ,a , ,a a b a b a b

b

 
 
       
  
 

 


 

Според тоа, може да дефинираме матричен производ на редица од А 

со колона од В.  

(ii) Да го разгледаме системот линеарни равенки 

 11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

b x b x b x y

b x b x b x y

  


  
                                             (1) 

Тој е еквивалентен со матричното равенство  

1
11 12 13 1

2
21 22 23 2

3

x
b b b y

x
b b b y

x

 
         

    
 

 или накусо BX Y  

каде што  ijB b ,   iX x  и  jY y ,  ако дефинираме  

1
11 12 13 11 1 12 2 13 3

2
21 22 23 21 1 22 2 23 3

3

1

2

x
b b b b x b x b x

BX x
b b b b x b x b x

x

B X

B X

 
                 

 
 

    

 

каде што 1B  и 2B  се редиците на В. Да забележиме дека производ 

на матрица со вектор-колона е пак вектор колона, но во општ случај 

со друга димензионалност. 

(iii) Да го разгледаме системот линеарни равенки 
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 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a y a y z

a y a y z

 


 
                                                          (2) 

Тој е еквивалентен со матричното равенство  

11 12 1 1

21 22 2 2

a a y z
a a y z
     

    
     

 или накусо AY Z  

каде што  ijA a ,   iY y  и  jZ z .  Со замена на вредностите на 

1y  и 2y  од (1) во (2) добиваме 

11 11 1 12 2 13 3 12 21 1 22 2 23 3 1

21 11 1 12 2 13 3 22 21 1 22 2 23 3 2

a (b x b x b x ) a (b x b x b x ) z

a (b x b x b x ) a (b x b x b x ) z

     


     
 

односно  

   11 11 12 21 1 11 12 12 22 2 11 13 12 23 1 1

21 11 22 21 1 21 12 22 22 2 21 13 22 23 3 2

(a b a b )x (a b a b )x (a b a b )x z

(a b a b )x (a b a b )x (a b a b )x z

     


     
(3)  

Користејќи ја матричната равенка BX Y  и за менувајќи го Y  во 

равенката AY Z,  добиваме  

ABX Z  

Ова е всушност системот (3) ако производ на A и B се дефинира на 

следниот начин  

11 12 1311 12

21 22 2321 22

11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23

21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

1 2 3
1 1 1

1 2 3
2 2 2

b b ba a
AB

b b ba a

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a b

A B A B A B

A B A B A B

  
   
   

   
     

   
 
    
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каде 1A  и 2A  се редиците на матрицата A, а 1B , 2B и 3B  се колоните 

на матрицата В. Да забележиме дека во општ случај единствено 

барање е бројот на променливи iy  во (1) и (2) да бидат еднакви, 

што значи бројот на колони на матрицата А да биде еднаков на бро-

јот на редици на матрицата В.  

Врз основа на овие дискусии ја имаме следната дефиниција: 

Дефиниција. Нека  ijA a  и  ijB b  се матрици такви што 

бројот на колони на А е еднаков на бројот на редици на В, односно А 

е mxp  матрица, а В е pxn  матрица. Тогаш А・В е mxn  матрица чиј 

што ij  ти елемент се добива со множење на i  тата редица iA  на A 

со j-та колона jB  на В, односно 

1 2 n
1 1 1

1 2 n
2 2 2

1 2 n
m m m

A B A B A B

A B A B A B
AB

A B A B A B

   
 
   

  
 
    




   



 

односно  

11 12 1p 11 12 1j 1n

11 12 1j 1n21 22 2p 21 22 2j 2n

21 22 2j 2n

i1 i2 ip i1 i2 ij in

p1 p2 pj pn

m1 m2 mp m1 m2 mj m

a a a c c c c

b b b ba a a c c c c

b b b b

a a a c c c c

b b b b

a a a c c c c

 
 

  
  
     
  
      

 

  
   
          

       
          

   n

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

каде што 
p

ij i1 1j i2 2j ip pj ik kj
k 1

c a b a b a b a b .


       
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Да нагласиме дека производот AB  не е дефиниран ако A  е mxp  

матрица и В е qxn  матрица, каде што p q.  

Пример. Според правилото за множење на матрици, за произ-

водот на матриците 
1 1
0 2
 
 
 

 и 
3 1 4
2 0 1
 
 
 

 имаме   

1 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1 0 1 4 1 1
0 2 2 0 1 0 3 2 2 0 1 2 0 0 4 2 1

             
                  

 

                                          
5 1 5
4 0 2
 

  
 

 

Пример. За производ на матриците 
p q
r s

 
 
 

 и 1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
 
 
 

 

имаме   

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

a a a pa qb pa qb pa qbp q
b b b ra sb ra sb ra sbr s

      
           

 

Забелешка. Да забележиме дека производот на матрици не е 

комутативен, односно за две матрици А и В, производите АВ и ВА не 

мора да бидат еднакви.  

Пример. За матриците 
1 1

A
0 2
 

  
 

 и 
3 1

B
1 0
 

  
 

имаме дека  

1 1 3 1 1 3 1 1 1 1 1 0 4 1
AB

0 2 1 0 0 3 2 1 0 1 2 0 2 0
            

                    
 

3 1 1 1 3 1 1 0 3 1 1 2 3 5
BA

1 0 0 2 1 1 0 0 1 1 0 2 1 1
            

                    
 
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Да забележиме дека производот на две ненулти матрици може 

да биде нултата матрица.   

Пример. За матриците 
2 1

A
4 2
 

  
 

 и 
1 3

B
2 6

 
   

 имаме дека  

2 1 1 3 0 0
AB

4 2 2 6 0 0
    

           
 

За матричниот производ важи следнава теорема 

Теорема 3.2. Нека А, В и C  се матрици. Ако се дефинирани 

збировите и производите, тогаш важат следниве тврдења: 

(i) (AB)C A(BC)   (асоцијативен закон) 

(ii) A(B C) AB AC     (лев дистрибутивен закон) 

(iii) (B C)A BA CA     (десен дистрибутивен закон) 

(iv) k(AB) (kA)B A(kB)   каде што k е скалар  

Доказ. Согласно својствата на операциите собирање и множе-

ње во поле º, за производот на (i, j)  место  од левата страна L  и 

десната страна D важи: 

(i)  Ако  ijA a  e m p  матрица,  ijB b  e p q  матрица, и 

 ijC c  e q n  матрица, тогаш  

 
p q q p q p

ij ik kr rj ik kr rj ik kr rj ij
k 1 r 1 r 1 k 1 r 1 k 1

L a b c a b c a b c D
     

 
    
 
 

      

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството  (i). 
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(ii)  Ако  ijA a  e m p  матрица, а  ijB b  и  ijC c  се p n  

матрици, тогаш  

p p p p

ij ik kj kj ik kj ik kj ik kj ik kj ij
k 1 k 1 k 1 k 1

L a (b c ) (a b a c ) a b a c D
   

             

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството  (ii). 

(iii)  Ако  ijB b  и  ijC c  се m p  матрици, а  ijA a  e p n  

матрица, тогаш  

p p p p

ij ik ik kj ik kj ik kj ik kj ik kj ij
k 1 k 1 k 1 k 1

L (b c )a (b a c a ) b a c a D
   

           

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството (iii). 

(iv)  Ако  ijA a  e m p  матрица, a  ijB b  e p n  матрица, 

тогаш  

p p p

ir rj ir rj ir rj
r 1 r 1 r 1

k a b (ka )b a (kb )
  

      

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството  (iv). ■ 

Да забележиме дека за матрици А и В важат равенствата  

0A O  и B0 O,   

каде што О е нултата матрица.  

 

3.5 Транспонирана матрица 

Нека А е mxn  матрица. Транспонираната матрица tA  на А е 
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nxm  матрица во која редиците на А се земени како колони, а коло-

ните на А се земени како редици. Имено 

t
11 12 1n 11 21 m1

t 21 22 2n 12 22 m2

m1 m2 mn 1n 2n mn

a a ... a a a ... a

a a ... a a a ... a
A

a a ... a a a ... a

   
   
       
      
   

 
 

Пример. Транспонирана матрица на 3 2  матрицата  

2 0
A 3 1 ,

0 4

 
   
 
 

 e 2 3  матрицата t 2 3 0
A .

0 1 4
 

   
  

 За операцијата транспонирање на матрици важат следниве 

својства: 

Теорема 3.3. Нека А и В се матрици, и k е скалар. Ако се 

дефинирани збировите и производите, тогаш важат следниве тврде-

ња: 

(i) t t t(A B) A B      

(ii) t t(A ) A    

(iii) t t(kA) kA    

(iv) t t t(AB) B A   

Доказ. Нека  ijA a  и  ijB b  се матрици. Во доказот на тео-

ремата ќе го користиме фактот дека t
ij jia a  и t

ij jib b ,  што следува 

непосредно од дефиницијата за транспонирана матрица.   
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(i) За (i, j)  тиот елемент на матриците t(A B)  и t tA B  важи 
t t t

ij ij ij ji ji ij ij ijL (a b ) a b a b D                  

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството (i). 

(ii) За (i, j)  тиот елемент на матриците t t(A )  и А важи 

t t t
ij ij ji ij ijL (a ) a a D      

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството  (ii). 

(iii) За (i, j)  тиот елемент на матриците t(kA)  и tkA  важи 
t t

ij ij ji ij ijL (ka ) ka ka D      

Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи равенството (iii). 

 (iv) Имаме дека (i, j)  тиот елемент во матрицата t(AB)  е 

еднаков на (j,i)  тиот елемент во матрицата АВ и тој гласи  

p p

jk ki ik kj
k 1 k 1

a b b a
 

   

па затоа тој е производот на i  тата редица на матрицата tB  со 

j тата колона на матрицата tA ,  односно (i, j)  тиот елемент на 

производот t tB A .  Бидејќи соодветните елементи се еднакви, важи 

равенството (iv). ■ 

 

3.6 Матрици и системи линеарни равенки 

Системот од линеарни равенки  
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11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    







                                    (1) 

е еквивалентен со матричната равенка 

11 12 1n 1 1

21 22 2n 2 2

m1 m2 mn n m

a a a x b
a a a x b

a a a x b

     
     
         
          
     




     


  или накусо AX B    (2) 

каде што  ijA a ,   iX x  и  iB b .  Секое решение на (1) е 

решение на (2) и обратно. Да напоменеме дека асоцираниот хомоген 

систем на (1) е еквивалентен со матричната равенка AX 0.  

Матрицата А се вика коефициентна матрица (матрица од 

коефициенти) на системот (1), а матрицата 

11 12 1n 1

21 22 2n 2

m1 m2 mn m

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
  
 




    


 

се нарекува проширена матрица на системот. Системот (1) е на-

полно определен со проширената матрица.  

Пример. Коефициентната матрица и проширената матрица на 

системот  

4x 5y 3z 2
x 2y 4z 7
  


   

 

се матриците  
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4 5 3
1 2 4

 
   

  и  
4 5 3 2
1 2 4 7

 
   

  

При изучување на линеарните системи, поедноставно е да се 

користи матричната терминологија. 

Теорема 3.4. Нека 1 2 nu ,u , ,u  се решенија на хомоген систем 

линеарни равенки AX 0.  Тогаш секоја линеарна комбинација на iu  

од облик 1 1 2 2 n nk u k u k u    каде што ik  се скалари, е исто така 

решение на системот AX 0.   

Специјално, ако u  е решение на систем линеарни равенки 

AX 0,  тогаш и ku  е решение на системот линеарни равенки 

AX 0.   

Доказ. Фактот дека 1 2 nu ,u , ,u  се решенија на хомогениот 

систем линеарни равенки AX 0  означува дека  

1 2 nAu Au Au 0     

Тогаш имаме дека  

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n

1 2 n

A(k u k u k u ) k Au k Au k Au

k 0 k 0 k 0 0

       

    

 


 

од каде што следува дека 1 1 2 2 n nk u k u k u    е решение на хомо-

гениот систем линеарни равенки AX 0.  ■ 

Теорема 3.5. Нека º е бесконечно поле (на пример, полето 

реални броеви — или полето комплексни броеви ¬). Тогаш системот 

AX B  нема решение или има единствено решение или има беско-

нечно многу решенија. 
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Доказ. Доволно е да се докаже дека ако системот AX B  има 

повеќе од едно решение, тогаш тој има бесконечно многу решенија. 

Да претпоставиме дека u  и v  се две различни решенија на системот 

AX B,  односно дека Au B  и Av B.  Тогаш за произволен скалар 

k º имаме дека  

A(u k(u v)) Au k(Au Av) B k(B B) B          

Според тоа, за секое k º имаме дека u k(u v)   е решение на сис-

темот AX B.  Бидејќи º е бесконечно поле и бидејќи сите решенија 

од овој облик се различни, може да заклучиме дека системот AX B  

има бесконечно многу решенија. 

 

3.7. Скалести матрици 

Za matricata  ijA a  velime deka e skalesta ili ешалон-

ска forma, ako sekoja ненулта redica zapo~nuva so barem eden 

nenulti element pove}e od prethodnata redica, а секоја наредна 

редица на нулта редица е исто така нулта редица. Toa zna~i, deka 

ako so it  se ozna~i brojot na po~etnite nuli vo i  ta redica 

(1 i m),   toga{  

1 2 r r 1 mt t ... t t ... t n,        

(ako m r  te posledni redici se so site nulti elementi) ili  

1 2 mt t ... t    

(ako prvite m 1  redici se nenulti).  
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Prvite nenulti elementi vo sekoja ненулта redica на матри-

ца во скалеста форма se нарекуваат izdvoeni elementi. 

Primer. Slednite matrici imaat skalesta forma 

*

*

1 2 2

0 0 3B
0 0 0
0 0 0

 
 
   
 
 
 

 

*

*

*

2 3 1 0 1 4 3

0 0 3 0 2 4 1A
0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0

 
 
 

  
 

 
 

 

*

*

*

*

0 0 1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 3 0
C

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 

  
 
 
 

 

i izdvoenite elementi vo niv se ozna~eni so yvezda.  

Vo specijalen slu~aj, edna skalesta matrica se veli deka 

ima redi~no reducirana skalesta forma, ako  

(i) izdvoenite elementi se edinici  

(ii) izdvoenite elementi se edinstvenite nenulti elementi 

vo soodvetnite koloni.  

Primer. Matricata S vo prethodniot primer ima redi~no 

reducirana skalesta forma, bidej}i izdvoenite elementi se edi-

nici i tie se edinstvenite nenulti elementi vo soodvetnite ko-
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loni, dodeka matricite А i В nemaat redi~no reducirana skales-

ta forma.  

 

3.8 Redi~na ekvivalentnost i elementarni  

       transformacii so redici  

Edna matrica A e redi~no ekvivalentna so matrica V, ako 

matricata V mo`e da se dobie od matricata A so kone~na niza od 

slednite elementarni redi~ni transformacii: 

1E :  Zamena na i  ta redica so j  ta redica i obratno, 

odnosno i jR R ;  

2E :  Mno`ewe na i  ta redica so nenulti skalar k, odnosno 

i iR kR , (k 0);  

3E : j ta redica pomno`ena so k  se dodava na i  ta redica, 

odnosno i j iR kR R   (pritoa site redici osven i  tata ostanuvaat 

nepromeneti).  

So kombinacija na transformaciite 2E  i 3E  se dobiva 

slednata transformacija:  

i  tata redica se mno`i so nenulti skalar k  i kon nea se dodava 

j  tata redica pomno`ena so proizvolen скалар k ',odnosno     

2 3E E :    i i jR kR k 'R ,    k 0.  

Analogni transformacii na ovie tri transformacii mo`e 

da se primenat na sistem linearni ravenki i pri sekoja takva 
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izvr{ena transformacija dobivame sistem ekvivalenten so pret-

hodniot. Imeno, ako  

 dve ravenki vo sistemot si gi zamenat mestata se dobiva 

ekvivalenten sistem;  

 ako nekoja od ravenkite se pomo`i so nenulti skalar se 

dobiva ekvivalenten sistem i  

 ako nekoja ravenka pomno`ena so nekoj skalar se dodade na 

druga ravenka se dobiva ekvivalenten sistem.   

Sledniot algoritam ni ovozmo`uva transformacija na mat-

rici  vo skalesta forma so pomo{ na redi~ni transformacii. 

^ekor 1. Neka 1j  ta kolona e prvata kolona so nenulti 

element. Gi zamenuvame redicite taka {to ovoj nenulti element 

}e se pojavi vo prvata redica, odnosno 
11ja 0.   

^ekor 2.  Za sekoe i 1  se primenuva kombiniranata trans-

formacija 

1 1i ij 1 1 j iR a R a R    

Da voo~ime deka so ~ekor 2 site elementi vo 1j  ta kolona 

pod elementot 
11ja  se sveduvaat na nula. ^ekorite 1 i 2 se povto-

ruvaat za podmatricata dobiena so izostavuvawe na prvata redi-

ca. Ovoj proces prodol`uva se dodeka matricata ne se transfor-

mira vo skalesta forma. 

Primer. Matricata A e reducirana do skalesta matrica so 

transformaciite 2 1 2R 2R R    i 3 1 3R 3R R ,    i potoa so 

transformacijata 3 2 3R 5R 4R ,   odnosno  
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1 2 3 0
A 2 4 2 2

3 6 4 3

 
   
  

  
1 2 3 0
0 0 4 2
0 0 5 3

 
 
 
 
 


1 2 3 0
0 0 4 2
0 0 0 2

 
 
 
 
 

 

Da pretpostavime deka matricata  ijA a  e dovedena vo ska-

lesta forma so izdvoeni elementi 
1 2 r1j 2 j rja ,a , ,a .  So cel da ja 

transformirame matricata do redi~no reducirana matri~na for-

ma postapuvame na sledniot na~in:  

Za i 2  gi primenuvame slednite kombinirani redi~ni transfor-

macii:  

i ik kj i ij kR a R a R ,              k 1,2, ,i 1   

Potoa gi primenuvame istite transformacii za i 3,  i 4, ,i r.   

Na toj na~in matricata A se transformira do skalesta forma 

~ii{to izdvoeni elementi se edinstvenite nenulti elementi vo 

soodvetnite koloni. Potoa mno`ej}i ja i  ta redica so 
i

1
ija , 

1 i r,   izdvoenite elementi stanuvaat edinici, a so toa kone~no 

matricata sme ja transformirale do redi~no reducirana skales-

ta forma. 

So toa doka`avme deka sekoja matrica A e redi~no ekviva-

lentna so barem edna matrica vo redi~no reducirana skalesta 

forma. Podocna }e vidime deka redi~no reduciranata skalesta 

forma na matricata A e edinstvena i zatoa }e ja nare~eme redi~-

na kanoni~na forma na A.  

Primer. Skalestata forma na matricata A od prethodniot 

primer }e ja transformirame do redi~no reducirana skalesta 

forma so transformaciite posledovatelna primena na transfor-
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maciite 1 1 2R 4R 3R ,  1 1 3R R 3R   i 2 2 3R R R ,   i na kraj so 

transformaciite 1 1
1

R R ,
4

  2 2
1

R R
4

  i 3 3
1

R R
2

  

1 2 3 0
0 0 4 2
0 0 0 2

 
 
 
 
 


4 8 0 6
0 0 4 2
0 0 0 2

 
 
 
 
 


4 8 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2

 
 
 
 
 


1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 

 

Primer. Ako na skalestata matrica A ja primenime trans-

formacijata 1 2 1R 4R 3R ,    i potoa gi primenime transforma-

ciite 1 3 1R R R   i 2 3 2R 5R 2R    ja dobivame matricata  

2 3 4 5 6
0 0 3 2 5
0 0 0 0 2

 
 
 
 
 


6 9 0 7 2
0 0 3 2 5
0 0 0 0 2

 
 
 
 
 

  

6 9 0 7 0
0 0 6 4 0
0 0 0 0 2

 
 
 
 
 

 

koja {to so transformaciite 1 1
1

R R ,
6

  2 2
1

R R
6

  i 3 3
1

R R
2

  se 

transformira vo redi~no reducirana skalesta forma 

1 3 / 2 0 7 / 6 0
0 0 1 2 / 3 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 

 

 

3.9 Kvadratni matrici  

Matrica A se vika kvadratna, ako brojot na redici e edna-

kov so brojot na koloni. Ako brojot na koloni, odnosno redici e n,  

velime deka А e kvadratna matrica od red n  ili n  kvadratna 

matrica. Elementite 11 22 nna ,a ,...,a  ja so~inuvaat glavnata dijago-

nala.  
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Пример. Matricata  

1 0 3
A 4 2 6

0 1 3

 
   
 
 

  

e kvadratna matrica od red 3 so dijagonalni elementi 1, 2, 3.  

Gornotriagolna matrica e kvadratna matrica, ~ii  elemen-

ti pod glavnata dijagonala se ednakvi na nula: 

11 12 1n

22 2n

nn

a a a
0 a a

0 0 a

 
 
 
 
  
 




   


.    

Долнотриаголна matrica e kvadratna matrica, ~ii elemen-

ti над glavnata dijagonala se ednakvi na nula: 

11 12 1n

22 2n

nn

a a a
0 a a

0 0 a

 
 
 
 
  
 




   


.    

Dijagonalna matrica e kvadratna matrica ~ii elementi 

nadvor od glavnata dijagonala se ednakvi na nula:              

11

22

nn

a 0 0
0 a 0

0 0 a

 
 
 
 
  
 




   


 

Edini~na matrica e dijagonalna matrica ~ii{to dijagonal-

ni elementi se ednakvi na 1 i se ozna~uva so I :  
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1 0 0
0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




   


   

Voobi~aeno, dijagonalnata matrica so elementi po glavnata 

dijagonala 11 22 nna ,a , ,a  ja ozna~uvame so 11 22 nndiag(a ,a , ,a ),  do-

deka edine~nata matrica od red n  ja ozna~uvame so nI .  

Primer. Имаме 

1 0 0
diag(1,2,3) 0 2 0 ;

0 0 3

 
   
 
 

 3

1 0 0
I 0 1 0

0 0 1

 
   
 
 

.  

Za sekoja n  kvadratna matrica А e to~no deka n nAI I A A.   

Matrica od oblik nkI ,kade {to k  e realen broj, se narekuva 

skalarna matrica. Toa e vsu{nost, dijagonalna matrica ~ii{to 

elementi na dijagonalata se ednakvi na k   

n
n

kI diag(k,k, ,k).   

Kvadratnata matrica А se narekuva  

  simetri~na, ako tA A  

  antisimetri~na (ili косоsimetri~na), ako tA A   

  ortogonalna, ako tAA I  

  nilpotentna, ako postoi m,  taka {to mA O   

  хермитска ако t(A) A   

 антихермитска ако t(A) A    
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 унитарна ако tA(A) I  

kade {to A  e matrica so konjugiranite elementi na matricata A. 

Primer. Matricata 

0 1 2
A 1 0 2

0 0 0

 
    
 
 

 e antisimetri~na.  

Matricata 

1 0 1
B 0 2 1

1 1 1

 
   
  

 e simetri~na.  

Matricata 

0 0 1 0
0 0 0 1

A
0 0 0 0
0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 e nilpotentna, bidej}i 2A O.    

Primer. Za proizvolna kvadratna matrica A  e to~no deka   

t t t t t t t(A A ) A (A ) A A A A        

zna~i tA A  e simetri~na matrica.  Potoa,   

t t t t t t t(A A ) A (A ) A A (A A )         

{to zna~i deka tA A  e antisimetri~na matrica.   

Da se potsetime deka ne sekoi dve matricи mo`e da se sobe-

rat ili pomno`at. Me|utoa, ako razgleduvame samo kvadratni mat-

rici od red n  toga{ operaciite sobirawe, mno`ewe so skalar, 

mno`ewe i transponirawe }e bidat dopu{teni i rezultatot }e 

bide nxn  matrica. Vo taa smisla, mo`e da definirame stepen na 

bilo koja kvadratna n  matrica so  
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2A AA,  3 2A AA , ...., m m 1A AA    

Zatoa, za bilo koj polinom   

2 m
0 1 2 mf(x) a a x a x ... a x      

od m  ta stepen, mo`e da definirame matri~en polinom so  

2 m
0 n 1 2 mf(A) a I a A a A ... a A      

koj{to e dobro definirana matrica. Vo slu~aj koga f(A)  e  nulta-

ta matrica velime deka A  e koren ili nula na matri~niot poli-

nom f (A ).  

Primer. Neka 
1 2

A .
3 4
 

   
 Toga{  

2 1 2 1 2 7 6
A

3 4 3 4 9 22
    

            
 

Ako 2f(x) 2x 3x 5,    toga{  

2f(A) 2A 3A 5     

         
7 6 1 2 1 0 16 18

2 3 5
9 22 3 4 0 1 27 61

        
                   

 

Ako 2g(x) x 3x 10,    toga{  

2g(A) A 3A 10     

         
7 6 1 2 1 0 0 0

3 10
9 22 3 4 0 1 0 0

       
                  

 

{to zna~i A e nula na matri~niot polinomot g(A). 
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3.10 Inverzni matrici  

Edna kvadratna matrica A se narekuva inverzibilna (ne-

singularna ili regularna), ako postoi matrica V od ist red kako 

A, taka {to da va`i 

AB BA I   

Matricata V, ako postoi, e edinstvena, bidej}i od  

1 1AB B A I    i 2 2AB B A I      

sleduva deka  

1 1 1 2 1 2 2 2B B I B (AB ) (B A)B IB B .      

Matricata V }e ja narekuvame inverzna na matricata A i }e 

ja ozna~uvame so 1A .  Da zabele`ime deka relacijata e simetri~-

na, odnosno ako V e inverzna matrica na matricata A, toga{ 

matricata A e inverzna na matricata V. 

Primer.  Od ravenstvata  

2 5 3 5 1 0
1 3 1 2 0 1

    
          

 i 
3 5 2 5 1 0
1 2 1 3 0 1

    
          

 

sleduva deka matricite 
2 5
1 3

 
 
 

 i 
3 5
1 2

 
  

 se inverzibilni i se 

inverzni edna na druga.    

O~igledno e deka 1 1(A ) A.    Osven toa, }e poka`eme deka 

1 1 1(AB) B A ,     ako A  i B  se inverzibilni. Imeno, toa sleduva 

od ravenstvata  
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1 1 1 1 1(AB)(B A ) A(BB )A AIA I         i   

1 1 1 1 1(B A )AB B (AA )B B IB I        

Neka e zadadena 22 matrica 
a b

A .
c d
 

  
 

 Za da ja najdeme 

matricata 1A  (ako postoi), barame skalari x,y,z  i t  taka {to  

a b x y 1 0
c d z t 0 1
     

     
     

   ili 
ax bz ay bt 1 0
cx dz cy dt 0 1

    
       

 

{to se sveduva na re{avawe na slednive dva sistemi od linearni 

ravenki so dve nepoznati  

ax bz 1
cx dz 0

 


 
   i   

ay bt 0
cy dt 1

 


 
 

Od ovde se dobiva deka  

 
d

x ,
det A

   
b

y ,
det A


   
c

z
det A


   i  
a

t
det A

 ,   

ako det A ad bc 0.    Zna~i ako det A 0,  toga{ dadenata matri-

ca e inverzibilna i nejzinata inverzna matrica e 

1

d b
d b1det A det AA

det Ac a c a
det A det A



 
   
          
 

 

Zabele`uvame deka dobienata matrica 1A ,  pri det A 0,  go 

ispolnuva uslovot 1 1AA A A I.    Spored toa, pri det A 0   mat-

ricata A e inverzibilna i 1A  e baranata inverzna matrica.   
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3.11 Blok matrici  

Поставувајќи хоризонтални и вертикални линии, една матрица 

А може да се разбие на помали матрици наречени блокови или 

ќелии. Матрицата А тогаш се нарекува блок – матрица. 

Матрицата А може да се разбие на блокови на повеќе начини. 

Така, на пример 

1 2 0 | 1 3
1 2 | 0 1 | 3

1 2 0 1 3
2 3 | 5 7 | 2

2 3 5 7 2 2 3 5 | 7 2
3 1 4 5 9

3 1 | 4 5 | 9
3 1 4 | 5 9

 
                                           

   
 

        Погодноста од разбивањето на матрица во блокови е дека 

резултатот од операциите со блок матрици може да се добие со 

извршување на операциите со блоковите, како да се всушност 

елементи на матрици. Во таа смисла, нека А е матрица разбиена на 

блокови  

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

A A A
A A A

A

A A A

 
 
   
  
 




   


 

Блок матрица се множи со скалар k така што се множи секој 

блок со скаларот k 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

kA kA kA
kA kA kA

kA

kA kA kA

 
 
   
  
 




   

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Сега, да претпоставиме дека В е матрица разбиена на исти 

број блокови како матрицата А 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

B B B
B B B

B

B B B

 
 
   
  
 




   


 

Уште повеќе, да претпоставиме дека соодветните блокови на матри-

ците А и В имат иста димензија. Збир на блок матриците А и В е 

блок матрицата која што се добива со собирање на соодветните 

блокови 

11 11 12 12 1n 1n

21 21 22 22 2n 2n

m1 m1 m2 m2 mn mn

A B A B A B
A B A B A B

A B

A B A B A B

   
       
     




   


 

 Понатаму, ако матриците U  и V  се разбиени на блокови на 

следниот начин 

11 12 1p

21 22 2p

m1 m2 mp

U U U

U U U
U

U U U

 
 
 

  
 
 
 





   


  и  

11 12 1n

21 22 2n

p1 p2 pn

V V V
V V V

V

V V V

 
 
   
  
 




   


 

така што бројот на колони на секој блок ikU  е еднаков на бројот на 

редици на секој блок kjV .  Тогаш, аналогно на начинот на кој што 

множиме матрици имаме дека  
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11 12 1p

21 22 2p

m1 m2 mp

W W W

W W W
UV

W W W

 
 
 

  
 
 
 





   


 

каде што ij i1 1j i2 2j ip 1pW U V U V U V .     

 

 

3.12. Elementarni transformacii i primena  

Edna matrica se narekuva elementarna, ako mo`e da se do-

bie samo so edna elementarna redi~na transformacija primeneta 

na edini~nata matrica I.  Spored toa imame tri vida elementarni 

matrici:  

(i)  matrica dobiena so zamena na dve redici i jR R  

                            i            j  

   

j

i

 

1

0 1

1 0

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




  




;                 (i j)  

(ii)  matrica dobiena so mno`ewe na edna redica so skalar 

i iR kR                                                       
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                                    i       

i
 

i

1
1

diag(1, 1,k,1 ,1)
k

1

 
 
 
 

 
 
 
  
 


 



 

(iii)  matrica dobiena so zamena na i  ta redica so redica 

dobiena kako zbir na i  ta  i j  tata redica pomno`ena so skalar 

i j iR kR R        

                         i             j   

                 

j

i

1

1

k 1

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 




.                 (i j)  

Primer. Elementarni 3 3  matrici se:  

 

1 0 0
0 0 1 ,
0 1 0

 
 
 
 
 

      

1 0 0
0 1 0 ,
0 0 k

 
 
 
 
 

k 0      

1 0 a
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 
 

  

Teorema 3.6.  Neka e  e elementarna redi~na transformaci-

ja, i E  e soodvetnata m m  kvadratna elementarna matrica, od-

nosno E e(I).  Toga{ za proizvolna m n  matrica A va`i  

e(A) EA,   
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odnosno ishodot od primenata na transformacijata e  pretsta-

vuva mno`ewe od levo so soodvetnata elementarna matrica E.  

Dokaz. Neka iR  e i   ta redica na A (1 i m).   Matricata A }e 

ja zapi{eme kako 1 2 mA (R ,R ,...,R ).  Toga{, ako AB  e definirana, 

va`i 1 2 mAB (R B,R B,...,R B).  Neka 

1e (1,0,0,...,0), 2 me (0,1,0,...,0), ,e (0,0,0,...,1).    

Toga{ 1 2 mI (e ,e , ,e )   i i ie (A) R .  Mo`ni se slednive tri slu~ai: 

)i(  Ako e  e elementarnata transformacija i jR R ,  toga{  

1 i j m 1 j i mE e(I) e(e , ,e , ,e , ,e ) (e , ,e , ,e , ,e )         

i 

1 j i me(A) (R , ,R , ,R , ,R ).     

Zatoa, imame deka 

 
1 j i m

1 j i m

EA (e A, ,e A, ,e A, ,E A)

(R , ,R , ,R , ,R ) e(A).

 

 

  

  
 

(ii)  Ako e  e elementarnata transformacija i iR kR ,  toga{  

1 i mE e(I) (e , ,ke , ,e )       i   1 i me(A) (R , ,kR , ,R ).    

Zatoa, imame deka 

1 i m i i mEA (e A, ,ke A, ,e A) (R , ,kR , ,R ) e(A).       

 (iii)  Ako e  e elementarnata transformacija i j iR kR R ,   

toga{ imame deka 
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1 j i mE e(I) (e , ,ke e , ,e )       i    

1 j i me(A) (R , ,kR R , ,R ).     

Koristej}i deka j i j i j i(ke e )(A) k(e A) e A kR R ,      dobivame  

1 j i mEA (e A,...,(ke e )A,...,e A)    

     1 j i m(R ,...,kR R ,...,R ) e(A).    ■ 

 Primer. Imame 
0 1 2 1 3 0 5 1

,
1 0 0 5 1 2 1 3
     

     
     

      

k 0 2 1 3 2k k 3k
,

0 1 0 5 1 0 5 1
     

     
     

 

 
1 0 2 1 3 2 1 3
k 1 0 5 1 2k k 5 3k 1
     

         
 

Kako posledica od teoremata dobivame:   

Posledica 3.7. Matricata A e redi~no ekvivalentna so mat-

ricata V, ako postojat elementarni matrici 1 2 sE ,E , ,E ,  taka {to  

s s 1 2 1E E E E A B.      

Dokaz. Matricata A e redi~no  ekvivalentna so matricata V, 

ako postojat transformacii 1 2 se ,e , ,e  za koi {to va`i 

 s 2 1e ( (e (e A)) ) B        

No, spored Teorema 3.6 ravenstvoto va`i, ako i samo ako  

s s 1 2 1E E E E A B    
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kade {to iE  e elementarnata matrica soodvetna na ie .■  

Posledica 3.8. Elementarnite matrici se inverzibilni i 

nivnite inverzni matrici se pak elementarni matrici. 

Dokaz. Spored Teorema 3.6 dovolno e da se doka`e deka 

sekoja elementarna redi~na transformacija e inverzibilna i de-

ka nejzinata inverzna matrica e pak elementarna redi~na trans-

formacija.  

(i)  Neka elementarnata redi~na transformacija e  e zamena 

na redici, odnosno .RR ji   Toga{ e e   , pa imame 1e (e) .  

(ii)  Neka elementarnata redi~na transformacija e  e mno`e-

we na redica so skalar, odnosno i iR kR ,  (k 0).  Toga{, ako e '  e 

elementarnata redi~na transformacija i i
1

R R
k

 , dobivame deka 

e e '    i e ' e ,  , {to zna~i deka 1e ' (e) .  

(iii)  Neka elementarnata redi~na transformacija e  e zamena 

na i  ta redica so redica dobiena kako zbir na i  ta  i j  tata re-

dica pomno`ena so skalar, odnosno i j iR kR R .   Neka e '  e ele-

mentarnata redi~na transformacija i j iR kR R .    Toga{ imame 

deka e e '    i e ' e ,   {to zna~i deka 1e ' (e) .■ 

Primer. Soglasno Posledica 3.8 imame deka  

,
01

10

01

10
1




















   ,
0

01

k0

01

k
1

1




















   .
10

k1

10

k1
1








 











                      
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Teorema 3.9. Slednite uslovi se me|u sebe ekvivalentni: 

(i)  A e inverzibilna matrica;  

(ii)  A e redi~no ekvivalentna so edini~nata matrica I ; 

          (iii)  A e proizvod na elementarni matrici. 

Dokaz. (i) (ii)  Neka A e inverzibilna matrica. Da pretpos-

tavime deka A e redi~no ekvivalentna so redi~no reducirana 

skalesta matrica V. ]e poka`eme deka B I.  Postojat elementar-

ni matrici 1 2 sE ,E , ,E ,  taka {to  

s s 1 2 1E E E E A B.     

Bidej}i A e inverzibilna, a isto taka i 1 2 sE ,E , ,E ,  se inverzi-

bilni, sleduva deka i V e inverzibilna. Ako B I,  toga{ V ima 

nulta redica (poslednata redica). Toga{ za proizvolna kvadratna 

matrica B  od ist red kako i V, poslednata redica na BB  e nulta, 

pa zna~i BB I.   Zna~i, V ne e inverzibilna, {to pretstavuva 

kontradikcija. Zatoa, B I  i  

s s 1 2 1E E E E A I       

{to poka`uva deka A e redi~no ekvivalentna so I.   

(ii) (iii)  Ako A e redi~no ekvivalentna so I,  toga{ postojat 

elementarni matrici 1 2 sE ,E , ,E ,  takvi {to  

s s 1 2 1E E E E A I.       

Zatoa, imame deka  

1 1 1
1 2 sA E E E        
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i bidej}i 1
iE   se elementarni matrici, A e proizvod od elemen-

tarni matrici. 

(iii) (i)  Ako va`i (iii),  odnosno ako  

1 2 sA E E E      

toga{ A e inverzibilna kako proizvod na inverzibilni matrici. ■ 

Teorema 3.10. Neka A i V se kvadratni matrici od ist red. 

Ako AB I,  toga{ 1B A .  Imeno, AB I  ako i samo ako BA I.  

 Dokaz. Neka za kvadratnite matrici A i V va`i AB I  i da 

pretpostavime deka A ne e inverzibilna matrica. Toga{ A ne e 

redi~no ekvivalentna so edini~nata matrica I  i postojat ele-

mentarni matrici 1 2 sE ,E , ,E  taka {to s s 1 2 1E E E E A     ima nulta 

redica. Zatoa i s s 1 2 1E E E E AB     ima nulta redica. Zna~i AV e ek-

vivalentna so matrica koja ima nulta redica. No ova pretstavuva 

kontradikcija, bidej}i AB I.  Zna~i A e inverzibilna matrica i 

postoi 1A .  Toga{ imame deka 

1 1 1 1B IB (A A)B A (AB) A I A .        ■  

Neka A e inverzibilna matrica i neka na primer so elemen-

tarnite redi~ni transformacii 1 2 se ,e ,...,e  taa se reducira do 

edini~nata matrica I.  ]e poka`eme deka ovaa niza od elementar-

ni redi~ni transformacii primeneta na I  ja dava inverznata 

matrica 1A .  

Neka iE  (1 i s)   e elementarnata redi~na matrica {to od-

govara na transformacijata ie .  Toga{ imame deka 
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s s 1 2 1E E E E A I       

odnosno s s 1 2 1(E E E E I)A I.      Otuka sleduva deka  

1
s s 1 2 1A E E E E I

      

odnosno 1A  se dobiva so primena na elementarnite redi~ni 

transformacii 1 2 se ,e , ,e  kon I.  

Ova se koristi kako algoritam za nao|awe na inverzna mat-

rica, poznat kako Gausov algoritam za inverzna matrica. Nego 

}e go ilustrirame so sledniov primer.  

Primer. Da ja najdeme matricata 1A  za 

1 0 2
A 2 1 3

4 1 8

 
   
 
 

 

So primena na Gausoviot algoritam dobivame   

 
1 0 2

A I 2 1 3
4 1 8


 




1 0
0 1
0 0

0
0
1


 



1 0 2
0 1 1
0 1 0


  



1 0
2 1
4 0




0
0
1







   


1 0 2
0 1 1
0 0 1


  
 

1 0
2 1
6 1




  

0
0
1








1 0 0
0 1 0
0 0 1


 
 

11 2
4 0
6 1





2
1
1


 



  

 

1 0 0
0 1 0
0 0 1







11 2
4 0
6 1





 1

2
1 I A
1



 
 

 . 

Ottuka, sleduva deka 1
11 2 2

A 4 0 1
6 1 1


 
   
   

. 
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Задачи за самостојна работа 

1. Najdi ja matricata 3A 2B C,   ako   

1 0
A 1 2 ,

4 1

 
   
 
 

   

1 2
B 0 3

4 1

 
   
 
 

 i   

5 3
C 1 1

3 2

 
   
 
 

 

 2. Najdi gi koeficientite x,  y,  z  i t,  taka {to da va`i  

1 1
x

0 1
 

 
 

0 2
y

0 1
 

 
 

1 0
z

1 1
 

 
 

2 1
t

0 2
 

 
 

1 2
2 1
 
 
 

. 

3. Neka A e m n  matrica, a V e n m  matrica. Najdi go tipot 

na matricite AV i VA. Dali  mo`e  AB BA,  ako m n?  

4. Izberi dve  

    a) 2 2  matrici A i V, i proveri dali AB BA,  

    b) 3 3  matrici  A i V, i proveri dali AB BA.  

Dali mo`e da se izberat 2 2  matrici A i V taka {to 

AB BA?  

5. Presmetaj gi proizvodite:  

     a) 
cos x sin x
sin x cos x

 
  

cos y sin y
sin y cos y

 
  

      b) 

1 2
1 1
0 1
1 2

 
  
 
 
 

1 0 1
2 1 2

 
  
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6. Doka`i, deka 
n

n n 1

n 1 n 2

c c1 1
1 0 c c



 

  
        

 za  kade nc  se Fibona-

~ievite broevi definirani so 0c 1, 1c 1,   n n 1 n 2c c c .    

7. Najdi ja matricata tA , ako 
1 2 0

A
2 2 1
 

  
 

. 

8. Za koi vrednosti na parametrite x,  y  i z  va`i ravenst-

voto tA A ,  ako  

x y z
A 2y 1 z x ?

1 x y 1 y

 
   
   

 

 9. Dali postojat realni broevi x  i  y  taka {to tA A ,  ako   

2

2

xy x
A ?

1 y xy

 
  
    

 

10. Neka A e n n  matrica.  Doka`i deka  t t t(AA ) AA .   

 11. Dadeni se matricite  A 1 2 0 1   i  tB 2 1 1 2 .   Najdi 

gi proizvodite AV i VA.  

12. Zapi{i go vo matri~en vid sledniot sistem linearni ra-

venki 

     a)  

2x 3y 4z 5t 1
x y 3z 2t 10

5y 3z 2t 3

   
     
    

         b) 
x y z t u 3

2x 10z t u 2
     


    

. 

 13. Zapi{i go sistemot linearni ravenki zadaden so pro{i-

renata matrica 



Матрици 

                                                       89 
 

     a) 

1 0 2 3 4
2 1 3 4 2
0 0 0 2 1

 
  
 
 

                   b) 
1 0 1 0 1 2
1 2 1 3 2 3

 
 
 

 

 14. Bez da go re{ava{ sistemot zadaden so pro{irenata 

matrica, obidi se da odgovori{ dali toj ima re{enie i dali toa e 

edinstveno 

                 a) 

1 0 3 1 4
7 1 1 2 3
0 0 0 0 2

 
  
 
 

                 b) 

1 2 0 4 1
0 0 3 1 2
0 0 0 2 5

 
  
 
 

          

v) 

2 1 3 4
0 5 1 0
0 0 2 3

 
 
 
  

                    g) 

2 1 3 4
0 5 1 0
0 0 2 0

 
 
 
 
 

 

15. Izberi dve matrici koi imaat skalesta forma, no ne i 

redi~no reducirana skalesta forma i ozna~i gi izdvoenite ele-

menti.  

16. Izberi dve matrici koi imaat redi~no reducirana ska-

lesta forma.  

17. Dali nultata matrica ima  

    a) skalesta forma                                

    b) redi~no reducirana skalesta forma? 

18. Zapi{i gi site mo`ni 22 matrici so redi~no reducirana 

skalesta forma.  

19. Dali skalestata forma na edna matrica e edinstvena? 

20. a) Dali sekoja dijagonalna kvadratna matrica so nenulti 

elementi po dijagonalata ima skalesta forma?  
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    b) Dali sekoja dijagonalna kvadratna matrica ima skales-

ta forma? 

21. So pomo{ na redi~ni transformacii, transformiraj gi 

slednite matrici vo skalesta forma  

               a) 

1 2 5 3 0
1 3 2 1 1
2 1 3 2 1

 
  
   

              b) 

0 0 3 2 1
1 2 1 5 0
0 1 2 1 1

 
  
  

  

22. So pomo{ na redi~ni transformacii, transformiraj gi 

slednite matrici vo redi~na kanoni~na forma   

 

               a) 

1 2 5
6 3 4
3 3 11

  
  
   

                      b) 

2 2 1 1
2 1 4 3
2 3 2 1

 
  
    

            

v) 

3 3 5 1
5 0 4 5
2 1 2 2

 
 
 
  

                    g) 

7 0 5 1
1 2 0 5
3 4 2 0

 
  
  

 

 23. Kakov e oblikot na edna matrica vo redi~na kanoni~na 

forma, ako nejzinata transponirana matrica e isto taka vo re-

di~na kanoni~na forma.   

 24. Kakov e oblikot na edna proizvolna  

               a) 3 1  matrica                             b) 1 3  matrica  

vo redi~na kanoni~na forma?   
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25. Doka`i deka relacijata redi~na ekvivalentnost na mat-

rici e relacija na ekvivalencija, odnosno taa e refleksivna, si-

metri~na i tranzitivna. 

26. Doka`i deka n
m nI I , za sekoj priroden broj n.   

27. Neka A e n  kvadratna matrica, a 1 2 nD diag(a ,a , ,a )   e 

dijagonalna matrica. Najdi gi matricite AD  i DA,  a potoa objasni 

kako mo`e da se smeta deka se dobieni ovie dve matrici od mat-

ricata .A  

28. Ako A e n  kvadratna matrica, doka`i deka tAA  e simet-

ri~na matrica. 

29. Ako n  kvadratnata matrica A e 

    a) simetri~na                            b) antisimetri~na, 

dali e simetri~na ili antisimetri~na matricata mA ?  

 30. Doka`i deka matricata 
cos x sin x

sin x cos x
 
  

 e ortogonalna.  

 31.  Doka`i deka matricata 

0 0 0
A a 0 0

b c 0

 
   
 
 

 e nilpotentna.   

32. Neka e dadena matricata 

0 2 1
A 1 3 1 .

4 0 1

 
   
  

 Najdi ja matri-

cata 2A AA,  a potoa poka`i deka 2 2A A AA .  Doka`i deka za se-

koja n n  matrica A va`i 2 2A A AA .    

33. Dokolku slednite matrici se inverzibilni,  
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   a) 
1 2
3 4
 
 
 

                           b) 
3 4
5 7
 
 
 

              

               v) 
cos x sin x

sin x cos x
 
  

             g) 
3 5

15 25
 
 
 

 

najdi gi nivnite inverzni matrici.  

  34. Dokolku slednite matrici se inverzibilni,   

      a) 

2 5 7
6 3 4
5 2 3

 
 
 
   

              b) 

1 3 4
2 5 1
0 1 7

 
 
 
 
 

         v) 

3 4 5
2 3 1
3 5 1

 
  
   

  

najdi gi nivnite inverzni matrici. 

35. Najdi gi inverznite matrici na matricite  

      a) 

2 7 3
3 9 4
1 5 3

 
 
 
 
 

            b) 

1 2 2
2 1 2
2 2 1

 
  
  

            v) 

1 2 3
1 3 5
1 4 7

 
 
 
 
 

  

36. Neka 1 2 nD diag(a ,a , ,a )   e dijagonalna matrica, kade 

{to 1 2 na ,a , ,a 0.  Najdi ja inverznata matrica na matricata D.  

37. Re{i ja matri~nata ravenka AX B 2Y,   ako   

3 0 1
A 0 4 0

0 2 4

 
   
 
 

  i  

1 2 0
B 0 1 2

1 0 2

 
   
 
 

.  

38. Doka`i deka mno`estvoto od site nesingularni kvadrat-

ni matrici od red n  e grupa vo odnos na mno`eweto na matrici.    
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39. Ako na edna biektivna linearna transformacija sood-

vetstvuva matrica A, doka`i deka na inverznata transformacija 

soodvetstvuva inverznata matrica 1A .   

40. Izberi nekolku 2 2  i  2 3  elementarni matrici od 

razli~ni vidovi i najdi gi nivnite inverzni  matrici.■   

          Najdi ja inverznata matrica na slednite matrici so pomo{ 

na Gausoviot metod (41-42). 

41. a) 
1 2
3 4
 
 
 

                     b)  
0 1
1 0
 
 
 

                   v)  
6 3
8 4
 
 
 

 

42. a) 

3 2 6
1 1 2
2 2 5

 
 
 
 
 

                b) 

4 3 8
5 0 2
1 1 3

 
 
 
 
 

        

       v) 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 
   
  
 

  

,            g)    

1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 1
1 0 2 6

 
 
 
 
 

  

. 

43. Da se re{at slednive matri~nite ravenki:   

                 a) XA B                                              b) AY B  

ako 

1 3 3
A 1 3 4

1 4 3

 
   
 
 

 i 

0 1 2
B 1 0 3 .

2 3 0

 
   
   

  

44. Dali mo`e proizvod na dve kvadratni matrici od ist 

red, od koi ednata e singularna, da bide nesingularna matrica?  
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 45. Zapi{i ja matricata 

1 0 1
A 2 1 1

0 1 2

 
   
 
 

 kako proizvod na 

elementarni matrici.    

  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

4. VEKTORSKI PROSTORI 
 

4.1 Векторски простори  

Во поглавје 1 ги изучувавме структурите —n и ¬n и дојдовме до  

некои нивни особини. Во оваа глава тие особини ќе ги земеме како 

аксиоми за да дефинираме еден општ „векторски простор“. Всушност 

не добиваме ништо ново бидејќи како што ќе видиме во поглавје 5 

секој векторски простор над — со конечна димензија може да биде 

идентифициран со —n  за некое n. 

Дефиницијата на векторскиот простор вклучува произволно 

поле º чиишто елементи се нарекуваат скалари. Ќе ги усвоиме 

следниве ознаки:  

                º      поле од скалари. 

a,b,c  или k      елемемти од º 

                V      векторскиот простор  

          u, v,w     елемнти од V. 
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Да забележиме дека не губиме од општоста ако полето º се 

замени со полето реални броеви — или полето комплексни броеви ¬.  

Definicija. Neprazno mno`estvo V  vo koe{to za sekoi ele-

menti u,v V  e definiran zbirot u v V,   i za sekoj element 

u V  i realen broj, skalar k º, e definiran proizvodot 

ku V se narekuva vektorski prostor, a negovite elementi vek-

tori, ako se ispolneti uslovite: 

1C : (u v) w u (v w)      za sekoi u,v,w V.  

2C :  Postoi (edinstven) element od V,  nare~en nulti vek-

tor ozna~en so 0,  taka {to u 0 0 u u     za sekoj u V.  

3C :  Za sekoj u V,  postoi (edinstven) element od V  nare~en 

sprotiven i ozna~en so  u  taka {to u ( u) ( u) u 0.       

4C : u v v u    za sekoi u,v V.  

1M : a(u v) au av    za sekoi Vv,u   i sekoj a º. 

2M : (a b)u au bu    za sekoi a,bº i sekoj u V.  

3M :  (ab)u a(bu) za sekoi a,bº i sekoj u V.  

          4M : 1u u  ze sekoj  u V  i edinicata 1º. 

Da zabele`ime deka mno`eweto na vektor so skalar ne e 

operacija, bidej}i ne preslikuva dva vektora vo vektor, no sepak 

se dogovarame i nea da ja vikame operacija.  

Prvite ~etiri aksiomi: 1 4C C  se odnesuvaat na svojstvata 

na operacijata sobirawe na vektori, i spored niv, (V, )  e komu-

tativna grupa. Toa zna~i deka za zbirot od vektori 
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1 2 nv v v     

ne se potrebni zagradi i ne zavisi od redosledot na sumirawe. 

Ponatamu, nultiot vektor 0 e edinstven, i sprotivniot vektor u  

na vektorot u  e edinstven. Va`i i zakonot za kratewe, odnosno  

u w v w    povlekuva u v,  za sekoi u,v,w V  

Isto taka, odzemaweto e definirano so  

u v u ( v),     za sekoi u,v V  

Ostanatite ~etiri aksiomi: 1 4M M  se odnesuvaat na svojst-

vata na operacijata mno`ewe na vektor so skalar.  

Spored na{ite oznaki koristime ist simbol 0  i za nulata 

kako broj i za nultiot vektor kako element na V.  Dali se raboti 

za nulata kako broj ili za nulti vektor, ne e te{ko za se zaklu~i 

od sodr`inata na tekstot. Poto~no, skalarot sekoga{ go pi{uvame 

pred vektorot, pa vo izrazot 0u  se  podrazbira deka 0  e brojot 

nula, a vo izrazot k0  se podrazbira deka 0  e nulti vektor.   

Neposredno od aksiomite sleduvaat nekolku ednostavni 

svojstva na vektorski prostor, iska`ani vo slednava teorema.  

  Teorema 4.1.  Neka V  e vektorski prostor. Toga{ 

         (i) ( k —) i 0 V, k0 0,   

         (ii) ( u V)   i za 0—, 0u 0,  

         )iii(  ako ku 0  kade {to k — i u V,  toga{ k 0  ili u 0,  

         (iv) ( k — ) ( u V) ( k)u k( u) ku.        
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Dokaz. (i)  Spored aksioma 2C  za u 0  dobivame 0 0 0.   

Spored aksioma 1M ,  k0 k(0 0) k0 k0.     Ottuka sleduva deka 

k0 0,  soglasno so edinstvenosta na 0.   

(ii) Bidej}i imame deka 0 0 0   0( —), od 2M  dobivame deka  

0u (0 0)u 0u 0u.     Ottuka  sleduva deka 0u 0.   

(iii) Neka ku 0.  Ako k 0,  toga{ postoi 1k — taka {to 

1k k 1.   Od ovde imame  

1 1 1u 1u (k k)u k (ku) k 0 0.        

(iv) Od u ( u) 0    dobivame  0 k0 k u ( u) ku k( u),        

odnosno 0 ku k( u).    Dodavaj}i ku  kon dvete strani na posled-

noto ravenstvo dobivame ku k( u).    Koristej}i deka k ( k) 0,    

dobivame deka  0 0u k ( k) u ku ( k)u.        Dodavaj}i ku  kon 

dvete strani, dobivame deka ku ( k)u.    Definitivno, imame 

deka ku k( u)    za sekoj k — i sekoj u V.  ■ 

 

Primeri na vektorski prostori  

Vo prodol`enie }e navedeme nekolku primeri na vektorski 

prostori koi{to se obop{tuvawe na vektorskiot prostor —n.  

Primer. Neka º e proizvolno pole. Vo mno`estvoto  

ºn   in21 x)x,...,x,x( º}   

od site podredeni n-torki realni broevi definirame operacija 

sobirawe so  
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1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n n(x , x ,..., x ) (y , y ,..., y ) (x y , x y ,..., x y )      

i operacija mno`ewe so skalar k º,   

1 2 n 1 2 nk(a ,a ,...,a ) (ka ,ka ,...,ka ).  

So neposredna proverka na aksiomite 1 4C C  i aksiomite 

1 4M M ,  kako i slu~ajot —n doka`an vo glava 1, se poka`uva deka  

ºn e vektorski prostor nad poleto º. Nulti vektor vo ºn  e podre-

denata n-torki realni broevi 0 (0,0, ,0).   Sprotiven vektor na 

vektorot 1 2 n(x , x ,..., x )  e vektorot 1 2 n( x , x ,..., x ).        

Primer. Neka V  e mno`estvoto od site polinomi  

2 n
n 0 1 2 n iP [x] {a a x a x ... a x | a     º, i 1,2, ,n}   

(n  proizvolen priroden broj) so koeficienti vo º. Toga{ V  e 

vektorski prostor vo odnos na voobi~aenoto sobirawe na 

polinomi i mno`ewe na polinom so konstanta. Nultiot polinom e 

nulti vektor; dodeka vektorot 2 n
0 1 2 n( a ) ( a )x ( a )x ... ( a )x         

e sprotiven vektor na vektorot 2 n
0 1 2 na a x a x ... a x .     

Primer. Neka X  e neprazno mno`estvo i neka V  se sostoi 

od site funkcii f : X º. Definirame zbir f g V   na funkciite 

f,g V,  i proizvod kf V  so k º na sledniov na~in  

 f g (x) f(x) g(x),    za sekoj   x X,  i   

(kf)(x) kf(x),   za sekoj   x X,  sekoj k º. 

Se poka`uva deka V  so vaka definiranite operacii e vek-

torski prostor nad º. Pritoa nultiot vektor 0 e nultata funk-



Векторски простори  

                                                       99 
 

cija, 0(x) 0,  za sekoj x X.  Za f V,  sprotiven vektor e funkci-

jata f V   definirana so  f (x) f(x),    za sekoj x X.  

Primer. Neka º e proizvolno pole. Mno`estvoto  

mn ij mxn ijM (a ) a º}   

od site matrici od red mxn  so elementi vo poleto º so voobi~ae-

nite operacii sobirawe na matrici i mno`ewe matrica so skalar 

e vektorski prostor. Nultata matrica e nulti vektor; dodeka 

vektorot ij mxn( a )  e sprotiven vektor na vektorot ij mxn(a ) . 

Primer. Neka ƒ e proizvolno pole koe{to sodr`i potpole 

º. Toga{ ƒ mo`e da se razgleduva kako vektorski prostor nad º, 

taka {to sobiraweto na vektori vo ƒ e voobi~aenoto sobirawe vo 

ƒ, i mno`eweto so skalar kv,  za k º i v ƒ e voobi~aenoto mno-

`ewe na k  i v  kako elementi од полето ƒ.  

Taka na primer, ¬ e vektorski prostor nad poleto —, ¬ e 

vektorski prostor nad poleto –, i — e vektorski prostor nad 

poleto –. 

 

4.2 Векторски потпростори  

Neka W  e podmno`estvo  od vektorski prostor nad pole º. 

W  se narekuva vektorski potprostor ili samo potprostor od 

V,  ako W  e vektorski prostor nad º  vo  odnos na operaciite 

sobirawe i mno`ewe so skalar vo V.   

Slednava teorema dava ednostaven kriterium za identifi-

kacija na potprostor: 
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          Teorema 4.2. Podmno`estvoto W  e potprostor od V,  ako i 

samo se ispolneti slednive uslovi:  

         (i)  W  e neprazno mno`estvo,  

         (ii) W  e zatvoreno vo odnos na sobiraweto, odnosno ako 

v,w W,  toga{  v w W,   

         )iii( W  e zatvoreno vo odnos na mno`eweto so skalar, odnos-

no ako v W  i k º, toga{ kv W.  

Dokaz. Ako W  e potprostor toga{ uslovite (i),  (ii)  i (iii)  se 

ispolneti soglasno so definicijata na vektorski potprostor. 

Obratno, neka W  gi zadovoluva uslovite (i),  (ii)  i (iii),  

odnosno W   i sobiraweto i mno`eweto so skalar se dobro 

definirani. Aksiomite 1 4 1 2 3C ,C ,M ,M ,M  i 4M  va`at vo W,  bidej}i 

vektorite vo W  se vektori i vo V.  Ostanuva da se doka`at 

aksiomite 2C  i 3C .   

Neka u W,  ( W  ). Od (iii) sleduva deka 0u 0 W   i osven 

toa v 0 v   za sekoe v W.  Zatoa 2C  va`i. Neka sega v W.  

Toga{ ( 1)v v W     i osven toa v ( v) 0.    Zatoa va`i i 3C .  

Zna~i W  e potprostor od V.  ■  

Od ovaa teorema ja dobivame posledicata:  

Posledica 4.3.  Podmno`estvoto W  e potprostor od V,  ako 

i samo ako se ispolneti  slednive uslovi:   

        (i) 0 W  (ili W  )  i  

        )ii(  a,bº v,w W av bw W.      
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Dokaz. Neka W  e potprostor. Toga{ soglasno so goredoka`a-

nata teorema imame deka 0 W,  ( W  ). Osven toa od (ii) i (iii) 

dobivame deka  

a,bº v,w W av W bw W av bw W.          

Obratno, neka se ispolneti uslovite (i)  i (ii) . Od (ii) za 

a b 1   i za v,w W  sleduva deka 1v 1w v w W.     Potoa za 

b 0  dobivame av 0w av W,    a posebno, za a 1,   ( 1)v W   za 

sekoj v W.  W  go sodr`i nultiot vektor, soglasno so (i).  Ispol-

neti se site ostanati uslovi za vektorite od W,  kako vektori od 

V,  zna~i W  e potprostor. ■    

Primer. Neka V  e vektorski prostor. Toga{ V  i  0  se pot-

prostori od V  nare~eni trivijalni potprostori.  

Primer. Neka V º3  z,y,x)z,y,x{( º}. Toga{  

 y,x)0,y,x{(W º} e potprostor od .V  

          Primer. Neka V e vektorski prostor od site polinomi, a W  

e mno`estvoto od polinomi so stepen pomal ili ednakov na daden 

fiksiran priroden broj n.  Toga{ W  e potprostor od V. 

Primer. Neka V  e vektorski prostor od site funkcii 

f : X — ( X ). Mno`estvoto W  od site ograni~eni funkcii 

f : X — e potprostor od V  ( f  e ograni~ena funkcija, ako postoi  

M   taka {to f(x) M  za sekoj x X ). 

Primer. Neka V  e vektorskiot prostor od site nxn  matrici 

so elementi vo poleto º. Mno`estvoto W  od site matrici 
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ij nxnA (a )  takvi {to ij jia a ,  i, j 1,2, ,n,   nare~eni simetri~ni 

matrici, e potprostor od vektorskiot prostor V. 

Primer. Da go razgledame homogeniot sistem od m  ravenki 

so n  nepoznati   

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


 

Sekoe re{enie na ovoj sistem mo`e da se smeta kako ele-

ment od —n. Mno`estvoto W  od site re{enija na ovoj sistem e vek-

torski potprostor od —n, nare~en potprostor na re{enija na sis-

temot.  

Primer. Neka U  i W  se vektorski potprostori od vektorski 

prostor V.  ]e poka`eme deka nivniot presek U V  e vektorski 

potprostor od V.   

Jasno e deka 0 U  i 0 W  bidej}i U  i W  se vektorski 

potprostori. Ottuka sleduva deka 0 U W.   

Ponatamu, neka u,v U W.   Toga{ u,v U  i u,v W.  Bidej}i 

U  i W  se vektorski potprostori, dobivame deka  

au bv U   i au bv W,   za sekoi a,bº. 

Ottuka sleduva deka au bv U W,    od kade {to zaklu~uvame 

deka U W  e vektorski potprostor od V.   

Slednata teorema e obop{tuvawe na posledniot primer. 
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Teorema 4.4. Presekot na kone~en broj potprostori na vek-

torski prostor V  e potprostor od V.   

Dokaz. Neka 1 2 kW ,W ,...,W  (k 2 ) se potprostori od vek-

torski prostor V.  Toga{ 1 2 k0 W , 0 W ,...,0 W ,    od kade {to 

dobivame deka 1 2 k0 W W ... W .     Neka 1 2 nu, v W W ... W .     

Toa zna~i deka iu, v W ,  za i 1,2,...,k,  od kade {to sleduva deka 

iau bv W ,   i 1,2,...,k,  za sekoi a,bº  

bidej}i iW ,  i 1,2,...,k  se potprostori. Ottuka dobivame deka 

1 2 nau bv W W ... W ,      {to povlekuva deka 1 2 nW W ... W    e 

potprostor od V,  soglasno so posledica 4.3. ■     

Забелешка. Теоремата 4.4 важи исто така ако наместо коне-

чен број на потпростори земеме произволна фамилија од потпросто-

ри и доказот е аналоген.  

Primer. Neka V —3. Toga{  

U {(x,y,0) x, y —} i W {(0,z, t) z, t —}  

se potprostori od V.  Pritoa lesno se dobiva deka nivniot presek  

U W {(0,y,0) y  —}  

e isto taka e potprostor od V. 

                            

4.3. Linearna kombinacija i linearna pokrivka 

Neka V  e vektorski prostor nad º i neka 1 mv ,..., v V.  Bilo 

koj vektor od V  od oblik  
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1 1 2 2 m ma v a v ... a v    

kade {to 1 ma ,...,a º se narekuva linearna kombinacija na vek-

torite 1 mv ,..., v  so koeficienti 1 ma ,...,a .  Va`i slednata teorema: 

Teorema 4.5. Neka S  e neprazno podmno`estvo od vektorski 

prostor V  nad pole º. Mno`estvoto od site linearni kombinacii 

na vektorite vo S,  ozna~eno so L(S),  e potprostor od V  {to go 

sodr`i S.  Osven toa, ako W  e proizvolen potprostor od V  {to go 

sodr`i S,  toga{ L(S) W,  odnosno L(S)  e najmaliot potprostor 

{to go sodr`i mno`estvoto S.   

Dokaz. Ako v S,  toga{ v 1v L(S).   Od proizvolnosta na v  

od S  sleduva deka S L(S).  Osven toa L(S) , bidej}i S .  

Neka v,w L(S)  i neka    

1 1 2 2 m mv a v a v ... a v        i   1 1 2 2 p pw b w b w ... b w     

za nekoi i jv ,w S  i i ja ,b º, i 1,2,...,m, j 1,2,...,p.  Toga{ za proiz-

volni 1 2k ,k º,  vektorot  

1 2 1 1 1 1 m m 2 1 1 2 p pk v k w (k a )v ... (k a )v (k b )w ... (k b )w          

            1 1 m m m 1 1 m p pc v ... c v c w ... c w L(S)         

kade {to i i ic k a ,  i 1,2,...,m,  m j 2 jc k b ,   j 1,2,...,p.  Od proizvol-

nosta na vektorite v,w L(S)  i 21 k,k º,  sleduva deka )S(L  e 

potprostor od V.  

Neka W  e potprostor od V  {to go sodr`i S  i neka 

1 mv ,..., v S W.   Toga{ 1 1 2 2 m ma v ,a v ,...,a v L(S)  za sekoe ia º, 
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i 1,2,...,m  i 1 1 m ma v ... a v W,    bidej}i W  gi sodr`i site li-

nearni kombinacii od elementite na S.  Toga{ L(S) W.  ■     

Bidej}i L(S)  e najmaliot potprostor od V  {to go sodr`i S,  

potprostorot L(S)  se vika  potprostor generiran od S ili 

pokrivka na S.  Po definicija prifa}ame L(  ) 0 .  

Primer. Neka u  e vektor vo —3. Potprostorot generiran od 

vektorot u,  {u}  se sostoi od site vektori kolinearni so u,  

odnosno  

 L{u} {ku|k —}.  

Geometriski toa pretstavuva prava niz koordinatniot po~e-

tok i kolinearna so u.  Ako  S {u, v},  kade {to u  i v  ne se 

kolinearni vektori, toga{ geometriski L(S)  pretstavuva ramnina 

niz koordinatniot po~etok {to e paralelna so vektorite u  i v,  

odnosno  

1 2 1 2L{u,v} {k u k v | k ,k  —}. 

Primer. Vektorite 1 2e (1,0,0), e (0,1,0) 
 

i )1,0,0(e3   go 

generiraat vektorskiot prostor —3. Navistina, za proizvolen 

vektor (a,b,c)—3  imame 

1 2 3(a,b,c) a(1,0,0) b(0,1,0) c(0,0,1) ae be ce     
  

. 

Primer. Polinomite 2 31, t, t , t ,...  go generiraat vektorskiot 

prostor V  od site polinomi po t,  bidej}i sekoj polinom e linear-

na kombinacija od 2 31, t, t , t ,... 
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Primer. Da se ispita dali vektorot v (3,9, 4, 2)   —4 pri-

pa|a na pokrivkata generirana od 1 2 3S {u ,u ,u } —4 , kade {to 

1u (1, 2,0,3),   2u (2,3,0, 1)   i 3u (2, 1,2,1),   zna~i da se prove-

ri dali vektorot v  e linearna kombinacija od vektorite 

1 2 3u ,u ,u , odnosno dali postojat broevi x,y,z— taka {to 

(3,9, 4, 2) x(1, 2,0,3) y(2,3,0, 1) z(2, 1,2,1)

(x 2y 2z, 2x 3y z,2z,3x y z).

        

       
 

Na toj na~in problemot se sveduva na re{avawe na sistemot: 

x 2y 2z 3 x 2y 2z 3
x 2y 2z 3

2x 3y z 9 7y 3z 15
7y 3z 15

2z 4 2z 4
2z 4

3x y z 2 7y 5z 11

      
               

                

 

~ii{to re{enija se x 1,  y 3  i z 2.   Spored toa, imame deka 

(3,9, 4, 2) 1 (1, 2,0,3) 3 (2,3,0, 1) ( 2) (2, 1,2,1)              

odnosno vektorot v  e linearna kombinacija od vektorite 1 2u ,u  i 

3u  1 2 3(v u 3u 2u ).    Spored toa vektorot v  pripa|a na linear-

nata pokrivka generirana so vektorite 1 2u ,u  i 3u .                

 

4.4. Redi~en prostor na matrica 

Neka A  e dadena m n  matrica 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

 
 
   
  
 
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Redicite na matricata A   

     1 11 12 1n 2 21 22 2n m m1 m2 mnR a ,a ...,a , R a ,a ...,a ,..., R a ,a ,...,a    

razgleduvani kako vektori vo ºn generiraat potprostor od ºn,  

nare~en redi~en prostor na matricata A,  koj{to se ozna~uva so  

1 2 mL(R ,R ,...,R ).   

Analogno, kolonite na matricata A,  razgleduvani kako vektori vo 

ºm generiraat potprostor od ºm,  nare~en koloni~en prostor na 

matricata A.   

Da gi primenime sega elementarnite redi~ni transformacii 

na matricata A.  Po izvesen broj transformacii neka sme ja 

dobile matricata .B  So primena na sekoja od transformaciite: 

i j(i) R R ;  

i i(ii) R kR ;  

i j i(iii) R kR R ,   

redi~niot prostor na matricata ostanuva nepromenet. Zatoa, mat-

ricite A  i B  imaat ist redi~en prostor. Spored toa, va`i sled-

nata teorema:  

Teorema 4.6. Redi~no ekvivalentnite matrici imaat ist re-

di~en prostor.  

Va`i i sledniot posilen rezultat: 

Teorema 4.7.  Redi~no reduciranite skalesti matrici imaat 

ist redi~en prostor ako i samo ako imaat isti nenulti redici. 
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Dokaz. Ako matricite A  i B imaat isti nenulti redici vo 

redi~no reducirana kanoni~na forma, jasno e deka tie imaat ist 

redi~en prostor.  

 Obratno, neka matricite A i B imaat ist redi~en prostor, 

kako potprostor od ºn. Toga{, dvete matrici A i B imaat po n ko-

loni. Osven toa, ako matricite A i B imaat razli~en broj redici, 

mo`eme da dodademe nulti redici na matricata so pomal broj re-

dici, taka {to dvete matrici }e imaat ist broj redici i redi~-

niot prostor nema da im se promeni. Zna~i, bez gubewe na op{tos-

ta mo`eme da pretpostavime deka dvete matrici imaat isti di-

menzii, na primer m n.  So indukcija po m }e doka`eme deka A i 

B imaat isti nenulti redici.  

 Neka m 1.  Za matricite A i B da imaat ist redi~en pros-

tor, neophodno e nivnite vektor-redici da bidat kolinearni. No, 

bidej}i prviot nenulti element vo vektor-redicata na A i vektor-

redicata na B e ednakov na 1, tie vektor-redici se ednakvi. So 

toa e doka`ano tvrdeweto vo ovoj specijalen slu~aj.  

 Da pretpostavime deka tvrdeweto va`i za matricata so 

m 1  redica. Neka A i B se nm  matrici vo redi~no reducirana 

skalesta forma, koi imaat ist redi~en prostor. Da gi ozna~ime so 

AR  i BR  nenultite redici na A i B soodvetno, {to zapo~nuvaat so 

najgolem broj nuli. Prvo }e poka`eme deka ovie dve redici zapo~-

nuvaat so ist broj nuli. Navistina, ako na primer AR  zapo~nuva so 

pogolem broj nuli od BR ,  so toa zapo~nuva so pogolem broj nuli i 

od sekoja od ненултите redici na matricata B, pa jasno e deka AR  

ne pripa|a na redi~niot prostor na matricata .B  Imeno, AR  ne 

mo`e da se izrazi kako linearna kombinacija od redicita na 
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matricata B.  Spored toa, neophodno e AR  i BR  da po~nuvaat so 

ist broj nuli. Bidej}i site nenulti redi~ni vektori na matricata 

A zapo~nuvaat so razli~en broj nuli, a redicata BR  e linearna 

kombinacija od vektorite na A, toa e mo`no samo ako B AR R .   

No, prvite nenulti elementi na AR  i BR  se edinici, pa toa e 

mo`no samo ako 1,   odnosno A BR R .  Osven toa, i kolonite na 

matricite A i B koi gi sodr`at prvite nenulti elementi na 

redicite AR  i BR   (ozna~eni so *) se ednakvi, bidej}i matricite A 

i B se vo redi~no reducirana kanoni~na forma  

1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0

A 0 0 0 0 0 0 1* 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

  
   

   
  
  

 
  

A(R ),     

1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0

B 0 0 0 0 0 0 1* 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

  
   

   
  
  

 
  

B(R ).  

Ako od matricite A i B gi otfrlime redicite AR  i BR ,  zaed-

no so soodvetnite koloni koi minuvaat niz prviot nenulti 

element vo soodvetnata redica (ozna~en so *), dobivame dve 

(m 1) (n 1)    matrici A  i B ,  koi{to, isto taka, se vo redi~no 
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reducirana kanoni~na forma i osven toa imaat ist redi~en 

potprostor od ºn-1. Prema induktivnata pretpostavka, matricite 

A  i B  imaat isti redici, pa zatoa i matricite A i B  imaat isti 

redici. ■ 

Ovoj neo~igleden rezultat ima golema primena. Spored ovaa 

teorema, sekoja matrica e ekvivalentna so edinstvena redi~no 

reducirana, skalesta forma koja se narekuva redi~na kano-

ni~na forma.  

Za da proverime dali dva redi~ni potprostori na dve mat-

rici se ednakvi, dvete matrici gi doveduvame do redi~no reduci-

rana kanoni~na forma, odnosno redi~na kanoni~na forma. Ako 

tie imaat isti nenulti redici, toga{ dvata redi~ni potprostori 

se ednakvi, a ako pak, tie se razlikuvaat vo barem edna redica, 

toga{ dvata redi~ni potprostori se razli~ni.    

Primer. Vo —4 nad — neka U  e potprostorot generiran so 

vektorite 

1u (1,2, 1,3),    2u (2,4,1, 2)    i  3u (3,6,3, 7),   

a V  e potprostorot generiran so vektorite 

 1v (1,2, 4,11)   i 2v (2,4, 5,14).   

Za da proverime dali ovie dva potprostori se ednakvi,  gi formi-

rame matricite   

1 2 1 3
A 2 4 1 2

3 6 3 7

 
   
  

  i  
1 2 4 11

B
2 4 5 14

 
   
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i so elementarni transformacii gi nao|ame nivnite redi~no re-

ducirani kanoni~ni formi:   

1 2 1 3 1 2 1 3
A 2 4 1 2 0 0 3 8

3 6 3 7 0 0 6 16

    
          
       

  

                      

1 2 1 3 1 2 0 1 / 3
0 0 3 8 0 0 1 8 / 3
0 0 0 0 0 0 0 0

   
         
   
   

 

 

1 2 4 11 1 2 4 11
B

2 4 5 14 0 0 3 8

1 2 0 1 / 3
0 0 1 8 / 3

    
         
 

   

     

Bidej}i tie imaat isti nenulti redici, potprostorite U  i V  se 

ednakvi.  

Da zabele`ime deka zada~ata mo`e da se re{i i elemen-

tarno. Imeno, mo`e da se poka`e deka sekoj od vektorite 1 2u ,u  i 

3u  e linearna kombinacija od vektorite 1v  i 2v  i obratno, sekoj 

od vektorite 1v  i 2v  e linearna kombinacija od vektorite 1 2u ,u  i 

3u .                 

          

4.5. Zbir i direkten zbir na potprostori  

Neka U  i W  se potprostori od vektorskiot prostor V.  Zbir 

na potprostorite U  i W  e mno`estvoto od site mo`ni sumi 

u w,  kade {to u U,  w W,  odnosno  
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U W u w u U     i w W .  

Teorema 4.8. Zbirot U V  na potprostorite U  i W  od vek-

torskiot prostor V  e potprostor od V.  

Dokaz.  Od 0 U  i 0 W  sleduva deka 0 0 0 U W.     Neka 

u w, u' w ' U W,    pri {to u,u' U,  a w,w ' W,  i neka 1 2k ,k º.  

Toga{, imame deka   

1 2 1 2 1 2k (u w) k (u' w ') (k u k u') (k w k w ')         

                                          u'' w '' U W,     

kade {to 1 2u '' k u k u' U,    bidej}i U  e potprostor od V,  i 

1 2w '' k w k w ' W,    soglasno so pretpostavkata deka W  e pot-

prostor od V.  Od proizvolnosta na 1 2k ,k º,  u w, u' w ' U W    

sleduva deka U W  e potprostor.■  

Primer. Vo  vektorskiot prostor V —4 mno`estvata vekto-

ri  

U {(s,y,0,0) s, y —} i W {(t,0,z,0) t,z —}  

se potprostori od V.  Toga{  

        U W {(x,y,z,0) x, y ,z  —}  i U W {(x,0,0,0) x  —}. 

           Navistina, v U W   zna~i deka v (s,y,0,0) (t,0,z,0)   za 

nekoi s, y, t,z—. Ottuka dobivame deka s t,  y 0,  z 0,  odnos-

no v (s,0,0,0) {(x,0,0,0) | x  —}. Od proizvolnosta na v  sleduva 

deka  U W {(x,0,0,0) | x  —}.  
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 Obratno, {(x,0,0,0) | x — } U W   bidej}i (x,0,0,0) U  za 

s x  i y 0,  i (x,0,0,0) W,  za t x i z 0.   

Ponatamu, v U W   zna~i deka v (s,y,0,0) (t,0,z,0)   za ne-

koi s, y, t,z—  od kade {to sleduva deka 

v (s t, y,z,0) {(x, y,z,0) | x, y,z   —},  

odnosno   

U W {(x,y,z,0) x, y ,z  —}  

Za obratnata inkluzija imame deka  

v (x, y,z,0) (x,y,0,0) (0,0,z,0) U W       

za s x, t 0.   

Definitivno, dobivame deka  

U W {(x,y,z,0) x, y ,z  —}.  

Primer. Neka V  e vektorskiot prostor  od site 2x2  matrici 

nad poleto —. Neka U  e vektorskiot prostor od site matrici ~ija 

{to vtora redica e nula i W  e potprostorot od site matrici ~ija 

{to vtora kolona e nula.   

a b
U a,b R

0 0

      
   

  i 
a 0

W a,c R
c 0

      
   

 

Mo`e da se proveri deka U  i W  se potprostori od V.  Imame deka 

a b
U W a,b,c R

c 0

       
   

  i 
a 0

U W a R
0 0

       
   
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Mo`e da se zaklu~i deka U W  se sostoi od site matrici kaj koi 

{to elementot vo presekot na vtorata redica i vtorata kolona e 

nula, dodeka U W  se sostoi od site matrici so vtorata redica i 

vtorata kolona nula.  

Vektorskiot prostor V  se narekuva direkten zbir na pot-

prostorite U  i W,  i se ozna~uva so V U W,   ako sekoj vektor v  

na edinstven na~in mo`e da se zapi{e vo oblik v u w,   kade 

u U  i w W.  

Za proverka na direktniot zbir ~esto se koristi slednava 

teorema:  

Teorema 4.9. Vektorskiot prostor V  e direkten zbir od pot-

prostorite U  i W  ako i samo ako se ispolneti uslovite:  

      (i)  V U W,      i    (ii) U W {0}.   

Dokaz. Neka V U W.   Toga{ sekoj vektor v V  mo`e na 

edinstven na~in da se pretstavi vo oblik v u w   za nekoj u U  

i nekoj w W.  Od ovde slduva deka ,VWUV   {to zna~i  

deka .WUV    

Potoa, neka v U W.   Toga{ imame deka  

v v 0 (v U    i )w0  i v 0 v (0 U   i v W)   

se dve pretstavuvawa na v  i soglasno so edinstvenosta, mora da e 

v 0.  Zna~i, U W {0}.   

Obratno, neka V U W   i U W {0}.   Bidej}i V U W,   za 

sekoe v V  postoi barem edno pretstavuvawe v u w,   u U,  

w W.  Neka v u' w '   kade u' U  i w' W  e drugo pretstavuva-
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we. Toga{ imame deka u w u' w ',    od kade {to sleduva deka  

u u' w ' w.    Me|utoa, v ' u u' U    i istovremeno v ' w ' w W    

od kade {to sleduva deka v ' U V.   No, U W {0},   pa zatoa 

v ' 0,  {to zna~i deka u' u,w ' w,   odnosno pretstavuvaweto e 

edinstveno. Spored toa, imame deka .WUV  ■  

Primer. Neka  

U {(a,b,0) a,b —}  i W {(a,b,c) a b c 0,a,b,c    —}  

se dadeni potprostori od —3. Od ravenstvoto  

(x,y,z) (x,y z,0) (0, z,z) U W        

sleduva deka —3 .WU   Zaradi  a)0,a,a{(VU —}  ,0   dobi-

vame deka —3 .VU   

Primer. Neka  

U {(a,b,0) a,b —}   i   W {(0,0,c) c —}  

se dadeni potprostori od —3. Toga{ —3 U V   i  U V {0},   pa 

spored toa  —3 U W.   

 

Zada~i za samostojna rabota   

1. Dali mno`estvoto od site preslikuvawa f :—3— od ob-

lik  

       a) f(x, y,z) ax by cz,              b) f(x, y,z) ax by cz d,        

za nekoi  a,b,c,d—,  e vektorski prostor vo odnos na voobi~ae-

nata operacija sobirawe na funkcii i mno`ewe na funkcija so  



Векторски простори  

                                                       116 
 

realen broj? 

 2. Dali mno`estvoto na site vektori vo —3 koi se kolinearni 

so vektorot (1, 2,3)  e vektorski prostor vo odnos na voobi~ae-

nata operacija sobirawe vo —3 i mno`ewe na vektor od —3 so rea-

len broj?  

 3. Dali mno`estvoto na site vektori od oblik  

x(2,0,3) y( 1,4, 2)    

kade {to x,y— pretstavuva vektorski prostor vo odnos na 

operaciite vo —3 nad —?  

4. Dali mno`estvoto na site vektori )z,y,x( —3  takvi {to  

  a)  2x 3y z 0                       b)   2x 3y z 3 0      

vo odnos na voobi~aenite operacii so vektori vo —3 pretstavuva 

vektorski prostor?  

 5. Dali mno`estvoto na  

 a) realni broevi —                        b) kompleksni broevi ¬    

pretstavuva vektorski prostor nad realnite broevi vo odnos na 

obi~noto sobirawe i mno`ewe? 

 6. Dali mno`estvoto na vektori od oblik (x, y,z),   kade {to  

x,y,z¬, vo odnos na voobi~aenite operacii so vektori pretsta-

vuva vektorski prostor nad —?  

 7. Dali mno`estvoto od nultiot vektor na V  nad pole º,  0 ,  

e vektorski prostor vo odnos na operaciite definirani vo V?  
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8. Neka V —3.  Dali se potprostori od V  slednite podmno-

`estva:  

a)  (0,0,0)            b) —3             v) {(a,b,0) a,b—}                    

g)  b,a,1ba)0,b,a{( 22 —}     d) {(a,b,0) a b 1 0, a,b   —}    

|) {(a,b,0) 2a 3b 0, a,b  —}?    

9. Neka se dadeni potprostorite  

 1 1 2 3 4U (x, y,z, t) a x a y a z a t 0      i  

 2 1 2 3 4U (x, y,z, t) b x b y b z b t 0 .       

Zapi{i go presekot 21 UU   opisno. 

10. Ako U  i W  se potprostori  od V,   dali i U W  e pot-

prostor na ?V    

11. Ako U, W  i U W  se potprostori od V,  toga{ U V  ili 

V U.  Doka`i!    

12. Neka V  e vektorskiot prostor od site funkcii :f ——. 

Koi od slednite podmno`estva se potprostori od V :  

1U f f : ——, f(5) 1           

2U f f : ——, f(4) f(8)      

3U f f : ——, f(5) f(7) 2       

4U f f : ——, f( x) f(x),   za sekoe x —}  
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  5U f f : ——, f( x) f(x),  za sekoe x —}     

  6U f f : ——, f(x) 0, za sekoe x —}? 

13. Neka V  e vektorski prostor od site polinomi, a W  e mno-

`estvoto od polinomi ~ij stepen e ednakov na n.  Dali W e pot-

prostor od V?  

14. Dali vektorot v ( 5,3,2)   mo`e da se zapi{e kako li-

nearna kombinacija na vektorite  

1v ( 3,2,1),   2v ( 4, 1,2)    i 3v ( 5,7,1)?      

15. Zapi{i go vektorot v (5,0,1, 2)   kako linearna kombina-

cija na vektorite  

1v (1,0,11),  2v (3,0,1,2),  3v (1,0,2, 1).      

 16. Za koja vrednost na parametarot k  vektorot v (1,k, 2)   

mo`e da se zapi{e kako linearna kombinacija od vektorite  

1v (3, 2,0)   i 2v ( 2,5,1)?   

17. Neka V  e vektorski prostor od funkcii  f : 5,7  —.  

Opi{i go potprostorot od V   koj {to e generiran od slednite pod-

mno`estva:  

a)   1U f f : 5,7 —, f(5) 1                  

b)   2U f f : 5,7 —, f(5) 2f(7) .       

 18. Napi{i go polinomot 2P(t) t 4t 3    kako linearna kom-

binacija od polinomite:  
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 1P (t) t 3,   2
2P (t) 2t 3t   i  2

3P (t) t 2t 5.     

 19. Ako u  e linearna kombinacija od vektorite 1 2 nv , v ,..., v ,  a 

iv  e linearna kombinacija od vektorite 1 2 mw ,w ,...,w ,  za sekoe 

 i 1,2,...,n ,  doka`i deka i u  e linearna kombinacija od vektori-

te 1 2 mw ,w ,...,w .   

20. Proveri dali vo —6 nad — potprostorite generirani 

soodvetno so vektorite 

 (1,0, 2,3,4,1), ( 2,0,1,3,5,6),  (0,0,1,1,2,0)    i   

( 2,0,1,1,4,2),   (0,0,4,2,1, 1), ( 1, 2,3,1,0,1)   

se ednakvi.   

 21. Proveri dali vo —5 nad — potprostorite generirani 

soodvetno so vektorite 

(0,2,3, 1,1), (0,1,1,0, 2), (0, 1,1,2,0)    i    

(0,1,1,4,2), (0,4,2,1, 1),  (0,4,2,1, 1)  

se ednakvi.   

22. Proveri dali vo —4 nad — potprostorite generirani 

soodvetno so vektorite 

(2,3, 1,1), (1,1,0, 2), (1,2, 1,3)   i   

(0,1, 1,5), (4,5, 1, 3)  ) 

se ednakvi.   

23. Analogno na elementarnite redi~ni transformacii pos-

tojat i elementarni koloni~ni transformacii, koi vsu{nost se 
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elementarni redi~ni transformacii primeneti na transponira-

nata matrica. So nivna pomo{ sekoja matrica mo`e da se dovede 

do koloni~no reducirana skalesta forma. So pomo{ na elemen-

tarni koloni~ni transformacii, slednata matrica  

1 1 2 3
2 3 4 7
1 2 3 4
2 2 4 6

 
 
 
 
 
 

 

dovedi ja do koloni~no reducirana skalesta forma (koloni~na 

kanoni~na forma). 

24. Dali za potprostorite  

 U (x,y,0,0) x 2y 0    i  W (0,0,z, t) z t 0     

od —4 va`i U W  —4?    

25. Neka U  i W  se potprostori od vektorskiot prostor —3, 

zadadeni kako {to sleduva  

 U (x,y,z) x 2y 3z 0      i  W (x,y,z) x y z 0 .        

Doka`i deka U W  —3. Dali va`i U W  —3?  

26. Neka U  i W  se potprostori od vektorski prostor —3, 

zadadeni so  

 U (x,y,z) x y z     i  W (x,y,z) x y z 0 .        

Doka`i deka U W  —3.  
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 27. Neka U  i W  se potprostori od vektorski prostor V.  

Doka`i deka U W  e najmaliot potprostor od V  koj kako podmno-

`estvo gi sodr`i potprostorite U  i W.   

28. Ako 1 2 pX {u ,u ,...,u }  go generira potprostorot U,  a 

1 2 qY {v ,v ,..., v }  go generira potprostorot W,  toga{ X Y  go ge-

nerira potprostorot U W.  Doka`i! 

 29. Doka`i deka prostorot od site funkcii f :—— e direk-

ten zbir na potprostorite   

U {g g : ——  i  g( x) g(x)}    i   

W {h h : ——  i  h( x) h(x)}  .  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

5. БАЗА И ДИМЕНЗИЈА 

 

5.1 Линеарна зависност  

Definicija. Neka V  e vektorski prostor. Vektorite 

1 2 mv , v ,..., v V  se narekuvaat linearno zavisni, ako postojat  

skalari 1 2 ma ,a ,...,a º,  ne site ednakvi na nula,  taka {to  

1 1 2 2 m ma v a v ... a v 0.              

Vektorite koi{to ne se linearno zavisni se narekuvaat 

linearno nezavisni.    

    Zabele`uvame deka vektorite 1 2 mv , v ,..., v  se linearno ne-

zavisni ako i samo ako  

1 1 2 2 m ma v a v ... a v 0     povlekuva 1 2 ma a ... a 0.     

Primer. Vektorite u (1, 1,0),   v (1,3, 1)   i w (5,3, 2)   se 

linearno zavisni bidej}i 3u 2v ( 1)w 0,     односно 

3(1, 1,0) 2(1,3, 1) ( 1) (5,3, 2) (0,0,0).          
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Primer. Мno`estvoto vektori  

 X (6,2,3,4), (0,5, 3,1), (0,0,7, 2)    —4  

e linearno nezavisno бидејќи од 

x(6,2,3,4) y(0,5, 3,1) z(0,0,7, 2) (0,0,0,0)       

imame дека 

(6x,2x 5y,3x 3y 7z,4x y 2z) (0,0,0,0)       

од каде што го добиваме системот 

6x 0
2x 5y 0
3x 3y 7z 0
4x y 2z 0


  


  
   

 

 чиешто решение е x y z 0,    што zna~i дека dadenoto mno-

`estvo vektori X e linearno nezavisno. 

Да забележиме дека векторите во претходниот пример опреде-

луваат матрица во ешалонски облик  

6 2 3 4
0 5 3 1
0 0 7 2

 
  
  

 

Покажавме дека ненултите редици од погорната матрица се линеар-

но независни. Овој резултат важи и во општ случај и ќе го формули-

раме во теорема.  

Лема 5.1. Ненултите вектори 1 2 mv , v , , v  се линеарно зависни 

ако и само ако некој од нив, на пример, iv  е линеарна комбинација 

од претходните вектори 
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i 1 1 2 2 i 1 i 1v a v a v a v      

Доказ. Нека i 1 1 2 2 i 1 i 1v a v a v a v .      Тогаш имаме дека  

1 1 2 2 i 1 i 1 ia v a v a v ( 1)v 0        

и ( 1) 0,   што значи векторите се линеарно зависни. 

Обратно, нека векторите 1 2 mv , v , , v  се линеарно зависни. То-

гаш, постојат скалари 1 2 ma ,a , ,a  не сите 0 такви што  

1 1 2 2 m ma v a v a v 0     

Нека k  е најголемиот број таков што ka 0.  Тогаш имаме дека  

1 1 2 2 k k k 1 ma v a v a v 0 v 0 v 0           

Ако k 1  тогаш 1 1a v 0,  па добиваме дека 1a 0  или 1v 0,  што е 

контрадикција. Значи k 1.  Тогаш 

1 1 2 2 k 1 k 1
k

k k k

a v a v a v
v .

a a a
 

     ■ 

Теорема 5.2. Ненултите редици на една матрица во скалеста 

форма се линеарно независни. 

Доказ. Да претпоставиме дека ненултите редици  

n n 1 1R ,R , ,R    

на една матрица во скалеста форма се линеарно зависни. Тогаш не-

која од нив на пример iR  е линеарна комбинација од претходните, 

односно 

i i 1 i 1 i 2 i 2 n nR a R a R a R        
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Да претпоставиме дека k  тата компонента на iR  е првиот ненулти 

елемент. Тогаш, бидејќи матрицата е во скалеста форма k  тата 

компонента на i 1 i 2 nR ,R , ,R    се сите еднакви на 0, па затоа k  та-

та на  десната страна на погорното равенство е 0, што не доведува 

до заклучок дека 1 0,  што претставува контрадикција. Затоа, зак-

лучуваме дека векторите  

n n 1 1R ,R , ,R   

се линеарно независни вектори. ■ 

         ]e predo~ime nekoi факти во врска со linearno zavisnite 

(nezavisnite)  mno`estva vektori:  

Забелешка. Mno`estvoto  1 2 mv , v ,..., v  se narekuva zavisno 

(nezavisno) mno`estvo ako vektorite 1 2 mv ,v ,..., v  se zavisni (ne-

zavisni). Po dogovor, praznoto mno`estvo  (m 0)  e nezavisno.   

Забелешка. Ако два од векторите 1 2 mv , v ,..., v  се еднакви, на 

пример, 1 2v v ,  тогаш векторите се линеарно зависни. Навистина, 

имаме дека 

1 2 1 2 mv v 0 v 0 v 0 v 0          

и коефициентиот пред 1v  не е нула.  

Забелешка. Два вектори 1v  и 2v   се линеарно зависни ако и 

само ако едниот е мултипл од другиот, односно  

1 2v kv  или 2 1v kv .   

Забелешка. Sekoe mno`estvo vektori {to sodr`i linearno 

zavisno podmno`estvo e linearno zavisno.  
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Navistina, ako  1 2 k k 1 mv , v ,..., v , v ,..., v  e mno`estvo vektori 

~ie{to podmno`estvo  1 2 kv , v ,..., v  e linaerno zavisno, toga{ 

postojat skalari 1 2 ka ,a ,...,a º, od koi barem eden e razli~en od 

nula, taka {to va`i  1 1 2 2 k ka v a v ... a v 0.     Toga{  

1 1 2 2 k k k 1 ma v a v ... a v 0v ... 0v 0.        

Забелешка. Sekoe podmno`estvo od linearno nezavisno mno-

`estvo e linearno nezavisno, {to e direktna posledica od прет-

ходната забелешка. 

Забелешка. Mno`estvo {to se sostoi od nenulti vektor, 

X {v},  ( v 0 ) e linearno nezavisno, bidej}i od av 0,  za v 0   

sleduva deka a 0.  

Забелешка. Sekoe mno`estvo vektori {to go sodr`i nultiot 

vektor  1 2 m0, v , v ,..., v  e linearno zavisno, bidej}i   

1 2 m1 0 0v 0v ... 0v 0        

za proizvolno dadeni vektori 1 2 mv ,v ,..., v .    

 

Цртеж 1                                                     Цртеж 2 
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Забелешка. Во —n условот за линеарна незвисност ја има 

следнава геометриска интерпретација: 

 Два вектора u  и v  се линерно зависни ако лежат на права 

што минува низ координатниот почеток (цртеж 1).  

Три вектори u,  v  и w  се линеарно зависни ако тие лежат на 

рамнина што минува низ координатниот почеток (цртеж 2). 

 

5.2. Baza i dimenzija  

Definicija. Za vektorskiot prostor V  velime deka ima ko-

ne~na dimenzija n,  ili deka e n  dimenzionalen i pi{uvame 

dimV n,  ako postojat linearno nezavisni vektori 1 2 nv , v ,..., v  

taka {to  1 2 nB v , v ,..., v  go generira V.  Mno`estvoto B  se nare-

kuva baza na vektorskiot  prostor V.   

Za da bide dobro definiran poimot dimenzija e neophodno 

da doka`eme deka brojot n ne zavisi od izborot na bazata. 

Prethodno }e ja doka`eme slednava lema.    

Lema 5.3. Neka  1 2 nv , v ,..., v  go generira vektorskiot 

prostor V.  Ako  1 2 mw ,w ,...,w  e linearno nezavisno mno`estvo 

od V,  toga{ m n  i V  e generirano so mno`estvo od oblik 

 1 2 n m1 2 m i i iw ,w ,...,w , v , v ,..., v .


.  

Specijalno, sekoe mno`estvo {to sodr`i pove}e od n  

vektori od V  e linearno zavisno. 
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Zabele{ka. Teoremata tvrdi deka sekoe linearno nezavisno 

mno`estvo od vektori vo vektorskiot prostor V  mo`e da se do-

polni do baza na V  so vnesuvawe na novi vektori.    

Dokaz. Bidej}i mno`estvoto vektori  

 1 2 nv , v ,..., v  

go generira V,  vektorot 1w  mo`e da se pretstavi kako linearna 

kombinacija od vektorite 1 2 nv , v ,..., v ,  od kade {to sleduva deka 

mno`estvoto  

 1 1 2 nw ,v ,v ,..., v  

e linerano zavisno i isto taka go generira V.  Toga{ barem eden 

vektor od mno`estvoto  

 1 1 2 nw ,v ,v ,..., v  

e linearna kombinacija od prethodnite. Pritoa da zabele`ime 

deka toa ne mo`e da bide vektorot 1w ,  tuku nekoj vektor iv  e li-

nearna kombinacija od vektorite 1 1 2 i 1w ,v , v ,..., v .  Toga{ mno`est-

voto  

 1 1 2 i 1 i 1 nw ,v , v ,..., v , v ,..., v   

 isto taka go generira V.  

Sli~no, zaklu~uvame deka mno`estvoto  

 1 2 1 1 i 1 i 1 nw ,w ,v , v ,..., v , v ,..., v   

e zavisno i go generira V.  Toga{ barem eden vektor od mno`estvo-

to  
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 1 2 1 2 i 1 i 1 nw ,w ,v , v ,..., v , v ,..., v   

e linearna kombinacija od prethodnite. Povtorno zabele`uvame 

deka toa ne mo`e da bidat vektorite 1w  i 2w  bidej}i 1 2{w ,w }  e  

linearno nezavisno mno`estvo. Zna~i, nekoj vektor kv  (k i)  e 

linearna kobinacija od vektorite 1 2 1 2 i 1 i 1 k 1w ,w ,v , v ,..., v , v ,..., v    

Toga{ mno`estvoto  

 1 2 1 2 i 1 i 1 k 1 k 1 nw ,w ,v , v ,..., v , v ,..., v , v ,..., v     

isto taka go generira V.  

Ovaa postapka mo`e da se povtori m  pati, se dodeka mno-

`estvoto  1 2 mw ,w ,...,w  ne se iscrpi. Vo sekoj ~ekor otfrlame po 

eden vektor od mno`estvoto  1 2 nv , v ,..., v ,  {to zna~i deka po 

m tiot ~ekor generatornoto mno`estvo na V  ima barem m ele-

menti, odnosno m n.  Mno`estvoto  1 2 nv , v ,..., v  ne mo`e da se 

iscrpi pred da bidat vneseni site vektori 1 2 mw ,w ,...,w  bidej}i 

toa }e bide protivre~no na linearnata nezavisnost na vektorite  

1 2 mw ,w ,...,w .   

Останува уште да докажеме дека m n  не е можно. Нависти-

на, ако m n  тогаш после n  чекори го добиваме генерatornoto 

множество  1 2 nw ,w ,...,w  што повлекува дека n 1w   е линеарна 

комбинација од 1 2 mw ,w ,...,w  {to противречи на претпоставката 

дека  1 2 mw ,w ,...,w  е независно множество. ■ 

Primer. Vektorite  
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(3,1,1)  i ( 3,7,2)   

se linearno nezavisni. Kon ovie vektori go dopi{uvame nivniot 

vektorskiot proizvod (3,1,1) ( 3,7,2) ( 5, 9,24).      Ovie tri vek-

tori formiraat baza vo —3.  Namesto vektorot ( 5, 9,24)   mo`e da 

izbereme i mnogu drugi, na primer vektorot (1,0,0)  za da dobieme 

baza. No, ako kon ovie tri vektori dopi{eme ~etvrt vektor, toj e 

sigurno linearna kombinacija od trite vektori, pa spored toa }e 

dobieme linearno zavisno mno`estvo vektori.         

Како последица od prethodnata lema ја добиваме следната 

важна теорема: 

Teorema 5.4. Neka V  e vektorski prostor so kone~na dimen-

zija. Toga{ sekoja baza na V  ima ist broj elementi. 

Dokaz. Neka  1 2 ne ,e ,...,e  e baza na V  i neka  1 2 me ' ,e ' ,...,e '  

e druga baza na V.  Bidej}i imame deka  1 2 ne ,e ,...,e  go generira V,  

a  1 2 me ' ,e ' ,...,e '  e nezavisno mno`estvo, spored prethodnata le-

ma mora da va`i m n.  Od druga strana pak, bidej}i imame deka 

 1 2 me ' ,e ' ,...,e '  go generira V,  a  1 2 ne ,e ,...,e  e nezavisno mno-

`estvo, spored prethodnata lema mora da va`i n m.  Spored toa, 

imame deka m n. ■ 

Vektorskiot prostor  0  se smeta deka ima dimenzija nula 

bidej}i  e edinstveno negovo linearno nezavisno mno`estvo. 

Eden vektorski prostor koj{to nema kone~na dimenzija, odnosno  

ne e kone~no dimenzionalen se narekuva beskone~no dimenzio-

nalen vektorski prostor. 
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Primer. Da go razgledame vektorskiot prostor ºn {to se 

sostoi od podredeni n  torki realni broevi. Vektorite  

1e (1,0,0,...,0,0),  

2e (0,1,0,...,0,0),  

    

ne (0,0,0,...,0,1)  

 formiraat baza na ºn, nare~ena standardna baza, pa toj e 

n  dimenzionalen vektorski prostor. 

Primer. Neka U  e vektorskiot prostor od site 2x3  matrici 

nad pole º. Toga{ matricite  

1 0 0
0 0 0
 
 
 

    
0 1 0
0 0 0
 
 
 

    
0 0 1
0 0 0
 
 
 

 

0 0 0
1 0 0
 
 
 

    
0 0 0
0 1 0
 
 
 

    
0 0 0
0 0 1
 
 
 

 

formiraat baza za vektorskiot prostor U.  Spored toa, imame 

deka dimU 6.   

Poop{to, ako  U  e vektorskiot prostor od site mxn  matrici 

nad pole º, toga{ matricite  ij pqE e  kade {to  

pq
1, ако p i и q j

e
0, во спротивно

 
 


 

formiraat baza za vektorskiot prostor U  nare~ena standardna 

baza. Spored toa, imame deka dimU mn.   
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Primer. Neka W  e mno`estvoto od polinomi po t  so stepen 

pomal ili ednakov od n.  Mno`estvoto  

 2 n1, t, t ,..., t   

e linearno nezavisno i go generira W.  Zatoa toa e baza za W  i 

dimW n 1.    

Mno`estvoto od site polinomi e beskone~no dimenzionalen 

vektorski prostor. Navistina, ako ima kone~na dimenzija r,  toga{ 

proizvolni r 1  polinomi, na primer r1, t,..., t  bi trebalo da se 

linearno zavisni vektori. Me|utoa, ovie polinomi se linearno 

nezavisni. Navistina, ako  za nekoi koeficienti 0 1 ra ,a ,...,a  

polinomot r
0 1 ra a t ... a t    e nulti polinom, toj dobiva vrednost 

0 za sekoja vrednost na t,  pa toga{ koeficientite 0 1 ra ,a ,...,a  

mora da se ednakvi na nula. Zna~i zaklu~okot deka  r1, t,..., t  se 

linearno zavisni e pogre{en, pa pogre{na e i pretpostavkata, de-

ka toj vektorski prostor ima kone~na dimenzija.   

Neka S e podmno`estvo od векторски простор V.  За множест-

вото  1 2 mv , v , v  velime deka e maksimalno linearno nezavis-

no podmno`estvo od S  ako  

(i) toa e nezavisno podmno`estvo od S,  и 

(ii)  1 2 mv ,v , v ,w  e linearno zavisno za proizvolno w V.   

Тeorema 5.5. Neka S  go generira vektorskiot prostor V  i 

neka  1 2 mv , v , v  e maksimalno linearno nezavisno podmno`est-

vo od S.  Toga{  1 2 mv , v , v  e baza na V.  
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Dokaz. Neka w S.  Bidej}i  1 2 mv ,v , , v  e maksimalno li-

nearno nezavisno podmno`estvo od V,  imame  1 2 mv , v , , v ,w  e 

linearno zavisno podmno`estvo od V.  Zatoa vektorot w  e li-

nearna kombinacija od vektorite 1 2 mv , v , v ,  odnosno, imame de-

ka   1 2 mw L v ,v , , v .   Spored toa,   1 2 mS L v ,v , , v ,   od kade 

{to nao|ame deka   1 2 mV L(S) L v ,v , , v V.    Ottuka zaklu~u-

vame deka podmno`estvoto  1 2 mv , v , , v  go generira V.  Bidej}i 

 1 2 mv , v , , v  e linearno nezavisno podmno`estvo od V,  pretsta-

vuva baza za V.  ■ 

Glavnata vrska me|u dimenzijata na vektorski prostor i ne-

govo linearno nezavisno podmno`estvo e iska`ana so slednata 

teorema: 

Teorema 5.6. Neka V  e vektorski prostor so kone~na dimen-

zija n.  Toga{ va`at slednive tvrdewa: 

(i)  sekoe mno`estvo od n 1  ili pove}e vektori e zavisno; 

(ii)  sekoe nezavisno mno`estvo mo`e da se pro{iri do baza; 

(iii)  sekoe linearno nezavisno mno`estvo od n  elementi 

pretstavuva baza. 

Dokaz. Neka  1 2 ne ,e ,...,e  e baza za V.  

(i) Ako postoi nekoe mno`estvo od n 1  vektori {to e  li-

nearno nezavisno, toga{ dimenzijata na V  e pogolema ili ednakva 

na n 1.  Toa protivre~i na faktot deka dimenzijata na V  e n.    
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(ii) Neka  1 2 rv , v ,..., v  e nezavisno mno`estvo od vektori. 

Toga{ V  e generirano od mno`estvo od oblik 

 1 2 r 1 2 nS v , v ,..., v ,e ,e ,...,e . 

Ako nekoj od vektorite ie  e linearna kombinacija od ostana-

tite vektori, dobivame podmno`estvo {to go generira V.  So 

otfrlawe na site takvi vektori ie , se dobiva linearno nezavisno 

mno`estvo {to go generira V.  Dobienoto mno`estvo e baza na V  i   

go sodr`i dadenoto mno`estvo  1 2 rv , v ,..., v  od linearno nezavis-

ni vektori.  

(iii) Spored (ii) edno nezavisno mno`estvo T so n elementi e 

del od baza. No sekoja baza na V sodr`i n elementi. Zatoa  T 

pretstavuva baza. ■   

Primer. Lesno se proveruva deka ~etirite vektori vo —4:  

 (1,1,1,1),   (0,1,1,1),  (0,0,1,1)  i  (0,0,0,1)   

so linearno nezavisni. Bidej}i  dim—4 ,4  tie formiraat baza za 

—4. 

Primer. ^etirite vektori vo —3:  

(127, 132,58),  (43,0, 17),  (521, 317,94),   (328,512,731)   

se  linearno zavisni, bidej}i se elementi na vektorski prostor so 

dimenzija .3    
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 5.3. Dimenzija na potprostori 

Slednava teorema ja dava vrskata pome|u dimenzijata na 

vektorski prostor i dimenzijata na negov potprostor.  

Teorema 5.7. Neka W  e potprostor od n  dimenzionalen 

vektorskiot prostor V.  Toga{ dimW n.   

Specijalno, ako dimW n,  toga{ W V.  

Dokaz. Bidej}i dimenzijata na V  e ednakva na n,  proizvolno 

izbrani n 1  ili pove}e vektori se linearno zavisni. Zatoa, 

sekoja baza na W  mo`e da ima najmnogu n  vektori, pa spored toa 

mo`e da zaklu~ime deka dimW n.  

Neka dimW n.  Toga{ postoi baza  1 2 nw ,w ,...,w  na W  koja 

{to sodr`i n  vektori. Bidej}i  1 2 nw ,w ,...,w  e linearno nezavis-

no mno`estvo vo V  kako baza za W,  i sodr`i n  vektori, zaklu~u-

vame deka  1 2 nw ,w ,...,w  e baza i za V.  Ottuka dobivame deka 

W V. ■ 

Primer. Neka W  e potprostor od realniot vektorski pros-

tor —3. Znaeme deka dim—3=3, pa zaradi prethodnata teorema di-

menzijata na bilo koj negov potprostor mo`e da bide 0, 1, 2 ili 3. 

Mo`ni se slednive slu~ai: 

(i)  ako dimW 0,  toga{ W {0},  i W  e koordinatniot po~e-

tok 

(ii)  dimW 1,  toga{ W  e prava niz koordinatniot po~etok 

(iii)  dimW 2,  toga{ W  e ramnina niz koordinatniot po~e-

tok 
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(iv)  dimW 3,  toga{ W  e celiot prostor —3.  

Teorema 5.8. Neka U  i W  se kone~no dimenzionalni potpros-

tori od vektorskiot prostor V.  Toga{ U W  e kone~no dimenzio-

nalen vektorski prostor i 

dim(U W) dimU dimW dim(U W).      

Vo specijalen slu~aj ako V U W,   toga{  

dimV dimU dimW.   

Dokaz. Neka dimU m,  dimW n  i dim(U W) r.   Bidej}i 

U W  e potprostor od U  i od W,  imame deka r m  i r n.  Neka 

 1 rv ,..., v  e baza za U W.  Spored Teorema 5.6 (ii)  ovaa baza mo`e 

da se pro{iri do baza na U  i do baza na W,  na primer,  

 1 r 1 m rv ,..., v ,u , ,u   i   1 r 1 n rv ,..., v ,w , ,w   

se bazi na U  na W,soodvetno. Neka  

 1 r 1 m r 1 n rB v ,..., v ,u , ,u ,w , ,w     

Bidej}i B ima r (m r) (n r) m n r        vektori, dovolno e da 

doka`eme deka B  e baza na U W.  

Bidej}i imame deka  

 1 r 1 m rv ,..., v ,u , ,u   e baza na U,  i  

 1 r 1 n rv ,..., v ,w , ,w   e baza na W,   

sleduva deka  

 1 r 1 m r 1 n rB v ,..., v ,u , ,u ,w , ,w      
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go generira potprostorot U W.   

Neka  

       1 1 r r 1 1 m r m r 1 1 n r n ra v a v b u b u c w c w 0               

i neka 

1 1 r r 1 1 m r m rv a v a v b u b u .         

Toga{ imame deka  

1 1 n r n rv c w c w .      

Bidej}i  1 r 1 m rv ,..., v ,u , ,u U   sleduva deka v U,  i bidej}i 

 1 r 1 n rv ,..., v ,w , ,w W,   sleduva deka v W.  Ottuka dobivame 

deka v U W,   pa postojat skalari 1 rd , ,d ,  takvi {to  

1 1 r rv d v d v .    

Spored toa, imame deka  

1 1 r r 1 1 n r n rd v d v c w c w         

odnosno  

1 1 r r 1 1 n r n rd v d v c w c w 0.         

Bidej}i  1 r 1 n rv ,..., v ,w , ,w   e baza na W  sleduva deka  

1 r 1 n rd d c c 0.        

Ottuka sleduva deka v 0,  {to povlekuva deka  

1 1 r r 1 1 m r m ra v a v b u b u 0.         

Bidej}i  1 r 1 m rv ,..., v ,u , ,u   e baza na U  sleduva deka  
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1 r 1 m ra a b b 0.        

Spored toa, mo`e da zaklu~ime deka V e baza za potprostorot 

U W.  ■ 

Primer. Neka U  i W  se xy  ramninata i yz  ramninata, 

soodvetno, vo —3, odnosno  

U {(a,b,0) | a,b —}  i W {(0,b,c) | b,c —}.  

Bidej}i —3 U W   imame deka dim(U W) 3.   Isto taka, imame 

deka dimU 2  i dimW 2.  Zaradi prethodnata teorema dobivame 

deka  

3 2 2 dim(U W),     odnosno dim(U W) 1   

Da zabele`ime deka dobieniot rezultat se sovpa|a so fak-

tot deka U W  e y oskata, odnosno U W {(0,b,0) | b  —},  pa 

negovata dimenzija e 1.  

 

5.4. Rang na matrica 

Neka A e proizvolna m n  matrica nad pole º. Dimenzijata 

na redi~niot prostor, odnosno na  potprostorot od ºn generiran 

od redi~nite vektori na A, se narekuva redi~en rang na 

matricata A. Analogno i koloni~nite vektori generiraat 

potprostor na ºn nare~en koloni~en prostor, a negovata dimenzija 

se narekuva koloni~en rang na matricata A.  

Teorema 5.9. Koloni~niot i redi~niot rang na edna matrica 

se ednakvi. 
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Dokaz.  Neka e dadena matrica  

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A

a a ... a

 
 
   
  
 


. 

Nejzinite vektor-redici da gi ozna~ime so  

1 11 12 1nR (a ,a ,...,a ),   

2 21 22 2nR (a ,a ,...,a ),  

…………………………. 

m m1 m2 mnR (a ,a ,...,a ).  

Neka redi~niot rang na matricata e r  i neka slednite r  vektori  

1 11 12 1nC (c ,c ,...,c ),    

2 21 22 2nC (c ,c ,...,c ),  

…………………………. 

r r1 r2 rnC (c ,c ,...,c ),  

formiraat baza za redi~niot prostor na matricata A. Toga{ va`i  

1 11 1 12 2 1r rR k C k C ... k C     

2 21 1 22 2 2r rR k C k C ... k C     

……………………………........ 

m m1 1 m2 2 mr rR k C k C ... k C     
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za nekoi skalari ijk .  Vo koordinatna forma ovie ravenstva gla-

sat  

1i 11 1i 12 2i 1r ria k c k c ... k c (1 i r)       

2i 21 1i 22 2i 2r ria k c k c ... k c (1 i r)       

..................................................................... 

mi m1 1i m2 2i mr ria k c k c ... k c (1 i r).       

Zatoa, za sekoj  i 1,2,...,n  va`i  

1i 11 12 1r

2i 21 22 2r
1i 2i ri

mi m1 m2 mr

a k k k
a k k k

c c ... c .

a k k k

       
       
                 
              
       

   
 

Zna~i, sekoja od kolonite na A e linearna kombinacija od vekto-

rite 

11 12 1r

21 22 2r

m1 m2 mr

k k k
k k k

, ,....,

k k k

     
     
     
     
          
     

  
 

a niv gi ima .r   

Zatoa koloni~niot prostor ima dimenzija najmnogu ,r  odnos-

no koloni~niot rang na matricata e najmnogu .r  Zna~i, koloni~-

niot rang e pomal ili ednakov na redi~niot rang.  

 Poradi simetrija, ako ja razgledame transponiranata mat-

rica tA  dobivame deka redi~niot rang e pomal ili e ednakov na 

koloni~niot rang. Spored toa, redi~niot i koloni~niot rang na 
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matricite se ednakvi. Od proizvolnosta na matricata A sleduva 

deka ova va`i za sekoja matrica. ■  

Definicija. Rang na matricata A e redi~niot, odnosno kolo-

ni~niot rang na A i se ozna~uva so rang (A). 

Zna~i rangot na A e maksimalniot broj na linearno nezavis-

nite vektor-redici na A, a vo isto vreme i maksimalniot broj na 

linearno nezavisnite vektor-koloni. 

Primer. Neka e dadena matricata   

1 2 0 1
A 2 6 3 3

3 10 6 5

 
    
   

   

]e ja reducirame do e{alonski oblik so pomo{ na elementarni 

redi~ni transformacii: 

       

1 2 0 1
2 6 3 3
3 10 6 5

 
   
   


1 2 0 1
0 2 3 1
0 4 6 2

 
   
   

  

1 2 0 1
0 2 3 1
0 0 0 0

 
   
 
 

 

Zna~i rang ( A ) = 2. 

Analogno na elementarnite redi~ni transformacii postojat 

i elementarni koloni~ni transformacii i skalesta koloni~na 

forma na matrica. Na toj na~in i so pomo{ na koloni mo`e da op-

redeluvame rang. Vsu{nost, koloni~nite transformacii se redi~-

ni transformacii na tA .  Pri nao|aweto na rangot na nekoja mat-

rica, mo`eme paralelno so redi~nite da koristime i koloni~ni 

transformacii. Osven toa, pri koristewe na dvata tipa trans-

formacii matricata, mo`eme da ja dovedeme do maksimalno redu-

cirana forma, kako {to toa mo`e da se vidi od sledniov primer.    
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Primer. Neka e dadena matricata   

0 2 4
1 4 5

A 3 1 7
0 5 10
2 3 0

 
   
 
 

 
 
 

 

]e ja reducirame do e{alonski oblik so pomo{ na elementarni 

redi~ni i koloni~ni transformacii: 

0 2 4 2 0 4 1 0 2
1 4 5 4 1 5 4 1 5
3 1 7 1 3 7 1 3 7
0 5 10 5 0 10 5 0 10
2 3 0 3 2 0 3 2 0

       
               
       
     

       
     
     

    

     

1 0 0 1 0 0 1 0 0
4 1 3 0 1 3 0 1 3
1 3 9 0 3 9 0 3 9
5 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2 6 0 2 6 0 2 6

     
              
        
     
     
     
     

 

     

1 0 0 1 0 0
0 1 3 0 1 0

.0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

   
   
   
    
   
   
   
   

 

           Zna~i rang (A) 2.  

Ako e daden sistem vektori 1 2 mv , v ,..., v ,  vo ºn toga{ pod rang 

na ovoj sistem vektori se podrazbira dimenzijata na potprostorot 
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generiran so ovie vektori, odnosno rangot na matricata ~ii {to 

redici ili koloni se dadenite vektori.    

                                                                           

5.5. Va`nost na rangot na matrica  

                za sistem linearni ravenki  

Da go razgledame sistemot 

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


 

ili vo matri~na forma 

AX B,  

kade  ijA a  e matricata od koeficienti, iX (x )  i iB (b )  se 

vektor-kolonite od promenlivite i slobodnite ~lenovi na sis-

temot, soodvetno. Matricata 

 
11 12 1n 1

21 22 2n 2

m1 m2 mn m

a a ... a b
a a ... a b

A B

a a ... a b

 
 
   
  
 


    

 

se narekuva pro{irena matrica na sistemot. 

Zabele{ka. Ravenkite vo dadeniot sistem se narekuvaat za-

visni ili nezavisni vo zavisnost od toa dali vektor-redicite na 

pro{irenata matrica se zavisni ili se nezavisni. 
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Zabele{ka. Dva sistema od linearni ravenki se narekuvaat 

ekvivalentni, ako i samo ako nivnite pro{ireni matrici imaat 

ist redi~en prostor.  

Zabele{ka. Sekoga{ mo`eme da zamenime eden sistem od 

ravenki so ekvivalenten sistem od nezavisni ravenki vo skales-

ta forma. Brojot na nezavisnite ravenki sekoga{ }e bide ednakov 

na rangot na pro{irenata matrica na po~etniot sistem. 

Zabele`uvame deka razgleduvaniot sistem e ekvivalenten 

so slednata vektorska ravenka 

111 12 1n

221 22 2n
1 2 n

m1 m2 mn m

ba a a
ba a a

x x ... x .

a a a b

      
      
                
                    

   
  

Zatoa, sistemot Ax B  ima re{enie, ako i samo ako vektor-

kolonata B  e linearna kombinacija od kolonite na A, odnosno ako 

pripa|a na koloni~niot prostor na A. Zatoa, sistemot linearni 

ravenki Ax B  ima re{enie, ako i samo ako koloni~niot rang na 

matricata A e ednakov na koloni~niot rang na pro{irenata mat-

rica  A B .  Zatoa, ima mesto slednava va`na teorema:  

Teorema 5.10. (Kroniker-Kapeli) Sistemot od linearni ra-

venki Ax B  ima barem edno re{enie, ako i samo ako matricata A 

i pro{irenata matrica  A B  imaat ist rang. 

Primer. Za da se ispita dali sistemot ravenki  

x 2y 3
x y 4
x y 5

 
  
  
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ima re{enie, ja formirame pro{irenata matrica i nad nea prime-

nuvame elementarni redi~ni transformacii, za da ja dovedeme vo 

skalesta forma. Potoa vedna{ }e se vidi kolku e rangot i na os-

novnata matrica i na pro{irenata matrica. Od  

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

A B 1 1 4 0 3 7 0 3 7
1 1 5 0 3 2 0 0 9

     
             
           

  

zaklu~uvame deka rangot na osnovnata matrica (prvite dve kolo-

ni) e 2, a rangot na pro{irenata matrica e 3. Zatoa sistemot e 

protivre~en, odnosno nema re{enie.   

Primer. Postapuvaj}i kako vo prethodniot primer, za sis-

temot ravenki  

x 2y z 5
x y 2z 4
x y 2z 3

  
   
   

   

dobivame deka 

 
1 2 1 5 1 2 1 5

A B 1 1 2 4 0 1 3 1
1 1 2 3 0 3 3 2

1 2 1 5
0 1 3 1 .
0 0 6 1

    
          
        

 
    
  



 

Zabele`uvame deka rangot na osnovnata matrica i rangot na 

pro{irenata matrica se ednakvi na 3; zna~i sistemot ima barem 

edno re{enie.  
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Da zabele`ime deka teoremata na Kroniker-Kapeli dava 

potreben i dovolen uslov za eden sistem od linearni ravenki da 

ima re{enie, no ne ni ka`uva dali re{enieto e edinstveno ako 

sistemot ima re{enie. Vo slu~aj na homogen sistem, odgovor na toa 

pra{awe ni dava slednava teorema:     

Teorema 5.11. Dimenzijata na prostorot od re{enija W  na 

homogeniot sistem Ax 0  e n r  kade n  e brojot na nepoznati, a r  

e rangot na matricata A. 

Dokaz. So pomo{ na elementarnite transformacii dadeniot 

sistem se transformira vo ekvivalenten sistem A x 0,   kade A  

e vo skalesta forma. Osven toa, A i A  imaat ist rang r.  Vsu{-

nost, r  e brojot na nenultite redici na A .  Toga{ to~no n r  ne-

poznati mo`at da primat proizvolni vrednosti, a ostanatite r  

nepoznati se opredeluvaat ednozna~no. Neka slobodnite para-

metri se 
1 2 n ri i ix , x ,..., x .


  

Neka jv  e re{enieto na sistemot A x 0   dobieno za 
ji
x 1,  a 

ki
x 0  za k j.  Toga{ 1 2 n rv , v ,..., v   se linearno nezavisni vektori 

koi go generiraat prostorot na re{enija na Ax 0.  ■ 

Primer. Za da se najde dimenzija i baza na prostorot W  od 

re{enija na sistemot linearni ravenki  

x 2y 4z 3r s 0
x 2y 2z 2r s 0
2x 4y 2z 3r 4s 0

    
     
     

 

se izvr{uva redukcija na sistemot vo skalesta forma: 
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x 2y 4z 3r s 0
x 2y 4z 3r s 0

2z r 2s 0 .
2z r 2s 0

6z 3r 6s 0

    
         

     

   

Brojot na nepoznati e 5, a rangot e 2 i ottuka prostorot na 

re{enija ima dimenzija 3. Vo skalestata forma zemaj}i    

(i) y 1, r 0, s 0,    

(ii) y 0, r 1, s 0,    

(iii) y 0, r 0, s 1    

gi dobivame soodvetnite re{enija:  

1v ( 2,1,0,0,0),     1
2 2v ( 1,0, ,1,0),     3v ( 3,0, 1,0,1).    

Mno`estvoto  1 2 3v , v , v  e baza za prostorot od re{enija 

W.                                                

  

5.6. Koordinati na vektor 

Neka mno`estvoto  1 2 ne ,e ,...,e  e baza na n  dimenzional-

niot vektorski prostor V  i neka v V.  Bidej}i mno`estvoto 

 1 2 ne ,e ,...,e  go generira prostorot V,  vektorot v  e linearna 

kombinacija od vektorite 1 2 ne ,e ,...,e ,  odnosno postojat skalari  

1 2 na ,a ,..,a º taka {to  

1 1 2 2 n nv a e a e ... a e .     

Osven toa, pretstavuvaweto e edinstveno, bidej}i ako postoi i 

drugo pretstavuvawe  
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1 1 2 2 n nv b e b e ... b e ,     

toga{ od ravenstvoto na levite strani, sleduva ravenstvo i na 

desnite strani i ottuka   

1 1 1 2 2 2 n n n(b a )e (b a )e ... (b a )e 0.        

Bidej}i vektorite 1 2 ne ,e ,...,e  formiraat baza tie se linearno 

nezavisni, i zatoa imame deka  

1 1 2 2 n nb a b a ... b a 0,         

odnosno    

1 1 2 2 n na b ,a b ,...,a b .     

Zna~i vektorot v  mo`e da se pretstavi na edinstven na~in 

kako linearna kombinacija od baznite vektori. So drugi zborovi 

skalarite 1 2 na ,a ,...,a  se ednozna~no  opredeleni so vektorot v  vo 

odnos na  bazata  1 2 ne ,e ,...,e  i se narekuvaat koordinati na vek-

torot v  vo odnos na bazata  1 2 ne ,e ,...,e ,   a podredenata n  torka 

 1 2 na ,a ,...,a  se narekuva koordinaten vektor na v  vo odnos na 

bazata  1 2 ne ,e ,...,e   i pi{uvame  

 1 2 ne
v a ,a ,...,a    

ili samo  1 2 nv a ,a ,...,a ,    ako bazata se podrazbira.  

Primer. Neka se dadeni vektorite 1e (1,1,1) , 2e (0,1,1)  i 

3e (0,0,1),  i v (3,1, 4).   Mno`estvoto  1 2 3e ,e ,e  e baza vo —3, 

pa postojat edinstveni realni broevi x,y,z  taka {to  
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(3,1, 4) x(1,1,1) y(0,1,1) z(0,0,1) (x, x y, x y z)         

Toga{ koordinatite na vektorot v  vo odnos na bazata  1 2 3e ,e ,e  

se re{enijata na sistemot  

     

x 3
x y 1 ,
x y z 4


  
    

  

odnosno 
e

v (3, 2, 5)      e koordinatniot vektor na v  vo odnos na 

dadenata baza. 

Primer. Neka 2V {at bt c a,b,c   —} e vektorskiot pros-

tor od polinomi so stepen  najmnogu 2. Polinomite  

1e 1,  2e t 1   i 2
3e (t 1)    

formiraat baza za vektorskiot prostor V.  Toga{ za polinomot 

2v 2t 5t 6    postojat edinstveni realni broevi x,y,z  taka {to  

2 2

2

2t 5t 6 x1 y(t 1) z(t 2t 1)

zt (y 2z)t (x y z).

        

     
 

Koordinatite na vektorot v  vo odnos na bazata  1 2 3e ,e ,e  se re-

{enijata na sistemot 

 

x y z 6
y 2z 5
z 2

  
   
 

,   

odnosno  e
v 3, 1,2     e koordinatniot vektor na v  vo odnos na 

dadenata baza.  
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Primer. Vo realniot vektorski prostor —3 da gi najdeme 

koordinatite na vektorot v (3,1, 4)   vo odnos na bazata  

1f (1,1,1),   2f (0,1,1)   i   3f (0,0,1).  

Da go pretstavime vektorot v  kako linearna kombinacija od 

vektorite 1f ,  2f  i 3f ,  preku nepoznatite x, y  i z  

1 2 3v xf yf zf    

Ottuka imame deka  

(3,1, 4) x(1,1,1) y(0,1,1) z(0,0,1)

(x, x, x) (0, y, y) (0,0,z)

(x, x y, x y z)

    

   

   

 

So izedna~uvawe na soodvetnite komponenti go dobivame siste-

mot linearni ravenki  

x 3
x y 1
x y z 4


  
    

  

~ie {to re{enie e x 3, y 2   i z 5.   Spored toa, imame deka  

f[v] (3, 2, 5).    

Da zabele`ime deka koordinatite na vektorot v  vo odnos na 

standardnata baza  

1e (1,0,0),   2e (0,1,0)   i   3e (0,0,1)  

se identi~ni so negovite koordinati, odnosno   

e[v] (3,1, 4).   
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Poka`avme deka na sekoj vektor v  korespondira, pri fiksi-

rana baza  1 2 ne ,e , ,e ,  n  torka e[v]  vo ºn. Od druga strana, ako 

1 2 n(a ,a , ,a ) ºn, toga{ postoi vektor 1 1 2 2 n nv a e a e a e .     

Spored toa, bazata  1 2 ne ,e , ,e  determinira biekcija pome|u 

vektorite vo vektorskiot prostor V  i podredenite n  torki vo 

ºn.  U{te pove}e, ako  

1 1 2 2 n nv a e a e a e      korespondira na 1 2 n(a ,a , ,a ),  i  

1 1 2 2 n nw b e b e b e      korespondira na 1 2 n(b ,b , ,b )  

toga{ imame deka  

1 1 1 2 2 2 n n nv w (a b )e (a b )e (a b )e          

korespondira na  

1 2 n 1 2 n(a ,a , ,a ) (b ,b , ,b ),   i  

1 1 2 2 n nkv (ka )e (ka )e (ka )e       

korespondira na  

1 2 nk(a ,a , ,a ).   

Spored toa, imame deka  

e e e
v w v w              i  

e e
kv k v        

{to zna~i deka biekcijata pome|u V  i ºn gi zapazuva operaciite 

vo vektorskiot prostor na sobirawe na vektori i mno`ewe na 

vektori so skalar. Vo toj slu~aj velime deka V  i ºn se izomorfni 

i zapi{uvame V ºn. So toa ja doka`avme slednata teorema: 
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Teorema 5.12. Neka V  e n  dimenzionalen vektorski pros-

tor nad pole º. Toga{ V  i ºn se izomorfni. ■ 

Kako posledica od teoremata neposredno dobivame deka 

vektorskiot prostor od mxn  matrici nad º e izomorfen so ºmn, 

{to zna~i deka matricite mo`e da se smetaat za vektori.   

Primer. Da proverime dali matricite  

1 2 3
A

4 0 1
 

  
 

    
1 3 4

B
6 5 4

 
  
 

     
3 8 11

C
16 10 9

 
  
 

 

se linearno nezavisni. 

 Soodvetnite koordinatni vektori na matricite vo odnos 

na standardnata baza vo —6 se  

A (1,2, 3,4,0,1),     B (1,3, 4,6,5,4)     i  

C (3,8, 11,16,10,9)     

Sega problemot se sveduva na proverka na linearnata nezavis-

nost na pogornite vektori vo —6. Za taa cel ja formirame matri-

cata  

1 2 3 4 0 1
M 1 3 4 6 5 4

3 8 11 16 10 9

 
   
  

 

i go nao|ame nejziniot e{alonski oblik  

1 2 3 4 0 1 1 2 3 4 0 1
1 3 4 6 5 4 0 1 1 2 5 3
3 8 11 16 10 9 0 0 0 0 0 0

    
        
      
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Bidej}i e{alonskata matrica ima samo dve nenulti redici, 

nejziniot rang e 2, pa spored toa vektorite A ,    B    i C    generi-

raat potprostor so dimenzija 2 i se linearno zavisni. Soglasno 

dobieniot rezultat dadenite matrici A, V i S se linearno zavis-

ni.  

 

Zada~i za samostojna rabota                                               

1. Ispitaj dali se linearno zavisni ili nezavisni vektori-

te:  

   a) (1,0,1,0),  (0,1,0,1),   (1,1,1,0)       

   b) (1,1, 2,1),  (2,0,1, 3),   (1,1, 2, 1),    (4,2, 3, 3)    

v) (0,a,b),  ( a,0,c),   ( b, c,0)               

g) (0,1,2,1,1),   (0,0,1,1,0),  (1,0,0,2, 2),   (0,0,0,0,3)      

2. Ispitaj dali e linearno zavisno ili nezavisno, vo vek-

torskiot prostor od site polinomi, mno`estvoto polinomi:  

  a) 21 2t 3t ,    23t 4t ,   22 5t    

     b) 22 2t 3t ,    21 2t 3t ,     2 33t 2t 3t ,     2 31 4t 3t 3t       

3. Najdi go parametarot   za koj {to vektorite  

(2,0,3),  (3,1,1)  i ( ,7, 1)     

se   linearno zavisni. 

 4. Doka`i deka, ako dva od vektorite 1 2 mv ,v ,..., v  se ednak-

vi, toga{ vektorite se linearno zavisni.  
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5. Doka`i deka, dva vektora u  i v  se linearno zavisni, ako 

eden od niv e skalaren multipl na drugiot.   

6. Doka`i deka, ako mno`estvoto  1 2 mv , v ,..., v  e linearno 

nezavisno, toga{ pri proizvolno prenumerirawe na negovite vek-

tori, 
1 2 mi i iv , v ,..., v ,  toa e pak linearno nezavisno. 

7. Doka`i deka uslovot za linearna zavisnost vo prostorot  

—3,  glasi:   

    a) Dva vektora u  i v  se linearno zavisni, ako postoi pra-

va koja e paralelna na sekoj od niv.  

              b) Tri vektori u,  v  i w  se linearno zavisni, ako postoi 

ramnina paralelna na sekoj od niv.  

8. Proveri dali formiraat baza na —3 slednite vektori   

a) (1,2, 3),  (2,2,5)                       b)  (1,2,3),   ( 1,0,1),   (3, 1,0)  

v)  (1,1,1),   (1,2,3),   (2, 1,1)       g)  (1,1,2),   (5,3,4),   (1,2,5)  

9. Najdi ja dimenzijata na vektorskiot potprostor V —4  ge-

neriran od vektorite:  

     a) (2,2, 3,0),   ( 2,2, 3,0)                 

      b) ( 3,6, 3,9),   ( 2,4, 2,6),    (1,1,1,0),  (0,1,1,1)  

10. Najdi  baza i utvrdi ja dimenzijata na vektorskiot pot-

prostor V,  od vektorskiot prostor na polinomi, generiran so po-

linomite:   

    3 2
1P (t) t 2t 4t 1,            3 2

2P (t) 2t 5t 7t 5,                          
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     3 2
3P (t) 2t 3t 9t 1,          3

4P (t) t 6t 5        

11. Doka`i deka polinomite  

1,  1 t,  2(1 t) ,  3(1 t)   

formiraat baza za vektorskiot prostor na polinomi od stepen  

pomal ili ednakov na tri.   

12. Doka`i deka ako  vektorite 1 2 3v , v , v  i 4v  pretstavuvaat 

baza na nekoj vektorski prostor, toga{ i vektorite   

   a) 1kv , 2kv ,  3kv  i 4kv  (k 0 ),     

   b)  1 2v v , 1 2v v , 3 4v v  i  3 4v v ,  

formiraat isto taka baza za toj vektorski prostor.    

13. Neka U  e potprostor od —4 generiran so vektorite  

(2,3,1, 4),  ( 3, 8,3,5),   (1, 2,5, 3)    

 a) Najdi baza i dimenzija na U,   

   b) Pro{iri ja bazata na U  do baza na celiot prostor —4.    

14. Neka W  e potprostor od n  dimenzionalen vektorski 

prostor V.  Doka`i deka dimW n  i osven toa, ako dimW n  to-

ga{ W V.  

15. Najdi go rangot na matricata:  

  a)  

1 4 2
3 7 7
2 5 4

 
 
 
 
 

      b) 

1 2 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1
3 2 1 1

 
 
 
 
 
 

       v) 

1 1 0 2 1 0
1 0 2 3 4 1
0 1 2 1 3 1
2 1 2 5 5 1

 
 
 
 
 

 
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     16. Najdi go rangot na matricata: 

              a)  

6 7 8
7 8 9
4 5 6

 
 
 
 
 

      b) 

1 3 4 7
2 4 5 8
4 8 10 16
7 1 1 1

 
 
 
 
 

 

      v) 

1 3 1 0 2
0 1 1 0 2
1 3 1 0 2
2 4 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

 17. Najdi go rangot na sistemot vektori:  

( 1,5,0,3,8),  (7, 3,7,3, 4),   (2,1,3,4,2),   

(2,1,3,4,2),  (4,1,4,2,2)   

18. Doka`i deka sistemot vektori 1 2 nv , v ,..., v  e linearno ne-

zavisen ako i samo ako rangot na toj sistem vektori e ednakov na 

n.    

   19. Doka`i, deka rangot na edna n m  matrica e pomal ili e 

ednakov na pomaliot od broevite ni m.  

 20. Za kolku }e se promeni rangot na edna matrica ako od nea 

otfrlime edna redica (kolona)? 

Proveri dali slednite sistemi imaat re{enija (zada~a 1-2). 

 21.  a) 

2x y 2z 2t 2
x 2y z t 4
x y z t 2

    
    
    

                   b) 

x y z 2t 1
2x 2y 2z 3t 0
x y z t 2

    
    
     

   

 22.  a)  

2x y 3z 4t 5
6x 3y z 4t 7
4x 2y 14z 31t 18

   
    
    

             b) 

x 3y 2z 2t 2
x 2y z t 4
x y 4z 4t 4

    
    
     

  

 Opredeli ja dimenzijata na prostorot na re{enija na siste-

mite (zada~a 3-5). 



База и димензија  

                                                       157 
 

 23. 

y 2z 0
x 2z 0
x y 0

  
  
  

                            24. 

x y 2z 0
x 2y z 0
x y z 0

  
   
   

        

  25. 
x y 2z t 5u v 0
x 2y z t u v 0
     


      

 

 26. Najdi gi koordinatite na vektorot v (4,2,1)  od —3 vo od-

nos na bazata {(1,1,0),(0,1, 2),(2,1, 1)}.   

27. Najdi gi koordinatite na vektorot v (a,b,c,d)  od —4 vo 

odnos na bazata {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}.    

 28. Neka V  e vektorskiot prostor od site polinomi so ste-

pen najmnogu 3. Najdi gi koordinatite na polinomot  

2P(t) t t 1      

vo odnos na bazata opredelena so polinomite     

3 2 3 2 3
1 2 3P (t) 2t t t 2, P (t) t t t, P (t) t 1.          

 29. Najdi gi koordinatite na vektorot v  vo odnos na bazata  

{(1,1,1), (1,1,0), (1,00)},  ako 

     a) v (1, 2,3)                 b) v (a,b,c)  

 30. Neka sekoj vektor vo vektorskiot prostor V  mo`e da se 

izrazi kako linearna kombinacija od vektorite a, b, c,  a vektorot 

v  samo na eden na~in. Poka`i deka sekoj vektor  od V  mo`e da se 

izrazi samo na eden na~in kako linearna kombinacija od vekto-

rite a, b, c.   

  



 

 

 

 

 

 

 

6. LINEARNI PRESLIKUVAWA 

 

6.1. Poim za preslikuvawe  

Neka А i В se dadeni neprazni mno`estva. Ako po nekoe 

pravilo na sekoj element a A  mu pridru`ime edinstven element 

b B,  velime deka e zadadeno preslikuvawe f  od mno`estvoto А 

vo mno`estvoto В i pi{uvame  

f : A B.   

Pritoa, ako na elementot а od mno`estvoto А mu soodvetstvuva 

elementot b  od mno`estvoto B,  velime deka b  e vrednost на а 

при f  или slika na а pri f  i pi{uvame  

b f(a)  ili a b.   

Mno`estvoto А se narekuva domen na preslikuvaweto f,  a 

mno`estvoto В kodomen na preslikuvaweto f.  Preslikuvawata 

voobi~aeno gi ozna~uvame so mali latinski bukvi, na primer, 

f, g,h,.....  
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Za dve preslikuvawa f : A B  i g : C D  velime deka se 

ednakvi ako C A,  D B  i f(x) g(x)  za sekoj x A  i pi{uvame 

f g.  So drugi zborovi, dve preslikuvawa se ednakvi ako imaat 

ist domen, ist kodomen i ,,isto dejstvo’’ odnosno dvete sliki na 

sekoj element od A se ednakvi.  

Neka f : A B.  Ako A ' A  toga{ mno`estvoto  

f(A ') {f(a) a A '}   

se vika slika na podmno`estvoto A '  pri preslikuvaweto f.  Da 

zabele`ime deka f(A ') B,  odnosno slikata na proizvolno pod-

mno`estvo od domenot e podmno`estvo od kodomenot na presliku-

vaweto.  

Ako B ' B  toga{ mno`estvoto  

1f (B ') {a A f(a) B '}     

se vika inverzna slika na mno`estvoto B '  pri preslikuvaweto 

f.  Da zabele`ime deka 1f (B ') A,   odnosno inverznata slika na 

proizvolno podmno`estvo od kodomenot e podmno`estvo od dome-

not na preslikuvaweto.  

Primer. Neka  A a,b,c,d ,   B x, y,z,w .  Dijagramot na cr-

te` 8 opredeluva preslikuvawe f  od A vo V.  

Imame deka f(a) y,  f(b) x,  f(c) z  i f(d) y.  Toga{   

      f a,b,d f(a), f(b), f(d) x, y ,    

i slikata na mno`estvoto A so f  e mno`estvoto  x,y,z ,  odnosno  
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 f(A) x, y,z .   

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 8 

Za inverznata slika pri f  imame 

1f ({y}) {a,d},       1f ({z,w}) {c}   

i inverznata slika pri f  na mno`estvoto V e mno`estvoto A,  

 1 1f (B) f ( x, y,z,w ) A    

Primer. Neka f :—— e preslikuvaweto koe{to na sekoj 

realen broj x  mu go pridru`uva negoviot kvadrat 2x ,  odnosno  

2x x   ili  2f(x) x  

Slikata na 3  e 9, pa mo`e da zapi{eme f( 3) 9.    

Ja koristime strelkata   za da ja ozna~ime slikata na 

proizvolen element x A  so preslikuvaweto f : A B  zapi{uvaj-

}i 

x f(x)   
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kako vo prethodniot primer.  

Primer. Da ja razgledame 2x3  matricata  

1 3 5
A .

2 4 1
 

   
  

Ako gi zapi{eme vektorite vo —3 i —2 kako vektor-koloni, toga{ 

matricata A opredeluva preslikuvawe T :—3—2 definirano so  

v Av,  odnosno  T(v) Av,  za sekoe v —3.  

Toa zna~i deka ako  

3
v 1 ,

2

 
   
  

 toga{ 

3
1 3 5 10

T(v) Av 1 .
2 4 1 12

2

 
                

 

Zabele{ka. Sekoja mxn  matrica A nad pole º opredeluva 

preslikuvawe takvo {to  

v Av,   

kade {to vektorite vo ºn i ºm se zapi{ani kako vektor-koloni. 

Voobi~aeno ova preslikuvawe go ozna~uvame so A, odnosno so 

istata oznaka kako i matricata {to go opredeluva.  

Primer. Neka V  e vektorskiot prostor od site polinomi so 

promenliva t  nad poleto —. Toga{ izvodot definira preslikuva-

we D : V V  opredeleno so 
df

D(f) .
dt

  Na primer, imame deka 

 2D(3t 5t 2) 6t 5      

Primer. Neka V  e vektorskiot prostor od site polinomi so 

promenliva t  nad poleto —. Toga{ opredeleniot integral, na pri-
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mer od 0 do 1, definira preslikuvawe I : V  — opredeleno so 

1

0

I(f) f(t)dt.   Na primer, imame deka 

 
1

2

0

1
I(f) (3t 5t 2)

2
     

Primer. Neka f : A B  i g :B C  (crte` 9).  

 

 

 

Crte` 9 

Neka a A.  Toga{ f(a) B,  odnosno f(a)  pripa|a vo domenot 

na g, pa ja dobivame slikata na f(a)  pri g, odnosno g(f(a)).  Pres-

likuvaweto h : A C  definirano so  

h(a) g(f(a)),  za sekoe a A,   

se vika kompozicija ili sostav na preslikuvawata f i g,  i se oz-

na~uva so g f.   

Teorema 6.1. Ako f : A B,  g :B C  i h : C D,  toga{ va`i  

h (g f) (h g) f.      

Dokaz. Za proizvolno a A  imame deka 

      h (g f) (a) h (g f)(a) h g f(a)     i  

         h g f (a) h g f(a) h g f(a)     
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od kade {to sleduva deka       ),a(fgh)a(fgh    odnosno  

h (g f) (h g) f.     ■ 

]e vovedeme nekoi specijalni vidovi na preslikuvawa.  

Definicija. Preslikuvaweto f : A B  se narekuva injekci-

ja, ako razli~ni elementi od A  imaat razli~ni sliki, odnosno, 

ako za sekoi 1 2x , x A  va`i  

1 2 1 2x x f(x ) f(x )    

ili ekvivalentno,  

1 2 1 2f(x ) f(x ) x x    

Definicija. Preslikuvaweto f : A B  se narekuva surjek-

cija, ako sekoj element y B  e slika na barem eden element a A.  

Definicija. Preslikuvaweto f : A B  se narekuva  biekci-

ja, ako istovremeno e injekcija i surjekcija.  

Primer. Neka f :——, g :—— i h :—— se definirani so  

xf(x) 2 ,  3g(x) x  i 2h(x) x  

Nivnite grafici se prika`ani na crte` 10.  

Crte` 10 
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Preslikuvaweto f  e injekcija. Geometriski, toa zna~i deka 

sekoja horizontalna prava go se~e grafikot vo edinstvena to~ka.  

Preslikuvaweto g  e surjekcija. Geometriski, toa zna~i deka 

sekoja horizontalna prava go se~e grafikot barem vo edna to~ka.  

Preslikuvaweto h  ne e nitu injekcija nitu surjekcija.  Geo-

metriski, toa zna~i deka postoi horizontalna prava koja {to ne go 

se~e grafikot i postoi horizontalna prava koja {to go se~e gra-

fikot vo pove}e od edna to~ka. Navistina, 2  i 2 imaat ista sli-

ka 4, dodeka 4  ne e slika na nitu eden element.    

 Primer. Preslikuvaweto f : A A  definirano so  

f(a) a,  za sekoe a A   

se narekuva identi~no preslikuvawe na mno`estvoto A i se 

ozna~uva so A1 . 

Neka f : A B  e biekcija. Preslikuvawe g :B A  defini-

rano so   

g(b) a f(a) b    

se narekuva inverzno preslikuvawe na preslikuvaweto f.  ]e 

predo~ime nekoi svojstva na inverznoto preslikuvawe.  

1. Ako a A  e proizvolno izbran, toga{ imame  

A(g f(a)) g(f(a)) g(b) a 1 (a),     za sekoe a A   

od kade {to sleduva deka Ag f 1 .  Sli~no se poka`uva deka va`i 

Bf g 1 .   

2. Preslikuvaweto g :B A  e edinstveno.  
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Navistina, ako pretpostavime deka 1 2g ,g :B A  se inverzni 

preslikuvawa na preslikuvaweto ,f  toga{ od  

1 1 1 Ag (b) g (f(a)) g f(a) 1 (a)      

          2 2 2g f(a) g (f(a)) g (b),    za sekoj b B,  

sleduva deka 1 2g g .  Inverznoto preslikuvawe na preslikuvawe-

to f  se  ozna~uva so 1f .    

3. Ako f : A B  e biekcija, toga{ 1 1(f ) f.     

Navistina, ako a A  e proizvolno izbran i ako f(a) b,  

toga{ 1f (b) a   od kade {to sleduva 1 1(f ) (a) b.    Spored toa, 

imame  

1 1(f ) (a) f(a),    za sekoe a A,   

odnosno 1 1(f ) f.    

4. Ako f : A B  i g :B C  se biekcii, toga{ g f  e isto taka 

biekcija kako kompozicija od biekcii.  

Navistina, ako c C  e proizvolno izbran, bidej}i g  e biek-

cija postoi edinstven b B,  taka {to 1g (c) b.   Sli~no, bidej}i f  

e biekcija postoi edinstveno a A,  taka {to va`i 1f (b) a.   To-

ga{ imame deka  

1 1 1(f g )(c) f (b) a,     za sekoe c C  

Od druga strana, od g f(a) g(b) c   dobivame 1(g f) (c) a.   

Spored toa, imame deka  
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1 1 1(g f) (c) f g (c),     za sekoj c C   

od kade {to sleduva deka 1 1 1(g f) f g .     

 

6.2. Linearni preslikuvawa 

Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º. Preslikuva-

weto F : V U  se narekuva linearno preslikuvawe (ili homo-

morfizam na vektorski prostori), ako se ispolneti slednive dva 

uslovi: 

(1) ( v,w V) F(v w) F(v) F(w)     ,         

        (2) ( k º) ( v V) F(kv) kF(v)   . 

So drugi zborovi, preslikuvaweto F : V U  e linearno, ako 

slikata na zbirot od dva vektora e ednakva na zbirot od slikite 

na vektorite, a slikata na proizvodot na vektor so skalar e 

ednakva na proizvodot od skalarot so slikata na vektorot. Toa 

zna~i deka  preslikuvaweto gi zapazuva operaciite sobirawe na 

vektori i mno`ewe na vektor so skalar.  

Neka F : V U  e linearno preslikuvawe. Toga{ F  go presli-

kuva nultiot vektor na V  vo nultiot  vektor na U,  odnosno imame 

deka F(0) 0.  Navistina od  

F(0) F(0 0) F(0) F(0)      

sleduva deka F(0) 0.  

Koga treba da ispitame dali edno preslikuvawe e linearno, 

se poka`uva prakti~na primenata na slednava teorema.  
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Teorema 6.1. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º. 

Preslikuvaweto F : V U  e linearno preslikuvawe, ako i samo 

ako va`i sledniot uslov:  

 ( v,w V)( a,b   º)  F(av bw) aF(v) bF(w).          (3) 

           Dokaz. Neka F : V U  e linearno preslikuvawe nad pole 

º. Toga{ za proizvolni vektori v,w V  i proizvolni skalari 

a,bº, so posledovatelna primena na (1) i (2) dobivame  

F(av bw) F(av) F(bw) aF(v) bF(w).      

Obratno, uslovite (1) i (2) se posledica od uslovot (3) za 

1 2k k 1   i 2k 0,  soodvetno. ■ 

Neka V  e vektorski prostor nad pole º. Specijalno, linear-

noto preslikuvawe F : V V  se narekuva linearna transforma-

cija na vektorskiot prostor V.    

Slednava teorema e obop{tuvawe na prethodnata teorema.  

Teorema 6.2. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º. 

Ako preslikuvaweto F : V U  e linearno, toga{ za sekoj priroden 

broj m 1,  za proizvolni skalari ia º i proizvolni vektori 

iv V,  i 1,2,...,m,  va`i sledniot uslov:   

1 1 2 2 m m 1 1 2 2 m mF(a v a v ... a v ) a F(v ) a F(v ) ... a F(v )       . 

Dokaz. Tvrdeweto se doka`uva so posledovatelna  primena 

na (1) i (2). ■ 

Primer. Neka A e proizvolna mxn  matrica nad pole º. Kako 

{to zabele`avme prethodno, matricata A opredeluva linearno  
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preslikuvawe T :ºnºm definirano so  

v Av,  za sekoe v ºn 

Navistina, imame deka  

T(v w) A(v w) Av Aw T(v) T(w),        i 

T(kv) A(kv) kAv kT(v),    

za sekoi v,wºn i za sekoe k º, od kade {to sleduva deka T e 

linearno preslikuvawe.   

Primer. Neka F :—3—3 e ortogonalnata proekcija na pros-

torot vrz xy  ramnina, odnosno  

F(x,y,z) (x, y,0),  za sekoj (x, y,z)—3.  

Toga{ imame deka  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

F(v w) F(x x ,y y ,z z ) (x x , y y ,0)

(x , y ,0) (x , y ,0) F(v) F(w),

        

   
  

   
1 1 1 1 1

1 1

F(kv) F(kx , yk ,kz )) (kx ,ky ,0)

k(x , y ,0) kF(v),

  

 
 

za sekoi 1 1 1v (x , y ,z ),  2 2 2w (x ,y ,z ) —3 i za sekoe k —, od kade 

{to sleduva deka proekcijata F  e linearna transformacija.  

Primer. Neka F :—2—2 e translacija vo realnata ramnina 

definirana so   

F(x,y) (x 1,y 3),    za sekoe (x,y)—2.  

Zabele`uvame deka  



Линеарни пресликувања  

                                                       169 
 

F(0,0) (2,3) (0,0)  ,  

odnosno nultiot vektor ne se preslikuva vo nultiot vektor, od 

kade {to zaklu~uvame deka translacijata F  ne e linearno presli-

kuvawe. 

Primer. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º i ne-

ka F : V U  e preslikuvaweto opredeleno so  

F(v) 0,  za sekoj v V.   

So neposredna proverka na uslovot (3) mo`e da zabele`ime 

deka  

F(v w) 0 0 0 F(u) F(w),       i 

F(kv) 0 k0 kF(v),     

za sekoi v,w V  i za sekoe k º, od kade {to sleduva deka F  e 

linearno preslikuvawe. Ova preslikuvawe F  se narekuva nulto 

preslikuvawe i voobi~aeno se ozna~uva so O.  Zna~i,  

O(v) 0,  za sekoe v V.  

Primer. Neka V  e vektorski prostor nad pole º. Identi~-

noto preslikuvawe I : V V  definirano so  

I(v) v,  za sekoe v V   

e linearno preslikuvawe, bidej}i imame deka  

I(av bw) av bw aI(v) bI(w),      

za sekoi v,w V  i za sekoe k º.  

Primer. Neka V  e vektorskiot prostor od site polinomi so  
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promenliva t  nad poleto —. Toga{ izvodot D : V V  i integralot  

I : V  —, definirani vo prethodnite primeri se linearni pres-

likuvawa.  

Navistina, spored fakti koi{to }e gi prezememe od kalku-

lus imame deka  

d(u(t) v(t)) du(t) dv(t)
dt dt dt


    i    

d(ku(t)) du(t)
k

dt dt
  

{to povlekuva deka  

D(v(t) w(t)) D(v(t)) D(w(t)),    i  

D(kv(t)) kD(v(t)),  

za sekoi polinomi u(t)  i v(t)  i za sekoj skalar k —. 

Sli~no, od  

1 1 1

0 0 0

u(t) v(t) dt u(t)dt v(t)dt,        i  

1 1

0 0

ku(t)dt k u(t)dt   

sleduva deka  

I(v(t) w(t)) I(v(t)) I(w(t)),    i  

I(kv(t)) kI(v(t)),  

za sekoi polinomi u(t)  i v(t)  i za sekoj skalar k —.  
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Primer. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º i 

neka F : V U  e biekcija. Toga{  postoi inverznoto preslikuvawe 

1F : U V   i toa e isto taka linearno preslikuvawe.  

Navistina, za proizvolni u,u' U,  postojat v,v ' V,  taka 

{to F(v) u  i F(v ') u '.  Bidej}i F  e linearno preslikuvawe, za 

proizvolni skalari a,bº imame: 

F(av bv ') aF(v) bF(v ') au bu'          

od kade {to sleduva deka   

1 1 1F (au bu') av bv ' aF (u) bF (u').             

Spored toa 1F : U V   e isto taka linearno preslikuvawe.  

Koga zboruvavme za koordinati na vektorite vo odnos na da-

dena baza, go vovedovme poimot za izomorfizam me|u dva vektor-

ski prostori. Sega }e ja dademe formalnata definicija.  

Definicija. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º. 

Linearno preslikuvawe F : V U  koe{to e biekcija se narekuva 

izomorfizam.  

Vektorski prostori V  i U   se narekuvaat izomorfni ako 

postoi izomorfizam od V  vo U.     

Primer. Neka V  e vektorski prostor nad pole º. Iden-

ti~noto preslikuvawe I : V V  e izomorfizam. 

Da zabele`ime deka ako F : V U  e izomorfizam, toga{  in-

verznoto preslikuvawe 1F : U V   e isto taka izomorfizam.    
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 Navistina, знаеме дека инверзното пресликување VU:F 1   

e isto taka linearno preslikuvawe. Bidej}i 1F e biekcija, mo`e 

da zaklu~ime deka 1F  e izomorfizam.   

Primer. Neka V  e n  dimenzionalen vektorski prostor nad 

pole º i neka  1 2 ne ,e ,...,e  e baza na V.  Za sekoj vektor v V  

postojat edinstveni skalari n21 a,...,a,a º  taka {to  

1 1 2 2 n nv a e a e ... a e .     

Toga{ koordinatniot vektor vo odnos na standardnata baza na ºn  

e 1 2 n[v] (a ,a ,...,a ) ºn e ednozna~no odreden za vektorot v.  Pres-

likuvaweto  

ev [v]   

e biektivno preslikuvawe F : V ºn bidej}i razli~ni vektori od 

V  imaat razli~ni sliki vo ºn  i sekoj vektor vo ºn  e slika na 

nekoj vektor vo V.   

]e poka`eme deka F  e linearno preslikuvawe. Pretposta-

vuvame deka v,w V  i k º se proizvolno izbrani.  Ako 

   1 1 2 2 n nv a e a e ... a e     i 1 1 2 2 n nw b e b e ... b e ,      

toga{ od  

1 1 1 2 2 2 n n n

1 1 2 2 n n

1 2 n 1 2 n

F(v w) F((a b )e (a b )e ... (a b )e )

(a b ,a b ,...,a b )

(a ,a ,...,a ) (b ,b ,...,b )

F(v) F(w),

        

    

  

 
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1 1 2 2 n n

1 2 n

1 2 n

F(kv) F((ka )e (ka )e .... (ka )e )

(ka ,ka ,...,ka )

k(a ,a ,...,a )

kF(v)

    

 

 



 

sleduva deka F  e linearno preslikuvawe. Spored toa F  e izomor-

fizam, {to povlekuva deka vektorskite prostori V  i ºn se izo-

morfni.  

Poimot za izomorfizam e ~esto koristen vo matematikata, 

ne samo za linearni preslikuvawa tuku i vo drugi slu~ai koga 

imame biektivni preslikuvawa.  

 Kakvi i da se elementite na eden vektorski prostor, 

nivnite individualni svojstva ne igraat uloga koga se izu~uvaat 

nivnite svojstva svrzani so operaciite sobirawe na vektori i 

mno`ewe na vektor so skalar. Tie svojstva kaj izomorfnite 

prostori se isti, pa spored toa izomorfnite prostori od 

algebarska gledna to~ka ne gi razlikuvame.  

Kako posledica od teoremata, za da gi prou~ime svojstvata 

na koj bilo n  dimenzionalen vektrski prostor dovolno e da go 

prou~ime vektorskiot prostor ºn, za proizvolno pole º.     

Primer. Vektorskiot prostor od m n  matrici nad poleto — 

e izomorfen so —mn, {to zna~i deka matricite mo`e da se 

tretiraat kako koordinatni vektori vo —mn, (podredeni 

mn  torki realni broevi) i obratno.   

Specijalno, vektorskiot prostor od n 1  matrici (vektor 

koloni) e izomorfen so —n,  {to zna~i deka vektorkolonite 
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mo`e da se tretiraat kako koordinatni vektori vo —n (podredeni 

n  torki realni broevi) i obratno.   

           Primer. Matricite   

1 2 3
A

4 0 1
 

  
 

,  
1 3 4

B
6 5 4

 
  
 

 i 
3 8 11

C
16 10 9

 
  
 

  

se linearno zavisni, bidej}i koordinatnite vektori  

 A 1,2, 3,4,0,1 ,      B 1,3, 4,6,5,4     i   

 C 3,8, 11,16,10,9      

se linearno zavisni. Imeno, imame deka ].O[]C)[1(]B[2]A[1   

Pritoa,  1 A 2 B ( 1)C O.            

Slednata teorema poka`uva deka sekoe linearno presliku-

vawe e ednozna~no opredeleno so slikite na vektorite od dadena 

baza na vektorskiot prostor.  

Teorema 6.3.  Neka U  i  V  se vektorski prostori nad pole º.  

Neka 1 2 n{v , v ,..., v }  e baza na vektorskiot prostor V  i neka 

1 2 nu ,u ,...,u  se proizvolno izbrani vektori vo vektorskiot prostor 

U.  Toga{ postoi edinstveno linearno preslikuvawe F : V U  tak-

vo  {to  

1 1 2 2 n nF(v ) u , F(v ) u ,...,F(v ) u .    

Dokaz. Neka v  e proizvolen  vektor od  vektorskiot prostor 

V.  Bidej}i 1 2 n{v , v ,.., v }  e baza na ,V  postojat edinstveni skalari  

1 2 na ,a ,..,a º, takvi  {to  

1 1 2 2 n nv a v a v ... a v .     
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]e poka`eme deka preslikuvaweto F : V U  definirano so    

1 1 2 2 n nF(v) a u a u .... a u     

e linearno preslikuvawe koe {to gi ispolnuva uslovite od teore-

mata.   

Za i 1,2,...,n,  ako  iv v , toga{ so izborot  

1 i 1 i 1 na .... a a ....a 0,       i ia 1,   

se dobiva  

i 1 2 i 1 i i 1 n iF(v ) 0u 0u ... 0u 1u 0u ... 0u u .             

Neka  

1 1 2 2 n nv a v a v ... a v     i 1 1 2 2 n nw b v b v ... b v      

se proizvolni vektori vo V.  Toga{ imame deka  

1 1 1 2 2 2 n n nv w (a b )v (a b )v ... (a b )v ,          

taka {to  

         

1 1 1 2 2 2 n n n

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n

F(v w) (a b )u (a b )u ... (a b )u

(a u a u ... a u ) (b u b u ... b u )

F(v) F(w).

        

        

 

        

Osven toa, ako k º, toga{ 

 1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

F(kv) F k(a v a v ... a v )

F(ka v ka v ... ka v )

(ka )u (ka )u ... (ka )u

k(a u a u ... a u ) kF(v).

    

    

    

    
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Preostanuva da doka`eme deka F  e edinstveno linearno 

preslikuvawe so toa svojstvo. Navistina, ako G : V U  e drugo 

linearno preslikuvawe takvo {to i iG(v ) u , i 1,2,...,n , toga{  za  

proizvolen vektor 1 1 2 2 n nv a v a v ... a v ,     imame  

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

G(v) G(a v a v ... a v )

a G(v ) a G(v ) ... a G(v )

a u a u ... a u

F(v).

    

    

    



 

  Zna~i G(v) F(v),  za sekoj v V,  pa  spored toa G F. ■ 

 

6.3. Jadro i slika na linearno preslikuvawe  

]e zapo~neme so definirawe na dva novi poimi.  

Definicija. Neka U  i  V  se vektorski prostori nad pole º i 

neka F : V U  e linearno preslikuvawe. Mno`estvoto od sliki 

na vektorite od V  se narekuva slika na prostorot V  so presliku-

vaweto F   i se ozna~uva so Im F,  odnosno    

ImF {f(v) v V}   

Mno`estvo od site vektori vo V  koi se preslikuvaat vo 

nultiot vektor 0 U,  se narekuva jadro (kernel) na preslikuva-

weto  F  i se ozna~uva so kerF,  odnosno  

 kerF v V F(v) 0    
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Teorema 6.4. Neka U  i  V  se vektorski prostori nad pole º 

i neka F : V U  e linearno preslikuvawe. Toga{ mno`estvoto 

ImF  e potprostor od U,  a mno`estvoto kerF  e potprostor od V.  

Dokaz. Od F(0) 0 sleduva deka 0 ImF.   

Neka u,u' ImF  i a,bº. Postojat vektori v,v ' V  taka 

{to F(v) u  i F(v ') u'.  Toga{ 

au bu' aF(v) bF(v ') F(av bv ') ImF,       

od kade {to sleduva deka ImF  e potprostor od U.  

Bidej}i F(0) 0,  sleduva deka 0 kerF  

Neka v,w kerF  i a,bº. Toga{ F(v) F(w) 0,   pa zatoa 

F(av bw) aF(v) bF(w) a0 b0 0,       

od kade {to sleduva av bw kerF.   Zna~i, kerF  e potprostor od 

V.■  

Primer. Neka F :—3—3 e ortogonalnata proekcija vrz 

xy  ramninata, odnosno  

F(x,y,z) (x, y,0),   za sekoe (x, y,z)—3  

Toga{ imame deka slikata na F  

ImF {(x,y,0) x, y —}   

e xy  ramninata, dodeka jadroto na F   

kerF {(x, y,z) (x, y,0) (0,0,0)} {(0,0,z) z   —}   
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e  z  oskata bidej}i tie to~ki i samo tie se preslikuvaat vo 

nultiot vektor 0 (0,0,0)  (crte` 11).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 11 

Neka vektorite 1 nv ,..., v  go generiraat  prostorot V  i neka 

F : V U  e linearno preslikuvawe. Toga{ imame deka vektorite 

1 2 nF(v ),F(v ),...,F(v )  go generiraat potprostorot ImF.  Navistina, 

ako u ImF,  toga{ F(v) u  za nekoj vektor v V.  Bidej}i vektori-

te 1 2 nv , v ,..., v  go generiraat prostorot V,  postojat skalari 

1 2 na ,a ,...,a  takvi {to 1 1 2 2 n nv a v a v ... a v .     Spored toa, imame 

deka   

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

u F(v) F(a v a v ... a v )

a F(v ) a F(v ) ... a F(v )

     

   
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od kade {to sleduva deka vektorite 1 2 nF(v ),F(v ),...,F(v )  go generi-

raat potprostorot ImF.  

Primer. Neka A e proizvolna 4x3  matrica nad pole º 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

A
c c c
d d d

 
 
   
  
 

 

koja ja smetame za linearna transformacija A :º3º4. Sega stan-

dardnata baza 1 2 3{e ,e ,e }  na º3 go generira º3, pa zatoa nejzinite 

vrednosti 
1eA ,  

2eA  i 
3eA  pri A ja generira slikata na A. No 

vektorite 
1eA ,  

2eA  i 
3eA  se kolonite na A  

1

1 2 3 1

1 2 3 1
e

1 2 3 1

1 2 3 1

a a a a
1

b b b b
A 0 ,

c c c c
0

d d d d

   
    
                 

  

  

2

1 2 3 2

1 2 3 2
e

1 2 3 2

1 2 3 2

a a a a
0

b b b b
A 1

c c c c
0

d d d d

   
    
                 

  

 i  

3

1 2 3 3

1 2 3 3
e

1 2 3 3

1 2 3 3

a a a a
0

b b b b
A 0

c c c c
1

d d d d

   
    
         
        

   

  

pa zaklu~uvame deka slikata na A e tokmu koloni~niot prostor na 

matricata A.   
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Da obop{time deka ako A e proizvolna mxn  matrica nad 

pole º, koja ja smetame za linearno preslikuvawe A :ºnºm, 

toga{ slikata na A e tokmu koloni~niot prostor na matricata A. 

 Do ovoj moment ne sme gi dovele vo relacija poimite dimen-

zija i linearno preslikuvawe. Ako V  e kone~nodimenzionalen 

vektorski prostor nad pole º, va`i slednava teorema:  

Teorema 6.5. Neka V  e kone~nodimenzionalen vektorski 

prostor nad pole º i neka  UV:F   e linearno preslikuvawe. 

Toga{ imame deka  

dimV dim(kerF) dim(ImF)   

Dokaz. Neka dimV n,  W kerF  i ImF U'.  Bidej}i imame 

deka W V  sleduva deka dimW r n.   Preostanuva da se doka`e 

deka dimU' n r.   

Neka 1 2 r{w ,w ,...,w }  e baza na W.  Ovaa baza ja pro{iruvame 

do baza na V   

 1 2 r 1 2 n rw ,w ,...,w , v , v ,..., v .   

Neka  1 2 n rB F(v ),F(v ),...,F(v ) .  Za da ja doka`eme teorema-

ta treba da poka`eme deka B  e baza na potprostorot U' ImF.  

Neka u U'.  Toga{ postoi v V,  taka {to F(v) u.  Vektorot 

v  mo`e na edinstven na~in da go zapi{eme kako linearna kombi-

nacija na baznite vektori, odnosno  

1 1 2 2 r r 1 1 2 2 n r n rv a w a w ... a w b v b v ... b v ,          

kade {to i ia ,b º.  Bidej}i iF(w ) 0  dobivame deka  
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1 1 r r 1 1 n r n r

1 1 r r 1 1 n r n r

1 1 n r n r

u F(v) F(a w ... a w b v ... b v )

a F(w ) ... a F(w ) b F(v ) ... b F(v )

b F(v ) ... b F(v ) ,

 

 

 

       

       

  

 

{to zna~i mno`estvoto B  go generira potprostorot U'.   

Preostanuva da poka`eme deka B  e linearno nezavisno 

mno`estvo. Pretpostavuvame deka va`i ravenstvoto  

1 1 2 2 n r n ra F(v ) a F(v ) ... a F(v ) 0       

Ottuka sleduva deka va`i ravenstvoto   

1 1 2 2 n r n rF(a v a v ... a v ) 0      

od kade {to dobivame deka  

1 1 2 2 n r n ra v a v ... a v kerF W.        

Toga{ postojat skalari 1 2 rb ,b ,...,b º taka {to  

1 1 2 2 n r n r 1 1 2 2 r ra v a v ... a v b w b w ... b w ,          

odnosno   

1 1 2 2 n r n r 1 1 2 2 r ra v a v ... a v b w b w ... b w 0.          

Bidej}i mno`estvoto  1 2 r 1 2 n rw ,w ,...,w ,v , v ,..., v   e baza za V,  do-

bivame deka  

1 2 n ra a ... a 0     i 1 2 rb b ... b 0.      

Spored toa B  e linearno nezavisno mno`estvo vektori. ■  
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6.4. Singularni i nesingularni preslikuvawa  

Neka U  i  V  se vektorski prostori nad pole º. Za linearno 

preslikuvawe F : V U  velime deka e singularno, ako postoi ne-

nulti vektor vo V  koj{to so F  se preslikuva vo nultiot vektor na 

U,  odnosno ako postoi v V  takov {to v 0  i F(v) 0.  

Vo sprotiven slu~aj, ako ne postoi nenulti vektor vo V  

koj{to se preslikuva vo nultiot vektor vo U,  velime deka presli-

kuvaweto F  e nesingularno. Zna~i  F  e nesingularno ako i samo 

ako va`i ravenstvoto  

kerF {0}.   

Primer. Neka F :—3—3 e linearno preslikuvawe defini-

rano so  

F(x, y,z) (x y, x y,z),    za sekoe (x, y,z)—3.  

Toga{ od F(x,y,z) 0  sleduva deka  

x y 0,  x y 0   i z 0,  odnosno x y z 0.     

Zna~i F  e nesingularno preslikuvawe. 

Primer. Neka :F —3—3 e linearno preslikuvawe koe {to go 

rotira vektor okolu z  oskata za agol    

       F(x, y,z) (x cos y sin , x sin y cos ,z),        za sekoe (x, y,z)—3.  

Mo`e da se poka`e deka samo nultiot vektor se preslikuva 

vo nultiot vektor, od kade {to sleduva deka F  e nesingularno 

preslikuvawe (crte` 12). 
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Sega, ako linearnoto preslikuvawe F : V U  e injekcija, 

toga{ samo 0 V  mo`e da se preslika vo 0 U,  pa F  e nesingular-

no preslikuvawe.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Crte` 12 

Obratnoto e isto taka to~no, bidej}i ako F  e nesingularno 

preslikuvawe i F(v) F(w),  toga{ F(v w) F(v) F(w) 0,     od ka-

de {to sleduva deka v w 0,   odnosno v w.  So toa poka`avme 

deka  

F(v) F(w)  povlekuva v w  

{to zna~i deka F  e injekcija. So toa doka`avme deka: 

Teorema 6.6. Linearnoto preslikuvawe F : V U  e injekcija 

ako i samo ako e nesingularno. ■ 
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6.5. Linearni preslikuvawa i sistemi linearni ravenki  

Da go razgledame sistemot od m  linearni ravenki so n  ne-

poznati  

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


 

koj{to e ekvivalenten so matri~nata ravenka 

Ax b,  

kade  ijA a  e matricata od koeficienti, ix (x )  i ib (b )  se 

vektor-kolonite od nepoznatite i slobodnite ~lenovi na sis-

temot, soodvetno. Matricata A mo`e da ja smetame za linearno 

preslikuvawe  

A :ºnºm 

Spored toa, re{enieto na matri~nata ravenka Ax b  mo`e 

da se smeta za inverzna slika na bºm so linearnoto preslikuva-

we A :ºnºm. U{te pove}e, re{enieto na asociranata homogena 

ravenka Ax 0  mo`e da se smeta za jadro na linearnoto presliku-

vawe A :ºnºm. 

Spored Teorema 6.4 imame deka  

dim(KerA) dim ºn dim(ImA) n   rang(A) 

kade {to n  e brojot na nepoznati vo sistemot Ax 0.  Taka dojdov-

me do zaklu~okot iska`an vo Teorema 5.11 od poglavje 5.  
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Teorema 5.11. Dimenzijata na prostorot od re{enija W  na 

homogeniot sistem Ax 0  e n r  kade n  e brojot na nepoznati, a r  

e rangot na matricata A. ■ 

 

6.6. Operacii so linearni preslikuvawa  

Mo`e da kombinirame linearni preslikuvawa so cel da do-

bieme novi preslikuvawa. Operaciite so linearni preslikuvawa 

se od osobena va`nost i }e gi koristime do krajot na izlo`uvawe-

to na gradivoto.  

Neka F : V U  i G : V U  se linearni preslikuvawa pome|u 

vektorski prostori nad pole º. Definirame preslikuvawe zbir 

F G  od  V  vo U  so ravenstvoto  

(F G)(v) F(v) G(v),     za sekoj vektor v V      

Isto taka, za proizvolen skalar k º definirame presliku-

vawe mno`ewe so skalar na F,  kF : V U  so ravenstvoto  

(kF)(v) kF(v),  za sekoj vektor  v V  

]e poka`eme deka F G i kF se linearni preslikuvawa, ako 

F  i G  se linearni preslikuvawa. Za v,w V  i b,a º imame 

   

(F G)(av bw) F(av bw) G(av bw)

aF(v) bF(w) aG(v) bG(w)

a F(v) G(v) b F(w) G(w)

a(F G)(v) b(F G)(w),

      

    

    

   
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 

(kF)(av bw) kF(av bw)

k aF(v) bF(w)

akF(v) bkF(w)

a(kF)(v) b(kF)(w)

   

  

  

 

 

Zna~i, F G i kF  se linearni preslikuvawa.  

 Od osobeno zna~ewe e sledniot rezultat.  

Teorema 6.7. Neka V  i U  se vektorski prostori nad pole º. 

Mno`estvoto od site linearni preslikuvawa od V  vo U  so opera-

ciite sobirawe i mno`ewe so skalar e vektorski prostor.  

Dokaz. 1C :  Ako F,G,H: V U  se linearni preslikuvawa, to-

ga{ imame deka 

          

 

 

 

 

((F G) H)(v) F G (v) H(v)

F(v) G(v) H(v)

F(v) G(v) H(v)

F(v) G H (v)

     

   

   

   

 

                                    F (G H) (v),   za sekoj vektor v V,  

od kade {to sleduva deka    

   F G H F G H .       

2C :  Da go ozna~ime so O : V U  nultoto preslikuvawe. To-

ga{ imame deka 

 F O (v) F(v) O(v) F(v),     za sekoj vektor v V,   

odnosno  
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F O F.   

3C :  Za dadeno linearno preslikuvawe F : V U  definira-

me preslikuvawe G : V U  so G(v) F(v).   Toga{ G  e linearno 

preslikuvawe i osven toa va`i 

         
 

 

F G (v) F(v) G(v)

F(v) F(v)

   

   
   

                         O(v),  za sekoj vektor v V,   

od kade {to sleduva deka  

F G O.   

4C :    Za linearnite preslikuvawa F,G : V U  va`i 

 F G (v) F(v) G(v)

G(v) F(v)

   

  
  

                 G F (v),   za sekoj vektor v V,  

od kade {to sleduva deka  

F G G F.    

1M :  Ako F,G : V U  se linearni preslikuvawa i k º, toga{ 

imame deka 

   

 

   

   

k(F G) (v) k F G (v)

k F(v) G(v)

k F(v) k G(v)

kF (v) kG (v)

   

  

  

  
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                                         kF kG (v),   za sekoj vektor v V,  

pa spored toa dobivame deka 

  k F G kF kG.    

2M :  Ako a,bº i F : V U  e linearno preslikuvawe, toga{ 

                    

   

   

   

(a b)F (v) a b F(v)

a F(v) b F(v)

aF (v) bF (v)

   

  

  

 

                                aF bF (v) ,   za sekoj vektor v V,  

od kade {to sleduva deka  

(a b)F aF bF.    

3M :  Ako a,bº i F : V U  e linearno preslikuvawe, toga{ 

                   

     

 

 

(ab)F (v) ab F(v)

a bF(v)

a (bF)(v)

 

 

 

  

                                     a(bF) (v),  za sekoj vektor v V,  

pa  spored toa imame deka 

(ab)F a(bF).  

4M : Ako F : V U  e linearno preslikuvawe, toga{ 

                     1F (v) 1F(v) F(v),   za sekoj vektor v V,  

od kade {to sleduva deka   



Линеарни пресликувања  

                                                       189 
 

1F F.  ■  

Vektorskiot prostor od site linearni preslikuvawa 

F : V U  }e go ozna~uvame so L(V,U).  Ako V  i U  imaat kone~ni di-

menzii, toga{ va`i slednava teorema.  

Teorema 6.8. Neka U  i V  se vektorski prostori nad pole º.  

Ako dimV m  i dimU n,  toga{  

dimL(V,U) mn.  

           Dokaz. Neka  1 2 mv , v ,..., v  e baza na vektorskiot prostor V  

i  1 2 nu ,u ,...,u  e baza na vektorskiot prostor U.  Edno linearno 

preslikuvawe vo L(V,U)  e ednozna~no opredeleno so slikite na 

baznite vektori 1 2 mv ,v ,..., v  vo V.  Definirame preslikuvawa  

ijF L(V,U) , i 1,...,m,  j 1,...,n  

so ravenstvata  

ij i jF (v ) u  i ij kF (v ) 0  za k i.   

Mno`estvoto ij{F }  se sostoi od mn  elementi.  

 ]e poka`eme deka mno`estvot ij{F }  e  baza na vektorskiot 

prostor L(V,U).  Najnapred }e doka`eme deka mno`estvoto ij{F }  go 

generira prostorot L(V,U).  Neka F L(V,U),  i neka slikite na baz-

nite vektori od V  se  

1 1 2 2 m mF(v ) w , F(v ) w ,..., F(v ) w .     
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Za k 1,2,...,m , bidej}i kw U,  toj e linearna kombinacija od baz-

nite vektori 1 2 nu ,u ,...,u ,  odnosno, postojat ednozna~no opredele-

ni skalari kja ,  j 1,2,...,n  takvi {to  

k k1 1 k2 2 kn nw a u a u ... a u ,     k 1,2,...,m.   

Za da poka`eme deka 
m n

ij ij
i 1 j 1

F a F ,
 

   dovolno e da se proveri 

dali dvete strani od ravenstvoto na ist na~in gi preslikuvaat 

vektorite 1 2 mv , v ,..., v .  Bidej}i imame deka za k 1,2,...,m    

m n m n

ij ij k ij ij k
i 1 j 1 i 1 j 1

n

kj j k k
j 1

a F (v ) a F (v )

a u w F(v ),

   



 
   
 
 

  

 


 

zaklu~uvame deka 

 
m n

ij ij
i 1 j 1

F a F .
 

    

Od proizvolnosta na F  od L(U,V)  sleduva deka  mno`estvoto vek-

tori ij{F }  go generira prostorot L(V,U).   

Za da ja doka`eme teoremata preostanuva da poka`eme u{te deka 

mno`estvoto ij{F }  e linearno nezavisno. Za taa cel 

pretpostavuvame deka   

m n

ij ij
i 1 j 1

a F O.
 

   
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Toga{, za  k 1,2,..,m  se dobiva deka 

m n n

k ij ij k kj j
i 1 j 1 j 1

O(v ) a F (v ) a u .
  

 
  
 
 
   

Imaj}i vo vid deka kO(v ) 0,  za sekoj k 1,2,...,m,  dobivame deka 

n

kj j
j 1

a u 0.


  Bidej}i 1 2 nu ,u ,...,u  se bazni vektori, sleduva deka  

kja 0  za j 1,2,...,n  i k 1,2,...,m.  

Spored toa, mno`estvoto ij{F }  e linearno nezavisno. ■   

Neka V, U  i W  se vektorski prostori nad pole º i neka 

F : V U  i G : U W  se linearni preslikuvawa (crte` 13).   

 

 

 

Crte` 13 

Da se potsetime deka kompozicijata G F  e preslikuvawe od 

V  vo W  definirano so  

(G F)(v) G(F(v)),  za sekoe v V.  

]e poka`eme deka G F  e linearno preslikuvawe koga G  i F  

se linearni preslikuvawa. Za sekoi v,w V  i za sekoe k º ima-

me deka 
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(G F)(v w) G(F(v w)) G(F(v) F(w))

G(F(v)) G(F(w))

(G F)(v) (G F)(w)

     

  

 



 

  

(G F)(kv) G(F(kv)) G(kF(v))

kG(F(v)) k(G F)(v)

  

 




 

od kade {to sleduva deka G F  e linearno preslikuvawe.  

Ako F : V U i G :U W  se izomorfizmi,  toga{ G F  e isto 

taka izomorfizam i pritoa va`i 1 1 1(G F) F G .     

Navistina, znaeme deka G F  e linearno preslikuvawe. 

Osven toa G F  e biektivno preslikuvawe kako kompozicija od 

biektivni preslikuvawa i pri toa va`i 1 1 1(G F) F G .     

Kompozicijata na preslikuvawa i operaciite sobirawe i 

mno`ewe so skalar se povrzani so slednava teorema 

Teorema 6.9. Neka V, U  i W  se vektorski prostori nad pole 

º i neka F,F ' : V U  i G,G ' : U W  se linearni preslikuvawa. To-

ga{ to~ni se slednive tvrdewa:   

(i)   G F F ' G F G F '      

(ii)   G G' F G F G' F      

(iii)  k(G F) (kG) F G (kF),     za proizvolno k º.   

Dokaz. (i)  Tvrdeweto e to~no bidej}i    
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(G (F F '))(v) G((F F ')(v))

G(F(v) F '(v))

G(F(v)) G(F '(v))

(G F)(v) (G F ')(v)

   

  

  

  



 

 

                                  (G F G F ')(v),    za sekoj vektor v V.   

Spored toa va`i  

 G F F ' G F G F '      

 (ii) Za sekoj vektor v V  imame deka 

  

((G G') F)(v) (G G')(F(v))

G(F(v)) G '(F(v))

(G F)(v) (G ' F)(v)

(G F G' F)(v),

   

  

  

 



 

 

 

pa spored toa va`i  

 G G' F G F G' F       

(iii) Za sekoj vektor v V  imame deka 

    

(k(G F))(v) k((G F)(v))
k(G(F(v)))
(kG)(F(v))
((kG) F)(v),

 
 
 


 



  

pa spored toa va`i  

k(G F) (kG) F.    

Ponatamu, od    
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(k(G F))(v) k(G(F(v)))

G(kF(v))

 

 


  

                                     (G (kF))(v),   za sekoj vektor v V,  

sleduva deka k(G F) G (kF).  ■  

 

6.7. Algebra od linearni operatori 

Нека V  е векторски простор над поле º. Го разгледуваме спе-

цијалниот случај од линеарни пресликувања T : V V,  од V  во се-

бе. Тие се нарекуваат линеарни оператори или линеарни транс-

формации на V.  Ќе пишуваме L(V)  наместо L(V,V)  за просторот 

од сите вакви пресликувања.  

Заради Теорема 6.8 имаме дека L(V)  е векторски простор со 

димензија 2n ,  ако V  има димензија n. Освен тоа ако T,S L(V)  то-

гаш S T  постои и е линеарно пресликување од V  во себе, односно  

S T L(V).  Така имаме дефинирано „множење“L(V)  и се договара-

ме во просторот L(V)  да пишуваме ST наместо S T.  

Да забележиме дека алгебра А над поле º се дефинира како 

векторски простор над º во којшто е дефинирана операција множе-

ње за која што важат условите: 

(i)  F(G H) FG FH    

(ii)  (G H)F GF HF    

(iii)  k(GF) (kG)F G(kF)   
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за секои F,G,H L(V)  и за секое k º.  

Ако важи асоцијативниот закон на множењето, односно ако   

(iv)  (FG)H F(GH)  

тогаш алгебрата А се нарекува асоцијативна. Според тоа, согласно 

со Теорема 6.1 и Теорема 6.9 L(V)  е асоцијативна алгебра над К во 

однос на композицијата на пресликувања. Затоа, честопати оваа ал-

гебра се нарекува алгебра од линеарни оператори над V.  

Забележуваме дека I : V V  припаѓа  на L(V).  Исто така, за 

било кое T L(V)  имаме дека  

I T T I I.   

Да забележиме дека се дефинирани „степените“ од Т, односно  

2T T T,   3T T T ,     

Уште повеќе, за произволен полином 

2 n
0 1 2 np(x) a a x a x a x ,       ia º 

можеме да дефинираме оператор p(T)  со  

2 n
0 1 2 np(T) a I a T a T a T .      

Во специјален случај ако p(T) 0,  тогаш Т се нарекува нула на по-

линомот p(x).  Често пати операторот kI  се означува едноставно со 

k.  

Пример. Нека T :—3—3 е дефинирано со  

T(x, y,z) (0, x, y),  за секое (x, y,z)—3.  
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Сега, ако (a,b,c)  е произволен елемент од —3, тогаш имаме дека  

(T I)(a,b,c) (0,a,b) (a,b,c) (a,a b,b c),       и  

3 2T (a,b,c) T (0,a,b) T(0,0,a) (0,0,0)    

Значи, имаме дека 3T O,  нултото пресликување од V  во себе. Со 

други зборови, Т е нула на полиномот 3p(x) x .  

 

6.8 Инверзибилни оператори 

Линеарен оператор T : V V  се нарекува инверзибилен ако 

тој има инверзен, односно ако постои 1T L(V)   така што  

1 1T T T T I.    

Забалежуваме дека 1T  постои ако и само ако Т е биективно 

пресликување. Затоа, ако Т е инверзибилен тогаш само 0 V  може 

да се преслика во 0 V.  Затоа Т е несингуларен оператор, односно 

важи K er T {0}.   

Обратно, да претпоставиме дека Т е несингуларен оператор,  

односно K er T {0}.  Тогаш Т е инјективен оператор. Уште повеќе, 

ако V  е конечнодимензионален векторски простор, според Теорема 

6.5 имаме дека  

dimV dim(Im T) dim(KerT)

dim(ImF) dim({0})

dim(ImF) 0

dim(ImF)

  

  

  


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Тогаш Im T V,  па Т е сурјективен оператор. Според тоа, Т е биек-

тивен оператор, па може да заклучиме дека Т и инверзибилен опе-

ратор. Со тоа ја докажавме следната теорема: 

Теорема 6.10. Еден линеарен оператор T : V V  каде што V  

е конечнодимензионален векторски простор е инверзибилен ако и 

само ако тој е несингуларен. ■ 

Пример. Нека Т е оператор на —2 дефиниран со  

T(x, y) (y,2x y),   за секои (x, y)—2 

Оттука имаме дека K er T {0}.  Значи Т е несингуларен оператор па 

според претходната теорема тој е и инверзибилен. Да го најдеме 

аналитичкиот израз за 1T .  Нека T(x, y) (s, t).  Тогаш имаме дека 

1T (s, t) (x, y).   Затоа имаме дека  

             T(x, y) (y,2x y) (s, t),    па затоа y s, 2x y t.   

Изразувајќи ги x  и y  преку s  и t  добиваме дека 
1 1

x s t
2 2

   и 

y s.  Затоа аналитичкиот израз гласи 1 1 1
T (s, t) s t,s .

2 2
  

  
 

   

Забелешка. Условот за димензионалност на векторскиот 

простор V  е битен, како што може да заклучиме од следниот при-

мер.  

Пример. Нека V  е векторскиот простор од полиноми над поле 

º и нека T  е оператор на V  дефиниран со  

2 n 2 3 n 1
0 1 2 n 0 1 2 nT(a a t a t a t ) a t a t a t a t            



Линеарни пресликувања  

                                                       198 
 

односно Т го зголемува степенот на t  во секој член за 1. Тогаш Т е 

линеарен несингуларен оператор, меѓутоа Т не е инверзабилен.  

Сега ќе дадемe важна примена на погорната теорема на систе-

ми од линеарни равенки над поле º.   

Да го разгледаме на пример системот од n  равенки со n  не-

познати. Овој систем може да го изразиме со матричната равенка  

Ax b   

каде што А е несингуларна nxn  матрица над поле º, која што мо-

жеме да ја сметаме за линеарен оператор на ºn.  Да претпоставиме 

дека матрицата А е несингуларна, односно дека матричната равенка 

Ax 0  има само тривијално решение. Тогаш според Теорема 6.10  

линеарното пресликување A :ºnºn е биективно. Ова покажува 

дека системот равенки Ax b  има единствено решение за било кое 

bºn.   

Од друга страна, да претпоставиме дека матрицата А е сингуларно 

пресликување (матрица), односно дека матричната равенка Ax 0  

има ненулто решение. Тогаш линеарното пресликување А не е 

сурјективно. Ова значи дека постои bºn за кое што системот 

Ax b  нема решение. Освен тоа, ако решение постои, тое не е 

единствено. Со тоа го докажавме следниот фундаментален резултат:  

Теорема 6.11. Да го разгледаме системот од линеарни равен-

ки: 
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11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

n1 1 n2 2 nn n n

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

   


   


    


 

(i)  Ако соодветниот хомоген систем има само нулто решение, 

тогаш погорниот систем има единствено решение за произволни 

вредности на ib ,  i 1,2, ,n.   

(ii)  Ако соодветниот хомоген систем има ненулто решение, то-

гаш можни се два случаи: 

 Постојат вредности ib ,  i 1,2, ,n,   за коишто погорниот 

систем нема решение 

 Ако постои решение на погорниот систем, тоа не е единст-

вено. 

 

Zada~i za samostojna rabota  

1. Neka :f —— e preslikuvaweto zadadeno so f(x) 3x 5.    

Najdi:  

 a) f(4)                    b) f([0,2])                   v) 1f ([ 1,3])       

2. Doka`i deka edno preslikuvawe f : A B  e  surjekcija, ako 

i samo ako f(A) B.  

3. Doka`i deka ako f : A B  i g :B C  se injekcii, toga{ i 

g f  e injekcija.   
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4. Doka`i deka ako f : A B  i g :B C  se surjekcii, toga{ i 

g f  e surjekcija.   

5. Doka`i deka ako f : A B  i g :B C  se biekcii, toga{ i 

g f  e biekcija.    

6. Proveri dali e linearno preslikuvaweto f :—3—2, de-

finirano so  

    a) f(x, y,z) (2x y, 3x 4z)                    

               b) f(x, y,z) (3x z 1, 3x 2y 4z)       

    v) f(x, y,z) (x y z, x y z)                  

      g) f(x, y,z) (0,2 3x 4z)       

7. Neka v  e proizvolno izbran vektor vo —3. Dali presliku-

vaweto f :—3—3    definirano so   

f(u) v u,   za sekoj u—3 ,   

e linearno? (  ozna~uva vektorski proizvod).  

8. Neka v  e proizvolno izbran vektor vo —3. Dali presliku-

vaweto f :—3—  definirano so  

f(u) v u,    za sekoj u—3 ,   

e linearno? ( ozna~uva skalaren proizvod) 

9. Poka`i deka slednite preslikuvawa ne se linearni:   

 a) f :—3— definirano so  

f(x, y,z) xyz,  za sekoj (x, y,z)—3    

 b) f :—3—2   definirano so  
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 f(x, y,z) x, x ,   za sekoj (x, y,z)—3    

v) f :—3—3   definirano so 

f(x, y,z) (x 1,y 1,z 1),     za sekoj (x, y,z)—3.       

10. Neka V  e vektorskiot prostor na site nn   matrici i ne-

ka M  e proizvolna n n  matrica. Poka`i deka preslikuvaweto 

f : V V  definirano so  

f(A) AM MA  , za sekoja VA   

e linearna transformacija?     

11. Najdi ja slikata ),z,y,x(f  ako f :—3—2 e zadadeno so  

f(1,1,0) (2,1),  f(0,1,1) (0, 1)   i  f(1,0,1) (1,1).    

12. [to mo`e da se ka`e za jadroto na edno linearno presli-

kuvawe F : V U , ako dimV dimImF?  

13. [to mo`e da se ka`e za mno`estvoto sliki na edno li-

nearno preslikuvawe F : V U,  ako dimV dimkerF?   

14. Najdi po edna baza na mno`estvoto sliki i na jadroto, na  

linearnite preslikuvawa:   

     a) f :—3—2,  f(x, y,z) (x 2y,x 2y)    

     b) f :—3—3,  f(x, y,z) (x 2y,x 3y,x y z)       

     v) f :—3—3,  f(x, y,z) (x y, x 2y 3z,2x 2y)      

     g) f :—3—3,  f(x, y,z) (x 2y z, y z, x y 2z)       

15. Najdi linearno preslikuvawe f :—3—4,  za koe{to ImF  

e generirano so vektorite (1,0, 2,1)  i (2,1,1, 1).  
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16. Najdi go jadroto i mno`estvoto sliki na homotetijata 

f :—3—3, so centar vo koordinatniot po~etok, definirana so  

f(x, y,z) (kx,ky,kz),  za  .0k   

17. Doka`i deka linearno preslikuvawe F : V U  e injektiv-

no ako i samo ako e nesingularno.  

18. Neka f : V U i g : U W  se nesingularni linearni pres-

likuvawa. Doka`i deka g f : V W  e isto taka nesingularno 

preslikuvawe.  

19. Poka`i deka ako 1 2 nf , f ,..., f L(V,U),  i 1 2 na ,a , ,a  — se 

proizvolno izbrani, toga{  

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n(a f a f ... a f )(u) a f (u) a f (u) ... a f (u)          

 20. Neka f :—3—2 i g :—3—2 se linearnite preslikuvawa 

definirani so  

f(x, y,z) (2x,y z)   i f(x, y,z) (y, x).   

Najdi go sostavot g f.  Dali postoi kompozicijata f g?   

 21. Kako dejstvuva linearnoto preslikuvawe f :—2—2 de-

finirano so  

f(x, y) (x cos y sin , x sin y cos )        ,   

na vektorite vo ramninata ~ij{to po~etok e vo koordinatniot po-

~etok?     

 22. Opi{i gi site linearni preslikuvawa f :——?   
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 23. Doka`i deka za proizvolen vektorski prostor V,  mno-

`estvoto od site izomorfizmi na V  vo odnos na operacijata kom-

pozicija na preslikuvawa pretstavuva grupa.    

24. Dali linearnata transformacijata f :—2—2 definira-

na so  

f(x, y) (x y,y),   za sekoi (x, y)—2 

e izomorfizam? Vo slu~aj na potvrden odgovor, najdi ja linearna-

ta transformacija 1f .   

           25. Doka`i deka preslikuvaweto n nf : P t P t        defini-

rano so  

 n 2 n
0 1 n n n 1 n 2 0f(a a t ....... a t ) a a t a t ..... a t          

   e izomorfizam.  

 26. Neka a,b,c  i d  se dadeni realni broevi. Poka`i deka 

preslikuvaweto f :—2—2 definirano so  

f(x, y) (ax by,cx dy),    za sekoi (x, y)—2 

e linearno. Koj uslov treba da go zadovoluvaat realnite broevi  

a,b,c  i d  za da bide izomorfizam za dadenoto linearno presli-

kuvawe?   

27. Neka V  e vektorskiot prostor na 2 2  matrici. Najdi gi 

koordinatite na matricata 
2 4
3 7
 
  

  vo odnos na bazata  

1
1 1

E ,
1 1
 

  
 

   2
0 1

E ,
1 0

 
   

    3
1 0

E ,
0 0
 

  
 

   4
1 0

E
1 0

 
   
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 28. Dali matricite  

1 2
A ,

3 4
 

  
 

  
5 6

B
7 8
 

  
 

  i 
9 10

C
11 12
 

  
 

  

se linearno zavisni? 

29. Dali preslikuvaweto f :——, definirano so 3f(x) x  e 

biekcija?  

30. Neka f :——, i :g ——,  se preslikuvawa zadadeni so  

2f(x) x 3x 1    i g(x) 2x 3.    

Najdi gi preslikuvawata:  

     a) g g                b) g f               v) f g                   g) f f    

31. Neka f :—3—2, g :—3—2, i h :—2—2, se linearni pres-

likuvawa definirani so  

f(x, y,z) (y, x z),   g(x, y,z) (2z, x y)   i h(x, y) (y,2x).   

Najdi gi linearnite preslikuvawa:     

               a) f h  i hg                        b) h f  i h g                              

v) h (f g)  i h f h g   

          32. Najdi go linearnoto preslikuvawe f :—2—3, zadadeno 

so f(1,2) (2,1,0)   i f(2,1) (0,1,2).    

 



 

 

 

 

 

 

 

7. МАТРИЦИ И ЛИНЕАРНИ ОПЕРАТОРИ  

7.1 Вовед 

Нека 1 n{e , ,e }  е база за векторски простор V  над поле º и 

нека за v V  претпоставиме дека  

1 1 2 2 n nv a e a e a e .     

Тогаш координатите на векторот v  во однос на базата 1 n{e , ,e }  

може да ги запишeме како вектор колона 

1

2
e

n

a
a

[v]

a

 
 
   
  
 


 

Да напоменеме дека пресликувањето ev [v]  определено со базата 

1 n{e , ,e }  е изоморфизам меѓу векторските простори V  и ºn. Ќе 

покажеме дека постои, исто така, изоморфизам определен со базата 

1 n{e , ,e }  од алгебрата A(V)  од сите линеарни оператори над V  

во алгебрата од сите квадратни матрици од ред n над полето º. 
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Аналогно важи за линеарните пресликувања F : V U,  од еден 

векторски простор во друг.  

 

7.2 Матрична репрезентација на линеарни оператори 

Нека Т е линеарен оператор на векторскиот простор V  над по-

ле º и нека 1 n{e , ,e }  е база за V.  Нека 1 nT(e ), , T(e )  се вектори 

во V и нека секој е претставен како линеарна комбинација во однос 

на базата 1 n{e , ,e }   

1 11 1 12 2 1n nT(e ) a e a e a e     

2 21 1 22 2 2n nT(e ) a e a e a e     

 ............................................... 

n n1 1 n2 2 nn nT(e ) a e a e a e     

каде што ija , i 1, ,n,  j 1, ,n,   се скалари од полето º. Тие фор-

мираат квадратна матрица од ред n. 

Дефиниција. Транспонираната на горната матрица од коефи-

циенти означена со e[T]  или [T]  се нарекува матрична репрезен-

тација на Т во однос на базата 1 n{e , ,e },  односно матрица на Т 

во однос на базата 1 n{e , ,e }  

11 21 n1

12 22 n2
e

1n 2n nn

a a a
a a a

[T]

a a a

 
 
   
  
 




   

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Пример. Нека V  е векторскиот простор од полиноми по t  над 

полето — со степен најмногу 3, и нека D : V V  е диференцијалниот 

оператор дефиниран со  

d(p(t))
D(p(t)) .

dt
  

Да ја пресметаме матрицата D  во однос на базата 2 3{1, t, t , t }.  Има-

ме дека  

2 3D(1) 0 0 0t 0t 0t      

2 3D(t) 1 1 0t 0t 0t      

2 2 3D(t ) 2t 0 2t 0t 0t      

3 2 2 3D(t ) 3t 0 0t 3t 0t      

Според тоа, добиваме дека  

0 1 0 0
0 0 2 0

[D]
0 0 0 3
0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

.  

Пример. Нека Т е линеарен оператор на —2 дефиниран со 

T(x, y) (4x 2y,2x y)    

 Да ја пресметаме матрицата на Т  во однос на базата  

1 2{f (1,1), f ( 1,0)}    

Имаме дека  

1 1 2T(f ) T(1,1) (2,3) 3(1,1) ( 1,0) 3f f        
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2 1 2T(f ) T( 1,0) ( 4, 2) 2(1,1) 2( 1,0) 2f 2f             

Според тоа, добиваме дека 
3 2

T(f)
1 2

 
  
 

.   

Забелешка. Да се потсетиме дека секоја квадратна матрица 

 ijA a  од ред n над поле º определува линеарен оператор Т над 

ºn со пресликувањето T(v) Av,  каде што v  е запишан како вектор 

колона.  

Ќе покажеме дека матричната репрезентација на линеарниот 

оператор Т во однос на стандардната база 1 n{e , ,e }  на ºn е матри-

цата А, односно e[T] A.  Имаме дека  

1111 12 1n

2121 22 2n
1 1 11 1 21 2 n1 n

n1 n2 nn n1

aa a a 1
aa a a 0

T(e ) Ae a e a e a e

a a a 0 a

    
    
              
           





     



 

1211 12 1n

2221 22 2n
2 2 12 1 22 2 n2 n

n1 n2 nn n2

aa a a 0
aa a a 1

T(e ) Ae a e a e a e

a a a 0 a

    
    
              
           





     



 

........................................................................................................ 

1n11 12 1n

2n21 22 2n
n n 1n 1 2n 2 nn n

n1 n2 nn nn

aa a a 0
aa a a 0

T(e ) Ae a e a e a e

a a a 1 a

    
    
              
           





     


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Според тоа, заклучуваме дека  

11 21 n1

12 22 n2
e

1n 2n nn

a a a
a a a

[T] A

a a a

 
 
   
  
 




   


.  

Нашата прва теорема кажува дека дејството на оператор Т на 

вектор v  се запазува со неговата матрична репрезенатација.  

Теорема 7.1. Нека 1 n{e , ,e }  е база на V  и нека Т е произ-

волен линеарен оператор во V.  Тогаш за произволен вектор v V  

важи  

e e e[T] [v] [T(v)] .  

Доказ. Нека 1 n{e , ,e }  е база на V  и нека Т е линеарен 

оператор во V.  Претпоставуваме дека за i 1, ,n,   имаме  

n

i in 1 i2 2 in n ij j
j 1

T(e ) a e a e a e a e


      

Тогаш e[T]  е квадратна матрица од ред n чија што j  та редица  е  

1j 2j nj(a ,a , ,a )                                                        (1) 

Сега, претпоставуваме дека  

n

1 1 2 2 n n i i
i 1

v k e k e k e k e


      .  

Со запишување на вектор колона како транспонирана вектор редица 

добиваме  



Матрици и линеарни оператори  

                                                       210 
 

t
e 1 2 n[v] (k ,k ,k )                                             (2) 

Уште повеќе, заради линеарноста на операторот Т наоѓаме дека 

n n n n

i i i i i ij j
i 1 i 1 i 1 j 1

T(v) T k e k T(e ) k a e
   

  
     

      
     

        
n n n

ij i j 1j 1 2j 2 nj n j
j 1 i 1 j 1

a k e (a k a k a k )e
  

 
     
 
 

     

Тогаш  e[T(v)]  е вектор колоната чијшто j  ти елемент е   

1j 1 2j 2 nj na k a k a k                                                 (3) 

Од друга страна, j-тиот елемент  на e e[T] [v]  се добива со мно-

жење на j  тата редица на e[T]  со e[v] ,  односно со множење на (1) 

со (2). Но производот на (1) и (2) е токму скаларот (3). Според тоа,  

e e[T] [v]  и e[T(v)]  имаат исти елементи, од каде што следува дока-

зот на тврдењето. ■ 

Теорема 7.1 всушност покажува дека ако се помножи коорди-

натниот вектор v  со матричната репрезентација на Т се добива 

координатниот вектор T(v).  

Пример. Нека D : V V  е диференцијалниот оператор. Ако  

2 3p(t) a bt ct dt     тогаш  2D(p(t)) b 2ct 3dt    

Според тоа, во однос на базата 2 3{1, t, t , t }  имаме дека  
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a
b

[p(t)]
c
d

 
 
 
 
 
 

     и     

b
2c

[D(p(t)]
3d
0

 
 
 
 
 
 

 

Овде сe потврдува теорема 7.1, односно имаме дека  

0 1 0 0 a b
0 0 2 0 b 2c

[D][p(t)] [D(p(t)]
0 0 0 3 c 3d
0 0 0 0 d 0

     
     
       
    
     
     

  

Пример. Да го разгледаме линеарниот оператор T :—2—2 

определен претходно со    

T(x, y) (4x 2y,2x y)    

Нека v (5,7).  Тогаш имаме дека 

1 2v (5,7) 7(1,1) 2( 1,0) 7f 2f       

1 2T(v) (6,17) 17(1,1) 11( 1,0) 17f 11f       

каде што 1f (1,1)  и 2f ( 1,0).  Затоа во однос на базата 1 2{f , f }  имаме 

дека 

f
7

[v]
2
 

  
 

 и  f
17

[T(v)]
11
 

  
 

 

Овде сe потврдува теорема 7.1, односно имаме дека  

f f f
3 2 7 7

[T] [v] [T(v)]
1 2 2 11

    
      
     

  
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Сега треба да придружиме матрица e[T]  на секое Т од A(v),  

алгебрата од линеарни оператори на V.  Според нашата прва теоре-

ма со оваа репрезентација се запазува дејството на секој оператор 

Т. Следните две теореми покажуваат дека трите основни операции  

(i) собирање     (ii)множење со скалар      (iii)  композија  

исто така се запазуваат. 

Теорема 7.2. Нека 1 n{e , ,e }  е база на V  над поле º и нека 

¿ е алгебрата од квадратни матрици од ред n над º. Тогаш пресли-

кувањето eT [T]  е изоморфизам на векторски простор од A(v)  

над ¿. Всушност тоа е биекција таква што за произволни S, T A(V)  

и произволно k º 

e e e[T S] [T] [S]     и  e e[kT] k[T]  

Доказ. Видовме дека e[T] [T]  е биекција. Да претпоставиме 

дека за i 1, ,n,   

n

i ij j
j 1

T(e ) a e


      и   
n

i ij j
j 1

S(e ) b e


   

Нека А и B се матриците  ijA a  и  ijB b .  Тогаш имаме дека  

t
e[T] A  и t

e[S] B   

Оттука добиваме дека  

 
n

i i i ij ij j
j 1

T S (e ) T(e ) S(e ) (a b )e


      
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 Да забележиме дека A B  е матрица ij ij(a b ).  Согласно тоа, имаме 

дека  

t t t
e e e[T S] (A B) A B [T] [S]        

 Исто така, имаме за i 1, ,n,   

 
n n

i i ij j ij j
j 1 j 1

kT (e ) kT(e ) k a e (ka )e
 

     

Да забележиме дека kA  е матрица со елементи ijka .  Според тоа, 

имаме дека  

t t
e e[kT] (kA) kA k[T]    ■ 

Теорема 7.3. Нека 1 n{e , ,e }  е база на V.  Тогаш за произ-

волни линеарни оператори S, T A(V)  важи 

 e e e[ST] [S] [T]  

Доказ. Да претпоставиме дека  

n

i ij j
j 1

T(e ) a e


     и   
n

i ij j
j 1

S(e ) b e .


   

Нека А и B се матриците  ijA a  и  ijB b .  Тогаш имаме дека  

t
e[T] A  и t

e[S] B   

Оттука добиваме дека  

 
n n

i i ij j ij j
j 1 j 1

ST (e ) S(T(e )) S a e a S(e )
 

 
    
 
 
   
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n n n n

ij jk k ij jk k
j 1 k 1 k 1 j 1

a b e a b e
   

  
   

      
     

Да забележиме дека AB  е матрица  ikAB c  каде 
n

ik ij jk
j 1

c a b .


   

Според тоа, имаме дека  

t t t
e e e[ST] (AB) B A [S] [T]    ■ 

Пример. Ќе ги илустрираме овие две теореми во случај кога 

dimV 2.  Нека 1 2{e ,e }  е база на V,  и нека S, T  се линеарни опера-

тори на V  за кои што важи 

1 1 1 2 2T(e ) a e a e ,     2 1 1 2 2T(e ) b e b e ,   и  

1 1 1 2 2S(e ) c e c e ,     2 1 1 2 2S(e ) d e d e   

Тогаш имаме дека  

1 1
e

2 2

a b
[T]

a b
 

  
 

  и  1 1
e

2 2

c d
[S]

c d
 

  
 

 

од каде што наоѓаме дека  

1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2(T S)(e ) T(e ) S(e ) (a e a e ) (c e c e )         

                1 1 1 2 2 2(a c )e (a c )e     

2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2(T S)(e ) T(e ) S(e ) (b e b e ) (d e d e )         

                1 1 1 2 2 2(b d )e (b d )e     

Конечно, добиваме дека  
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1 1 1 1 1 1 1 1
e e e

2 2 2 2 2 2 2 2

a c b d a b c d
[T S] [T] [S]

a c b d a b c d
      

                
 

 Исто така за k º имаме дека 

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2(kT)(e ) kT(e ) k(a e a e ) ka e ka e      

                2 2 1 1 2 2 1 1 2 2(kT)(e ) kT(e ) k(b e b e ) kb e kb e      

Конечно, добиваме дека  

1 1 1 1
e e

2 2 2 2

ka kb a b
[kT] k k[T]

ka kb a b
   

     
   

 

За производот имаме дека 

 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2(ST)(e ) S(T(e )) S(a e a e ) a S(e ) a S(e )      

              1 1 1 2 2 2 1 1 2 2a (c e c e ) a (d e d e )      

              1 1 2 1 1 1 2 2 2 2(a c a d )e (a c a d )e ,      и 

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2(ST)(e ) S(T(e )) S(b e b e ) b S(e ) b S(e )      

              1 1 1 2 2 2 1 1 2 2b (c e c e ) b (d e d e )      

              1 1 2 1 1 1 2 2 2 2(b c b d )e (b c b d )e     

од каде што заклучуваме дека  

1 1 2 1 1 1 2 1
e

1 2 2 2 1 2 2 2

a c a d b c b d
[ST]

a c a d b c b d
  

    
 

        1 1 1 1
e e

2 2 2 2

c d a b
[S] [T]

c d a b
   

      
   

  
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7.3  Прoмена на базата 

Со избор на база во векторски простор може да претставиме 

вектор со n  торка (вектор колона) и линеарно пресликување со 

матрица. Се поставува следното прашање - како ќе се промени реп-

резентацијата на векторите или репрезентацијата на линеарниот 

оператор ако избереме нова база? Претходно треба да ја воведеме 

следната дефиниција. 

Дефиниција. Нека 1 n{e , ,e }  е база на векторски простор 

V  и нека 1 n{f , , f }  е друга база. Да претпоставиме дека  

1 11 1 12 2 1n n

2 21 1 22 2 2n n

n n1 1 n2 2 nn n

f =a e +a e +...+a e

f =a e +a e +...+a e

......................................

f =a e +a e +...+a e

 

Транспонираната матрица Р на матрицата од коефициенти  

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n nn

a a a
a a a

P

a a a

 
 
   
  
 




   


 

се нарекува матрица на премин (транзициона матрица) од 

„старата“ база 1 n{e , ,e }  кон „новата“ база 1 n{f , , f }.  

Матрицата Р е инверзибилна, бидејќи векторите 1 nf , , f
 
се 

линеарно независни. Всушност инверзната матрица 1P  е матрицата 

на премин од базата 1 n{f , , f }  кон базата 1 n{e , ,e }.  
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Пример. Да ги разгледаме следните две бази во —2 

1 2{e (1,0),e (0,1)}     и   1 2{f (1,1), f ( 1,0)}    

Тогаш имаме дека 

1 1 2f (1,1) (1,0) (0,1) e e ,      и  

2 1 2f ( 1,0) (1,0) 0(0,1) e 0e         

Оттука следува дека матрицата на премин Р од базата 1 2{e ,e }  

во базата 1 2{f , f }  гласи  

1 1
P

1 0
 

  
 

 

Исто така, имаме дека 

1 1 2e (1,0) 0(1,1) ( 1,0) 0f f ,       и  

2 1 2e (0,1) (1,1) ( 1,0) f f       

Оттука следува дека матрицата на премин Q  од базата 1 2{f , f }  

во базата 1 2{e ,e }  гласи  

0 1
Q

1 1
 

   
 

Забележуваме дека матриците P  и Q  се инверзни една на друга, од-

носно имаме дека  

1 1 0 1 1 0
PQ I

1 0 1 1 0 1
     

             
  
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Сега ќе покажеме што се случува со координатните вектори 

при промена на базата. 

Теорема 7.4. Нека Р е матрица на премин од база 1 n{e , ,e }  

во база 1 n{f , , f }  во векторски простор V.  Тогаш, за произволен 

вектор v V  важи f eP[v] [v] ,  од каде што следува дека 

1
f e[v] P [v]  

Доказ. Да претпоставиме дека за i 1, ,n,    

.
n

i i1 1 i2 2 in n ij j
j=1

f = a e + a e +...+ a e = a e     

Тогаш Р е квадратна матрица од ред n чија што j  та редица е  

 1j 2j nja , a , , a                                                        (1)  

Исто така, да претпоставиме дека  

 .
n

1 1 2 2 n n i i
i=1

v = k f +k f +...+k f = k f  

Тогаш со запишување на вектор колона како транспонирана вектор 

редица добиваме дека 

   t1 2 nf
v = k ,k ,...,k                                                (2)  

Со замена на if  во равенството за v  добиваме дека 

n n n n n

i i i ij j ij i j
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1

v = k f = k a e = a k e =
   
   

  
    
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   
k

1j 1 2j 2 nj n j
j=1

= a k +a k + +a k e   

Според тоа, добиваме дека  e[v]  е вектор колонона со j -  ти елемент  

1j 1 2j 2 nj na k + a k +...+ a k
                                     

(3)  

Од друга страна пак, j - тиот елемент на fP[v]  се добива со множење 

на j - тата редица на Р со f[v] ,  односно на (1) и (2). Но производот 

на (1) и (2) е даден со (3), па според тоа, добиваме дека fP[v]  и e[v]  

имаат исти елементи, од каде што следува дека f eP[v] [v] .  Уште 

повеќе, ако последното равенство го помножиме со 1P  добиваме  

 1 1
e f fP [v] P P[v] [v]     

што требаше да се докаже. ■ 

Да забележиме дека иако Р се нарекува матрица на премин од 

старата база 1 n{e , ,e }  во новата база 1 n{f , , f },  со нејзиното 

дејство таа ги трансформира координатите на вектор v  во однос на 

новата база 1 n{f , , f }  во неговите координати во однос на старата 

база 1 n{e , ,e }.    

Ќе ја илустрираме теоремата за dimV 3.  Нека P е матрицата 

на премин од базата 1 2 3{e ,e ,e }  на V во базата 1 2 3{f , f , f }  на V. То-

гаш имаме дека  

1 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 3 3

3 1 1 2 2 3 3

f = a e + a e + a e

f =b e +b e +b e

f = c e + c e + c e
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од каде што наоѓаме дека  

  
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
P = a b c

a b c

 
 
 
 
 

 

Сега да претпоставиме дека v V  и  дека  

1 1 2 2 3 3v=k f +k f +k f .  

Тогаш со замена за векторите 1 2 3f , f , f  наоѓаме дека 

   

 

1 1 1 2 2 3 3 2 1 1 2 2 3 3

3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 1 3 1 2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

v = k (a e + a e + a e )+k (b e +b e +b e )+

+k (c e + c e + c e ) =

= a k +b k + c k e + a k +b k + c k e +

+ a k +b k + c k e

 

Според тоа, добиваме дека  

 
1

2f

3

k
v = k

k

 
 
 
 
 

 и    
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3e

3 1 3 2 3 3

a k +b k +c k
v = a k +b k +c k

a k +b k +c k

 
 
 
 
 

  

од каде што следува дека  

   
1 1 1 1 1 1 1 2 1 3

2 2 2 2 2 1 2 2 2 3f e

3 3 3 3 3 1 3 2 3 3

a b c k a k +b k + c k
P v = a b c k = a k +b k + c k = v

a b c k a k +b k + c k

    
    
    
    
    

 

Со множење на погорното равенство со 1P  добиваме дека 

1 1
e f f fP [v] P P[v] I[v] [v]     
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Пример. Нека v (a,b) —2.  За следните две бази во —2 

1 2{e (1,0),e (0,1)}     и   1 2{f (1,1), f ( 1,0)}    

разгледани во претходниот пример имаме дека 

1 2v (a,b) a(1,0) b(0,1) ae be ,      и  

1 2v (a,b) b(1,1) (b a)( 1,0) bf (b a)f         

Оттука следува дека  

e
a

[v]
b
 

  
 

  и   f
b

[v]
b a
 

   
 

Според претходниот пример матрицата на премин Р од базата 

1 2{e ,e }  во базата 1 2{f , f }  и нејзината инверзна 1P  се дадено со   

1 1
P

1 0
 

  
 

   и   1 0 1
P

1 1
  
   

 

Да го верифицираме резултатот од Теорема 7.4  

f e
1 1 b a

P[v] [v]
1 0 b a b

    
           

 

1
e f

0 1 a b
P [v] [v]

1 1 b b a
      

           
  

Следната теорема покажува дека матричната репрезентација 

на линеарен оператор зависи од базата, односно се менува со про-

мена на базата.  

Теорема 7.5. Нека Р е матрица на премин од база 1 n{e , ,e }   

во база  1 n{f , , f }  во векторски простор V.  Тогаш за произволен  
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линеарен оператор Т на V  важи 

    -1
f e

T = P T P  

Доказ.  За произволен вектор v V  имаме дека   

          -1 -1 -1
e ee f e f

P T P v = P T v = P T v = T v        

Бидејќи важи равенството  

     f f f
T v = T v    

наоѓаме дека  

       -1
e f f f

P T P v = T v  

Бидејќи пресликувањето  fv v е сурјективно на ºn следува дека 

 
   -1

e f
P T PX = T X,     за секое X  ºn 

Според тоа, може да заклучиме дека  

   -1
e f

P T P = T
 

што требаше да се докаже. ■ 

Пример. Нека Т е линеарен оператор на —2 определен со  

T(x,y) (4x 2y,2x y).     

Тогаш за стандардната база на —2 имаме дека  

1 1 2T(e ) T(1,0) (4,2) 4(1,0) 2(0,1) 4e 2e       

2 1 2T(e ) T(0,1) ( 2,1) 2(1,0) (0,1) 2e e          

Според тоа, наоѓаме дека  
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e
4 2

[T]
2 1

 
  
 

 

Со помош на теорема 7.5 може да се пресмета f[T]  

1
f e

0 1 4 2 1 1 3 2
[T] P [T] P

1 1 2 1 1 0 1 2
         

               
  

Да забележиме дека ова се совпаѓа со изведувањето на f[T]  во 

вториот пример од претходното поглавје.  

Забелешка. Нека ijP (a )  е произволна квадратна матрица од 

ред n над поле º. Ако 1 n{e , ,e }  е база во векторски простор V  над 

поле º, тогаш n  те векторите  

i 1i 1 2i 2 ni nf a e a e a e ,      i 1, ,n   

се линеарно независни и формираат база на V.  Уште повеќе, P  е 

матрица на премин од базата 1 n{e , ,e }  во базата 1 n{f , , f }.  

Според тоа, ако А е било која матрична репрезентација на линеарен 

оператор Т на V,  тогаш матрицата 1B P AP  е исто така матрична 

репрезентација на Т.  

 

7.4 Сличност на матрици 

Нека А и В се квадратни матрици за кои постои инверзибилна 

матрица Р таква што  

1B P AP  

Тогаш В се нарекува слична матрица на матрицата А, односно се 

добива од А со трансформација на сличност.  
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Лема. Релацијата сличност е релација на еквиваленција, 

односно  

(i)  матрицата А е слична на матрицата А 

(ii)  ако матрицата А е слична на матрицата В, тогаш матрицата 

В е слична на матрицата А 

(iii)  ако матрицата А е слична на матрицата В, и матрицата В е 

слична на матрицата С, тогаш матрицата А е слична на матрицата С. 

Доказ. (i)  Единичната матрица I  е инверзибилна и 1I I .  Би-

дејќи  

1A I AI  

следува дека матрицата  А е слична на себе. 

(ii)  Бидејќи матрицата А е слична на матрицата В постои ин-

верзибилна матрица Р така што 1A P BP.  Тогаш имаме дека  

1 1 1 1B PAP (P ) AP      

и Р е инверзибилна матрица. Според тоа, матрицата В е слична на 

матрицата А. 

(iii)  Бидејќи матрицата А е слична на матрицата В постои ин-

верзибилна матрица Р така што 1A P BP,  и бидејќи матрицата В е 

слична на матрицата С постои инверзибилна матрица Q  така што 

1B Q CQ.  Тогаш имаме дека  

1 1 1 1A P BP P (Q CQ)P (QP) C(QP)       
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и QP  е инверзибилна матрица. Според тоа, матрицата А е слична на 

матрицата С. ■ 

Од погорната лема и од теоремата 7.5 добиваме дека 

Теорема 7.6. Две матрици А и В претставуваат ист линеарен 

оператор Т ако и само ако тие се слични една на друга.   

Според тоа, сите матрични репрезентации на еден линеарен 

оператор Т формираат класа на еквиваленција од слични матрици.  

Линеарен оператор велиме дека може да се дијагонализира 

ако постои база 1 n{e , ,e }  во однос на која што неговата матрична 

репрезентација е дијагонална матрица. Во тој случај за базата 

1 n{e , ,e }  велиме дека го дијагонализира операторот Т.  

Теорема 7.7. Нека А е матрична репрезентација на линеарен 

оператор Т. Тогаш Т се дијагонализира ако и само ако постои 

инверзибилна матрица Р таква што 1P AP  е дијагонална матрица. 

Доказ. Доказот е последица од дефиницијата за сличност на 

матрици и дефиницијата за дијагонализирање. ■ 

Според теорема 7.7 операторот Т може да се дијагонализира 

ако и само ако неговата матрична репрезентација може да се дијаго-

нализира со слична трансформација.  

Да забележиме дека не секој линеарен оператор може да се 

дијагонализира. Подоцна ќе покажеме (поглавје 10) дека секој опе-

ратор Т може да се претстави со „стандардни“ матрици наречени 

нормални или канонични форми. Доказот вклучува предзнаење 

од теорија на полиња, полиноми и детерминанти.    
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Сега, да претпоставиме дека f  е функција од множеството на 

квадратни матрици во —, која што придружува иста вредност на 

слични  матрици, односно f(A) f(B)  ако А и В се слични матрици. 

Тогаш f  индуцира функција, означена исто така со f,  на линеарни 

оператори Т на следниот природен начин ef(T) f([T] ),  каде што  

1 n{e , ,e }  е било која база. Функцијата е добро дефинирана заради 

претходната теорема. Најважниот пример на таква функција е де-

терминантата. Друг важен пример на таква функција е даден во 

следниот пример. 

Пример. Трага на квадратна матрица ijA (a ),  означена со 

tr(A),  се дефинира како збир на дијагоналните елементи на матри-

цата, односно  

11 22 nntr(A) a a a     

Ќе покажеме дека слични матрици имаат иста трага. Имено нека А и 

В се слични матрици, односно 1B P AP.  Тогаш имаме дека 

n n n n
1 1 1

ii ij jk ki
i 1 i 1 j 1 k 1

tr(B) tr(P AP) (P AP) (P A P )  

   

      

        
n n n n n n

1
ki ij jk kj jk kk

j 1 k 1 i 1 j 1 k 1 k 1

P P A A A tr(A)

     

  
            
     

Значи, сличните матрици имаат иста трага. Затоа може да се збо-

рува за трага на линеарен оператор Т, како трага на било која 

негова матрична репрезентација 

eTr(T) tr([T] )  
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7.5 Матрици и линеарни пресликувања 

Да го разгледаме општиот случај на линеарно пресликување 

од еден векторски простор во друг. Нека V  и U  се векторски прос-

тори над поле º и нека dimV m  и dimU n.  Нека 1 m{e , ,e }  и 

1 n{f , , f }  се произволни, но фиксирани бази на V  и U  соодветно.  

Да претпоставиме дека F : V U  е линеарен оператор. Тогаш 

векторите 1 mF(e ), ,F(e )  припаѓаат на U  и затоа секој од нив е ли-

неарна комбинација од векторите 1 nf , , f  

1 11 1 12 2 1n n

2 21 1 22 2 2n n

m m1 1 m2 2 mn n

F(e )= a f +a f +...+a f

F(e )= a f + a f +...+a f

.........................................

F(e )= a f +a f +...+ a f

 

Транспонираната матрица на погорната матрица од коефицинети, 

означена со f
e[F]  се нарекува матрична репрезентација на F  во 

однос на базите 1 m{e , ,e }  и 1 n{f , , f }    

 
11 21 m1

f 12 22 m2
e

1n 2n mn

a a a
a a a

F =

a a a

 
 
 
 
 
 




   


 

Важи следната теорема.  

Теорема 7.8. За произволен вектор v V  важи  

     f

e e f
F v = F v    
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Имено, според оваа теорема, множејќи го координатниот вектор на 

v  во однос на базата 1 m{e , ,e }  со матрицата f
e[F]  го добиваме 

координатниот вектор на F(v)  во однос на базата 1 n{f , , f }.  

Теорема 7.9. Пресликувањето  feF F  е изоморфизам од 

Hom(V,U)  во векторскиот простор од nxm  матрици над поле º. 

Имено, пресликувањето е биекција таква што за произволни 

F,G Hom(V,U)   и произволно k º 

     f f f

e e e
F + G = F + G   и      f f

e e
kF = k F  

Забелешка. Да се потсетиме дека произволна nxm  матрица А 

над º ја идентификувавме порано со линеарно пресликување од ºm 

во ºn дадено со v A(v).  Сега да претпоставиме дека V  и U  се 

векторски простори над поле º со димензии m и n  соодветно, и 

нека 1 m{e , ,e }  e база на V  и 1 n{f , , f }  e база на U. Тогаш според 

теорема 7.9 исто така ќе го идентифицираме А со линеарно пресли-

кување F : V U  дадено со 

   f e
F(v) = A v  

Ако избереме други бази на V  и U,  тогаш А ќе се идентифицира со 

друго линеарно пресликување од V  во U. 

Теорема 7.10. Нека 1 m{e , ,e },  1 n{f , , f }  и 1 k{g , ,g }  се 

бази на V,  U  и W  соодветно. Нека F : V U  и G : U W  се 

линеарни пресликувања, тогаш важи  

     g g f

e f e
G F = G F  
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Според оваа теорема, во однос на фиксирани бази, матричната 

репрезентација на композицијата на две линеарни пресликувања е 

еднаква со производот на матричните репрезентации на соодветни-

те пресликувања.  

Следната теорема покажува како матричнита репрезентација 

на линеарното пресликување F : V U  се менува кога ќе избереме 

нова база. 

Теорема 7.11. Нека Р е матрица на премин од базата 

1 m{e , ,e },   во база 1 m{e , ,e }   во V,  и нека Q  е матрица на пре-

мин од базата 1 n{f , , f }  во база 1 n{f , , f }   во U. Тогаш за произ-

волно пресликување F : V U  важи равенството  

   f f-1
e e

F =Q F P


  

Во специјален случај важи равенството  

   f f-1
e e

F =Q F


 
 

кога имаме промена на базата само во U  и  

   f f

e e
F = F P  

кога имаме промена на базата само во V. 

Следната теорема покажува дека секое линеарно пресликува-

ње од еден простор во друг може да биде претставено со многу ед-

ноставна матрица. 

Теорема 7.12. Нека F : V U е линеарно пресликување и 

нека rankF r.  Тогаш постои база на V  и база на U  така што  
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матричната репрезентација на F  има облик  

I 0
A

0 0
 

  
 

 

каде што I  е идентичната квадратна матрица. Матрицата А ја наре-

куваме нормална или канонична форма на F.   

Доказ. Нека dimV m  и dimU n.  Нека W  е јадрото на F  и 

U  е сликата на F.  Бидејќи rankF r  имаме дека димензијата на 

јадрото на F   е m r.  Нека 1 m r{w , ,w }  е база на јадрото на F  која 

што ја прошируваме до база на V  

1 r 1 m r{v , , v ,w , ,w }   

Ставаме  

1 1u F(v ),  2 2u F(v ),  , r ru F(v )   

Да забележиме дека 1 r{u , ,u }  е база на U ,  сликата на F.  Да ја 

прошириме до база на U  

1 r r 1 n{u , ,u ,u , ,u }   

Забележуваме дека во однос на така избраната база имаме  

1 1 1 2 r r 1 nF(v ) u 1u 0u 0u 0u 0u          

2 2 1 2 r r 1 nF(v ) u 0u 1u 0u 0u 0u          

........................................................................ 

r r 1 2 r r 1 nF(v ) u 0u 0u 1u 0u 0u          

1 1 2 r r 1 nF(w ) 0 0u 0u 0u 0u 0u          
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........................................................................ 

m r 1 2 r r 1 nF(w ) 0 0u 0u 0u 0u 0u           

Затоа матрицата F во однос на погорните бази го има тој облик. 

 

Задачи за самостојна работа 

1. Најди ја матрицата на секој од следниве линеарни операто-

ри Т на —2 во однос на стандардната база  

     а) T(x, y) (2x 3y,x y)            б) T(x, y) (5x y,3x 2y)    

2. Најди ја матрицата на секој оператор Т од претходната зада-

ча во однос на базата 1 2{f (1,2), f (2,3)}.   Покажи дека во секој од 

случаите важи f f f[T] [v] [T(v)]  за било кој вектор v—2.  

3. Најди ја матричната репрезентација на секој од следниве 

линеарни оператори Т на —2 во однос на стандардната база  

    а) T(x,y,z) (x,y,0)           

    б) T(x, y,z) (2x 7y 4z,3x y 4z,6x 8y z)        

    в) T(x, y,z) (x,y z, x y z)     

4. Нека D е операторот диференцирање, d(f) df / dt.  Секое од 

следниве множества е база на векторски простор V на функции 

f :——. Најди ја матрицата на D во однос на секоја од следниве 

бази: 

    а) t 2t 2t{e ,e , te }                б) {sin t,cos t}   

    в) 5t 5t 2 5t{e , te , t e }             г) {1, t,sin3t,cos3t}  
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5. Разгледај го полето комплексни броеви ¬ како векторски 

простор над полето реални броеви —. Нека Т е линеарниот оператор 

конјугација на ¬, односно T(z) z.  Најди ја матрицата на Т во однос 

на секоја од следниве бази: 

    а) {1,i}                б) {1 i,1 2i}    

6. Нека V  е векторскиот простор од сите 2x2  матрици и нека 

a b
M .

c d
 

  
 

 Најди ја матрицата на следниве линеарни оператори Т 

на V  во однос на стандардната база на V   

    а) T(A) MA           б) T(A) AM            в) T(A) MA AM   

7. Нека V1  и V0  се идентичниот и нултиот оператор, соодвет-

но, на векторски простор V.  Покажи дека за било која база i{e }  на 

V,  

а) V e[1 ] I,  единичната матрица    

б) V e[0 ] 0,  нултата матрица 

8. Нека 1 2{e (1,0),e (0,1)}   и 1 2{f (1,2), f (2,3)}   се бази во 

—2.  

а) Најди ги матриците на премин Р и Q од i{e }  во i{f },  соод-

ветно. Потврди дека 1Q P .  

б) Покажи дека e f[v] P[v] ,  за било кој вектор v —2 

9. Нека 1 2{f (1,2), f (2,3)}   и 1 2{g (1,3),g (1,4)}   се бази во 

—2.  
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а) Најди ги матриците на премин Р и Q од i{f }  во i{g },  соод-

ветно. Потврди дека 1Q P .  

б) Покажи дека f g[v] P[v] ,  за било кој вектор v —2 

10. Нека 1 2{e ,e }  е база на V  и нека T : V V  е линеарен 

оператор таков што 1 1 2T(e ) 3e 2e   и 2 1 2T(e ) e 4e .   Нека 1 2{f , f }  

е база на V  за која што 1 1 2f e e   и 2 1 2f 2e 3e .   Најди ја матрица-

та на Т во однос на базата 1 2{f , f }.  

11. Разгледај ги базите B {1,i}  и B {1 i,1 2i}     на полето 

комплексни броеви ¬ над полето реални броеви —.  

а) Најди ги матриците на премин P и Q  од В во B  и од B  во 

В, соодветно. Потврди дека 1Q P  

б) Покажи дека 1
B B[T] P [T] P
   за конјугацијата Т на ¬ 

12. Нека i{e },  i{f }  и i{g }  се бази на V,  и нека P и Q  се мат-

риците на премин од i{e }  во i{f }  и од i{f }  во i{g }. Покажи дека PQ  

е матрица на премин од i{e }  во i{g }. 

 13. Нека А е квадратна матрица од ред 2 којашто е слична на 

себе. Покажи дека А е од облик  

a 0
A

0 a
 

  
 

 

Генерализирај го заклучокот за квадратна матрица од ред n којашто 

е слична на себе.  



Матрици и линеарни оператори  

                                                       234 
 

14. Покажи дека секоја матрица слична на инверзибилна мат-

рица е инверзибилна. Поопшто, покажи дека слични матрици имаат 

ист ранг.  

15. Најди ја матричната репрезентација на линеарните пресли-

кувања во однос на соодветните стандардни бази на —n 

   a) F :—3—2 дефинирано со F(x, y,z) (2x 4y 9z,5x 3y 2z)      

   б) F :—2—4 дефинирано со F(x, y) (3x 4y,5x 2y,x 7y,4x)     

   в) F :—4— дефинирано со F(x, y,z, t) 2x 3y 7z 1     

   г) F :——2 дефинирано со F(x) (3x,5x)  

16. Нека линеарното пресликување F :—3—2 е дефинирано 

со F(x, y,z) (2x y z,3x 2y 4z).      

а) Најди ја матрицата на F  во однос на базите  

1 2 3{f (1,1,1), f (1,1,0), f (1,0,0)}    и 1 2{g (1,3),g (1,4)}    

на —3 и —2: 

б) Потврди дека g
f f g[F] [v] [F(v)]  

17. Нека i{e }  и i{f }  се бази на V,  и нека V1  е идентичното 

пресликување на V.  Покажи дека матрицата на премин на V1  од ба-

зата i{e }  во базата i{f }  е инверзната матрица на транспонираната 

матрица на премин Р од i{e }  во i{f },  односно g 1
V e[1 ] P .  

18. Нека Т е линеарен оператор на V  и нека W  е потпростор 

од V  инваријантен при Т, односно T(W) W.  Претпостави дека  
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dimW m.  Покажи дека Т има матрична репрезентација од облик 

A B
,

0 C
 
 
 

 каде што А е mxm  подматрица.  

19. Нека V U W,   и нека U и W се инваријантни потпростори 

при линеарен оператор T : V V.  Претпостави дека dimU m  и 

dimV n.  Покажи дека F има матрична репрезентација од облик 

A 0
,

0 B
 
 
 

 каде што А е mxm  подматрица и В е nxn  подматрица.  

20. Велиме дека две линеарни оператори F и G на V се слични 

ако постои инверзен линеарен оператор T на V така што 1G T FT.  

Докажи дека 

(а) F и G се слични ако и само ако, за која било база i{e }  на V, 

матричните репрезентации e[F]  и e[G]  се слични матрици. 

(б) Ако операторот F може да се дијагонализира, тогаш секој 

сличен оператор G исто така може да се дијагонализира. 

21. За две mxn  матрици А и В над поле º велиме дека се ек-

вивалентни ако постојат инверзибилна квадратна матрица Q  од 

ред m и инверзибилна квадратна матрица Р од ред n така што 

B QAP.  

а) Покажи дека еквиваленцијата на матрици е релација за ек-

виваленција.  

б) Покажи дека А и В може да бидат матрични репрезентации 

на ист линеарен оператор F : V U  ако и само ако А и В се еквива-

лентни матрици.  
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22. Две алгебри А и В над поле º се изоморфни како алгеб-

ри ако постои биекција f : АВ така што за u, v А и k º важи   

(i)  f(u v) f(u) f(v)       (ii)  f(ku) kf(u)    (iii)  f(uv) f(u)f(v)  

односно, ако f  ги запазува операциите на алгебрата: собирање на 

вектори, множење со скалар и множење на вектори. Во тој случај 

пресликувањето f  се нарекува изоморфизам од А во В. Покажи дека 

релацијата изоморфизам меѓу алгебри е релација за еквиваленција.  

23. Нека А е алгебрата од сите квадратни матрици од ред n  

над поле º и нека Р е инверзибилна матрица во А. Покажи дека 

кореспонденцијата 1A P AP,  каде што AА е изоморфизам на 

алгебрата А во себе.  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

8. ДЕТЕРМИНАНТИ  

 8.1 Вовед 

На секоја квадратна матрица A над поле º придружуваме 

скалар наречен детерминанта на А кој што ќе го означуваме со 

det A  или | A |  

Поимот за детерминанта е еден од фундаменталните поими во 

линеарната алгебра. Тој за првпат се воведува при решавање на 

системи линеарни равенки. 

Самата дефиниција за детерминанта како и нејзините особини 

бара претходна подготовка. Затоа започнуваме со воведување на 

поимот за пермутација. 

 

8.2 Пермутации 

Секое биективно пресликување од множеството {1, ,n}  во 

себе се нарекува пермутација. Пермутацијата ќе ја означуваме со  
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1 2 n

1 2 n
j j j

 
   

 




   или  1 2 nj j j      каде што ij (i)   

Забележуваме дека бидејќи   е биекција, низата 1 2 nj j j  претставу-

ва прередување на елементите 1,2, ,n.  Бројот на сите вакви пер-

мутации е еднаков на n! n(n 1) 3 2 1.     Множеството од сите пер-

мутации најчесто се означува со nS .  Ако nS  тогаш инверзното 

пресликување 1
nS ,   и ако n, S   тогаш нивната композиција 

nS .   Специјално, идентичното пресликување, 12 n,    при-

паѓа во nS  и важи 

1 1           

Според тоа , може да заклучиме дека n(S , )  е група.  Ако n 2  оваа 

група е комутативна, но за n 2  може да се покаже дека е некому-

тативна.  

Пример. Постојат 2! 2 1 2    пермутации во 2S :  12 и 21.  

Пример. Постојат 3! 3 2 1 6     пермутации во 3S :  123, 132, 

213, 231, 312 и 321.  

Да разгледаме произволна пермутација 1 2 nj j j    во nS .  Ве-

лиме дека   е парна или непарна пермутација во зависност од тоа 

дали бројот на парови (i,k)  за кои што  

i k  но i  му претходи на k  во                                  (*) 

е парен или непарен. 

Дефинираме знак на   или парност на   со  
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1 ако е парна
sgn

1 ако е непарна


  
 

 

Пример. Да ја разгледаме пермутацијата 35142   во 5S .   

Броевите 3 и 5 претходат и се поголеми од 1, па затоа парови-

те (3,1)  и (5,1)  ја задоволуваат (*), 

Броевите 3, 5 и 4 претходат и се поголеми од 2, па затоа паро-

вите (3,2),  (5,2)  и (4,2)  ја задоволуваат (*), и 

Бројот 5 претходи и е поголем од 4, па затоа парот (5,4)  ја 

задоволува (*) 

Според тоа, точно 6 парови ја задоволуваат (*), од каде што 

заклучуваме дека пермутацијата 35142   е парна и sgn 1.   

Пример. Идентичната пермутација 12 n    е парна бидејќи 

ниту еден пар не ја задоволува (*).  

Пример. Во 2S  пермутацијата 12 е парна пермутација, а пер-

мутацијата 21 е непарна пермутација.  

Во 3S  пермутациите 123, 231 и 312 се парни пермутации, доде-

ка пермутациите 132, 321 и 213 се непарни пермутации.  

Пример. Нека   е пермутација која заменува два броја i  и j,  

а другите броеви ги остава фиксни.  Имено 

(i) j,     (j) i,     (k) k,    k i,  k j  

Пермутацијата   ја нарекуваме транспозиција. Ако i j  тогаш  

12 (i 1)j(i 1) (j 1)i(j 1) n         
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па постојат 2(j i 1) 1    парови кои што ја задоволуваат (*). Имено 

тоа се паровите од облик  

(j,i),   (j, x),   (x,i)    каде што x i 1, , j 1    

Според тоа,  транспозицијата   е непарна пермутација.  

 

8.3 Детерминанти 

Нека А е квадратна матрица од ред n над поле º 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
   
  
 




   


 

Да разгледаме производ од n  елементи на матрицата А така што во 

тој производ влегува по точно еден елемент од секоја редица и по 

точно еден елемент од секоја колона. Таков еден производ може да 

се запише во облик  

1 2 n1j 2 j nja a a  

каде множителите се запишани по редослед на редиците. Бидејќи 

елементите се земени од различни колони, низата од вторите индек-

си формира пермутација 1 2 nj j j    во nS .  И обратно, секоја перму-

тација во nS  определува производ од горниот облик. Затоа, за мат-

рицата А постојат n!  такви производи. 

Дефиниција. Детерминанта на квадратна матрица ijA = (a )  

од ред n  е
 
збир формиран по сите 1 2 nj j j    во nS  и се означува 

со det A  или| A |  
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1 n1j nj
σ

detA = (sgnσ)a a 

 
односно 

(1) (n)

n

1σ nσ
σ S

detA = (sgnσ)a a

   

Детерминантата на квадратна матрица А од ред n  се нарекува 

детерминанта од n  ти ред и се запишува како 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a a
a a a

a a a




   


 

Да напоменеме дека детерминанта на една матрица е број, поточно 

скалар од полето º. 

Пример. Детерминанта на 1x1 матрица 11A =(a )  е самиот ска-

лар ,11a  односно .11|A|=a  Да забележиме дека единствената перму-

тација во 1S  е парна.   

Пример. Во 2S  пермутацијата 12 е парна и пермутацијата 21 е 

непарна. Според тоа, имаме дека 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
   

Така, на пример,  

4 5
4( 2) ( 5)( 1) 13

1 2


      
 
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a b
ad bc

c d
    

Пример. Во 3S  пермутациите 123, 231 и 312 се парни и перму-

тациите 321, 213 и 132 се непарни. Според тоа, имаме дека 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

13 22 31 12 21 33 11 23 32

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a

a a a a a a a a a

   

  

 

Ова може да го запишеме во облик  

     11 22 33 23 32 12 23 31 21 33 13 21 32 22 31a a a a a a a a a a a a a a a      

или       

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
   

што претставува линеарна комбинација од три детерминанти од ред 

два, со алтернативни знаци, со коефициенти од првата редица на 

дадената матрица. Да забележиме дека секоја 2x2  матрица може да 

се добие со бришење на редицата и колоната, на појдовната матри-

ца, кои што го содржи нејзиниот коефициент.  

Пример. Согласно претходниот пример за пресметување на 

детерминанта од ред 3 имаме  

2 3 4
6 7 5 7 5 6

5 6 7 2 3 4
9 1 8 1 8 9

8 9 1

2(6 63) 3(5 56) 4(45 48) 27

   

      
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2 3 4
4 2 0 2 0 4

0 4 2 2 3 ( 4)
1 5 1 5 1 1

1 1 5


 

     
 


 

                 2( 20 2) 3(0 2) 4(0 4) 46          

Со зголемување на бројот n,  бројот на собироци во детерми-

нанта од n  ти ред (n! ) нагло се зголемува. Во такви случаи не е 

практично да се пресметуваат детерминантите по дефиниција, но 

затоа се користат индиректни методи. Имено ќе докажеме некои од 

особините на детерминантите со чија што помош се скратува нуме-

ричката постапка за пресметување на детерминантите. Специјално 

ќе покажеме дека детерминанта од ред n  е еднаква на линеарна 

комбинација од детерминанти од ред n 1  како во случајот за n 3  

изложен во погорните примери.  

 

8.4  Својства на детерминантите  

Овде ќе ги изнесеме основните својства на детерминантите. 

Теорема 8.1. Детерминантите на матрица А и нејзината 

транспонирана матрица TA  се еднакви, односно важи  

Tdet A det A  

Доказ. Нека ijA (a ).  Тогаш T
ijA (b )  каде што ji ija b .  Сега 

имаме дека 

n

T
1 (1) 2 (2) n (n)

S

det A (sgn )b b b  


      

   
n

(1)1 (2)2 (n)n
S

(sgn )a a a  


    
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Нека 1.    Тогаш     , па бидејќи   е парна пермутација до-

биваме дека   и 1    се истовремено парни или истовремено не-

парни пермутации, односно 1sgn sgn .    Имено, композиција од 

две парни пермутации е парна пермутација, композија од две непар-

ни пермутации е парна пермутација и композиција од парна и не-

парна пермутација, земена по било кој редослед е непарна пермута-

ција.  

Сега, нека  

1 2 n(1)1 (2)2 (n)n 1k 2k nka a a a a a      

Тогаш низата 1 2 nk ,k , ,k  е таква што   

1(k ) 1,   2(k ) 2,     n(k ) n   

па затоа имаме дека 1 2 nk k k  е пермутацијата 1.    Според тоа, 

добиваме дека 

n

T
1 (1) 2 (2) n (n)

S

det A (sgn )a a a  


    

Збирот по сите nS  е еднаков со збирот по сите nS  и освен тоа 

sgn sgn    па 

n

T
1 (1) 2 (2) n (n)

S

det A (sgn )a a a  


    ■ 

Според ова теорема произволна теорема за детерминанти што 

третира редици има и своја аналогна теорема за детерминанти што 

третира колони. На тој начин редиците и колоните стануваат „рам-

ноправни”. 
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Следната теорема презентира некои случаи во кои што детер-

минантата може да се пресмета непосредно.  

Теорема 8.2. Нека А е квадратна матрица. 

(i)  Ако А има нулта редица (колона), односно редица (колона) 

со сите елементи еднакви нула, тогаш det A 0.   

(ii)  Ако А има две исти редици (колони) тогаш det A 0.  

(iii)  Ако А е триаголна, односно ако има нули над главната ди-

јагонала или под главната дијагонала, тогаш det A  е еднаква на 

производот од дијагоналните елементи. Во специјален случај имаме 

дека det I 1,  каде што I  е единечна матрица. 

Доказ. (i) Секој собирок во det A  содржи множител од секоја 

редица, па според тоа и од нултата редица. Оттука следува дека 

секој собирок во det A  е нула, па според тоа имаме дека det A 0.  

(ii)  Пред да го докажиме ова својство ќе докажeме дека ако 

матрицата В се добива од квадратната матрица А со промена на 

местата на две редици (колони) на А, тогаш  

detB det A.    

Ова својство ќе го докажeме за промена на колони. Според теорема 

8.1 тоа ќе важи и за редици.  

Нека   е транспозиција која преместува два броја, поточно 

редните броеви на колоните во А кои се сменети. Ако ijA (a )  и 

ijB (b ),  тогаш ij i ( j)b a .  Според тоа, за произволна пермутација   

важи 

1 (1) 2 (2) n (n) 1 (1) 2 (2) n (n)b b b a a a        
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Така добиваме дека 

 
n

1 (1) 2 (2) n (n)
S

detB (sgn )b b b  


     

                         
n

1 (1) 2 (2) n (n)
S

(sgn )a a a  


    

Бидејки   е непарна пермутација имаме дека  

sgn sgn sgn sgn         

од каде што следува дека  

sgn sgn      

Според тоа, наоѓаме дека  

n

1 (1) 2 (2) n (n)
S

detB (sgn )a a a  


     

Бидејќи   се менува во nS  добиваме дека   се менува во nS ,  

од каде што следува дека  

detB det A.   

Сега да се вратиме на доказот на тврдењето (ii).  

Нека 1 1 0   во º. Ако две редици на А си ги заменат местата 

се добива истата матрица А. Според тоа, од погорното својство 

следува дека det A det A,   од каде што добоваме дека det A 0.  

Да претпоставиме дека 1 1 0   во º. Тогаш sgn 1   за секое  

nS .  Бидејќи А има две исти редици можеме да ги групираме со-

бироците во det A  во парови собирци еднакви меѓу себе. Бидејќи се-

кој пар е еднаков на 0 во º, добиваме дека det A 0.  
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(iii)  Нека ijA (a )  е долнотриаголна матрица, односно ija 0  

за i j.  Да го разгледаме собирокот во детерминантата на А 

1 2 n1i 2i nit (sgn )a a a    каде што 1 2 ni i i    

Да претпоставиме дека 1i 1.  Тогаш 1i 1  и затоа 
11ia 0,  па 

според тоа t 0.  Оттука заклучуваме дека секој член за кој што 

1i 1  е нула.  

Сега, да претпоставиме дека 1i 1  но 2i 2.  Тогаш 2i 2  и за-

тоа 
22ia 0,  па според тоа t 0.  Оттука заклучуваме дека секој член 

за кој што 1i 1  или 2i 2  е нула.  

Слично, добиваме дека секој член за кој што 1i 1  или 2i 2  

или   ni 2  е нула. Според тоа, имаме дека  

11 22 nndet A a a a    

односно детерминантата на A е еднаква на производот од дијаго-

налните елементи. Ако А е горнотриаголна матрица, тогаш tA  е 

долнотриаголна матрица, па имаме дека  
t t t t

11 22 nndet A det A a a a .      ■ 

Следното својство покажува како се менува детерминантата на 

матрица А, ако кон матрицата А се примени некоја елементарна 

редична трансформација. 

Теорема 8.3. Ако В е матрица што се добива од матрицата А 

со  

(i)  множење на една редица (колона) со скалар k,  тогаш 

detB k det A  

(ii)  замена на местата на две редици (колони), тогаш 
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detB det A   

(iii) додавање на некоја редица (колона) помножена со скалар 

кон друга редица (колона), тогаш  

detB det A  

Доказ. (i) Ако j  тата редица на А се множи со скалар k,  то-

гаш секој член на детерминантата на А е помножен со k  па затоа 

detB k det A.  Поточно, имаме дека 

1 2 j n1i 2i ji nidetB (sgn )a a (ka ) a


      

       
1 2 n1i 2i nik (sgn )a a a k det A



     

(ii)  Докажано во теорема 8.2 (ii).  

(iii)  Да претпоставиме дека c  пати k  тата редица е дадена 

кон j  тата редица на А (k j).  Тогаш 

              
1 2 k j n1i 2i ki ji nidetB (sgn )a a (ca a ) a



       

    
1 2 k n 1 2 j n1i 2i ki ni 1i 2i ji nic (sgn )a a a a (sgn )a a a a

 

         

Првиот собирок е детерминанта на матрица чија што j  та и 

k  та редица се еднакви, па според теорема 8.2 (ii)  тој е еднаков на 

нула. Вториот собирок е det A,  па според тоа имаме дека  

detB c 0 det A det A     ■ 

Лема 8.4. Нека Е е елементарна матрица. Тогаш за произвол-

на матрица А важи 
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det(EA) detE det A   

Доказ. Да ги разгледаме елементарните редични трансформа-

ции (i)  множење на редица со скалар k 0,  (ii)  замена на две ре-

дици, (iii)  додавање на редица (колона) помножена со скалар кон 

друга редица (колона). Нека 1E , 2E  и 3E  се соодветните елементарни 

матрици. Тогаш 1E , 2E  и 3E  се  добиени со примена на погорните 

трансформации од единичната матрица I.  Заради теорема 8.3 имаме 

дека  

1detE k det I k,     

2detE det I 1,       

3detE det I 1   

Да се потсетиме дека iE A  е идентична со матрицата добиена 

со примена на соодветните трансформации на А. Според тоа, заради 

претходната теорема имаме дека   

1 1det(E A) k det A detE det A,     

2 2detE det A detE det A,       

3 3detE det A 1A detE det A     

што ја докажува лемата. ■ 

Лема 8.4 ќе ја користиме во доказот на следните две теореми 

кои се користат при пресметување на детерминантите. 

Теорема 8.5. Нека А е квадратна матрица од ред n. Следните 

услови се еквивалентни 
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(i)  А е инверзибилна, односно 1A  постои. 

(ii)  А е несингуларна, односно Ax 0  има единствено решение 

x 0.   

(iii)Детерминантата на матрицата А е различна од нула, однос-

но det A 0.  

Доказ. (i) (ii)  Знаеме дека А е инверзибилна ако и само ако 

А е редично еквивалентна со I.  Понатаму, матрицата А е редично 

еквивалентна со I  ако и само ако равенките Ax 0  и Ix 0  имаат 

ист редичен простор. Ова е задоволено ако и само ако равенката  

Ax 0  има единствено решение x 0,  односно А е несингуларна 

матрица. 

(i) (iii)  Нека А е инверзибилна матрица. Тогаш А е редично 

еквивалентна со единичната матрица I.  Затоа постојат елементарни 

матрици 1 2 nE ,E , ,E  така што  

n n 1 2 1A E E E E I    

од каде што следува дека  

 n n 1 2 1det A det E E E E I   

           n n 1 2 1detE detE detE detE det I 0      

Ако пак А не е инверзибилна, тогаш А е редично еквивалентна 

со матрица која има барем една нулта редица. Имено   

n n 1 2 1A E E E E B   

каде што В има нулта редица, па detB 0.  Оттука следува дека  
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 n n 1 2 1det A det E E E E B   

       n n 1 2 1detE detE detE detE detB 0      ■ 

Теорема 8.6. Детерминантата е мултипликативна функција, 

имено ако А и В се квадратни матрици од ред n,  тогаш       

det(AB) det A detB   

Доказ. Ако А е сингуларна, тогаш и AB  е сингуларна па имаме 

дека  

det A detB 0 detB 0 det(AB)      

Да претпоставиме дека А е несингуларна матрица. Тогаш има-

ме дека 

n n 1 2 1A E E E E I,   каде што iE  се елементарни матрици 

 па добиваме дека  

 n n 1 2 1det A det E E E E I   

        n n 1 2 1detE detE detE detE det I      

        n n 1 2 1detE detE detE detE    

Оттука следува дека 

 n n 1 2 1det(AB) det E E E E B   

           n n 1 2 1detE detE detE detE detB      

           det A detB   
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8.5 Минори и кофактори 

Да разгледаме квадратна мартица од ред n ijA (a ).  Нека ijM  ја 

означува квадратната матрица од ред n 1  добиена од А со отфрла-

ње на i  та редица и j  та колона. Детерминантата ijdetM  се вика 

минор на елементот ija  на матрицата А. Дефинираме кофактор од 

ija  и ќе го означиме со ijA  со  

i j
ij ijA ( 1) detM   

Знаците i j( 1)   придружени на минорите се распоредени во облик на 

шаховска табла во која знакот + е распореден по главната дијаго-

нала 

    
     
    
 
 





    

 

Да забележиме дека ijM  е матрица од ред n 1  додека ijA  e скалар. 

Пример. Нека 
2 3 4

A 5 6 7 .
8 9 1

 
   
 
 

 Тогаш  

23

2 3
M

8 9
 

  
 

 и 2 3
23

2 3
A ( 1) (18 24) 6

8 9
        

Теорема 8.7. Детерминантата на матрица ijA (a )  е еднаква 

на збирот од производите на елементите од една редица (колона) со 

соодветните кофактори, односно  
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n

i1 i1 i2 i2 in in ij ij
j 1

det A a A a A a A a A


       

n

1j 1j 2 j 2 j nj nj ij ij
i 1

det A a A a A a A a A


       

Доказ. Секој собирок од det A  има точно еден елемент од 

i  та редица i1 i2 in(a ,a , ,a )  од А. Оттука добиваме дека  

 * * *
i1 i1 i2 i2 in indet A a A a A a A     

каде што *
ijA се збирови од производи кои не ги вклучуваат елемен-

тите од i  та редица. Треба да покажеме дека  *
ij ijA A ,  односно  

* i j
ij ijA ( 1) detM   

каде што детерминантата ijdetM  е минорот на елементот ija  на 

матрицата А. Да претпоставиме најпрво дека i n,  j n.  Тогаш 

збирот на членовите во det A  што го содржат nna  е  

*
nn nn nn 1 (1) 2 (2) n 1 (n 1)a A a (sgn )a a a    



    

каде сумираме по сите пермутации nS  за кои што (n) n.   Ова е 

всушност еквивалентно со сумирањето по сите пермутации n 1S   

на множеството {1,2, ,n}.  Според тоа, имаме дека  

* n n
nn nn nnA detM ( 1) detM    

Нека сега i  и j  се произволно избрани. Ја пермутираме i  тата 

редица со секоја наредна редица се додека i  тата редица не стане 

n  та редица. Потоа ја пермутираме j  тата колона со секоја 
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наредна колона додека не стане n  та колона. Забележуваме дека 

ijdetM  не се менува со секоја од тие трансформации, додека при 

секоја таква трансформација, од вкупно (n i) (n j),    знакот на 

det A  се менува. Значи тој се менува (n i) (n j)    пати. Според тоа, 

имаме дека  

* (n i) (n j) 2n i j i j
ij ij ij ijA ( 1) detM ( 1) ( 1) detM ( 1) detM            ■ 

Разложувањето на det A  во однос на i  та редица или j  та 

колона од теорема 8.7 се вика Лапласово разложување или Лап-

ласово развивање. Комбинирајќи ги наведените својства на детер-

минантите, нивното пресметување битно се упростува. 

Пример. Да се пресмета детерминантата на матрицата  

5 4 2 1
2 3 1 2

A
5 7 3 9
1 2 1 4

 
  
   
 

  

 

Да забележиме дека 1 се појавува во втората редица и во третата 

колона. Да ги примениме следните трансформации на А 

(i)  додавање на 22R  на 1R  

(ii)  додавање на 23R  на 3R  

(ii)  додавање на 21R  на 4R  

каде што iR  ја означува i  тата редица. Според претходната теоре-

ма вредноста на детерминантата нема да се промени со наведените 

трансформации, односно 
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5 4 2 1 1 2 0 5
2 3 1 2 2 3 1 2

det A
5 7 3 9 1 2 0 3
1 2 1 4 3 1 0 2


 

 
  

 

 

Сега со развивање по третата колона, може да ги занемариме сите 

производи кои содржат 0. Така имаме дека 

2 3

1 2 5 1 2 5
det A ( 1) 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2



 
      

       
2 3 1 3 1 2

( 2) 5 38
1 2 3 2 3 1

        
  

  

 

8.6 Адјунгирана матрица 

Да разгледаме квадратна матрица ijA (a ) од ред n  над поле º 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
   
  
 




   


 

Транспонираната матрица од матрицата составена од кофакторите 

се означува со adjA и се нарекува адјунгирана матрица на А. 

Значи, имаме дека 

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n nn

A A A
A A A

adjA

A A A

 
 
   
  
 




   

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Пример. Да се најде адјунгираната матрица на матрицата  

2 3 4
A 0 4 2

1 1 5

 
   
  

 

Кофакторите на деветте елементи на А се 

11

4 2
A 18

1 5


   


             12

0 2
A 2

1 5
           

                13

0 4
A 4

1 1


  


                21

3 4
A 11

1 5


   


 

22

2 4
A 14

1 5


                23

2 3
A 5

1 1
  


        

                31

3 4
A 10

4 2


   


         32

2 4
A 4

0 2


     

33

2 3
A 8

0 4
   


                   

Ја транспонираме матрицата од кофактори за да ја добиеме адјунги-

раната матрица на А 

18 11 10
adjA 2 14 4

4 5 8

   
   
  

   

Теорема 8.8. За произволна квадратна матрица А важи  

A (adjA) (adjA) A det A I      

каде што I  е единичната матрица. Тогаш, ако det A 0  важи  
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1 1
A (adjA)

det A
   

Доказ. Нека ijA (a )  и нека ijA (adjA) (b ).   i  тата редица на 

А е i1 i2 in(a ,a , ,a ).  Бидејќи adjA  е транспонирана матрица од кофак-

тори имаме дека j  тата колона на adjA  e  

T
j1 jn jn(A ,A , ,A ) .  

Затоа ijb ,  односно ij  тиот елемент на  A (adjA) , е еднаков на 

ij i1 j1 i2 j2 in jnb a A a A a A     

Ако i j,  според теорема 8.7 имаме дека ijb det A.  

Ако i j,  ќе покажеме дека ijb 0.  Навистина ако i j  тогаш 

збирот   

i1 j1 i2 j2 in jna A a A a A    

е еднаков на детерминантата на матрицата што се добива кога 

j  тата редица на А ќе се замени со i  тата редица на А. Таа детер-

минанта е еднаква на 0 бидејќи соодветната матрица има две ед-

накви редици, i  тата и j  тата редица. Според тоа, имаме дека 

ijb 0.  Така добивме дека 

ij

det A, i j
b

0, i j


 


ako

ako
  

односно  

A (adjA) det A I     
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Аналогно се докажува дека (adjA) A det A I    ■ 

Забелешка. Претходната теорема ни дава важен метод за 

наоѓање на инверзна матрица на дадена матрица. 

Пример. Да ја разгледаме матрицата А од претходниот при-

мер за која што det A 46.   Имаме   

2 3 4 18 11 10
A (adjA) 0 4 2 2 14 4

1 1 5 4 5 8

     
         
      

 

             
46 0 0 1 0 0
0 46 0 46 0 1 0
0 0 46 0 0 1

   
          
      

 

            46I det A I     

Исто така, според теорема 8.8 имаме дека  

1

18 11 10
1 1

A adjA 2 14 4
det A 46

4 5 8



   
      
  

 

      
9 / 23 11 / 46 5 / 23
1 / 23 7 / 23 2 / 23
2 / 23 5 / 46 4 / 23

 
    
   

  

 

8.7 Примена кај системи линеарни равенки 

Да разгледаме систем од n  линеарни равенки со n  непознати 
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11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

n1 1 n2 2 nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    







 

Да ја означиме со   детерминантата на матрицата ijA (a ).  

Со i  да ја означиме детерминантата на матрицата што се добива од 

А со заменување на i  та колона со вектор колоната од констант-

ните членови T
1 2 n(b ,b , ,b ) .  Тогаш важи Крамеровото правило иска-

жано во следната теорема. 

Теорема 8.9. Претходниот систем има единствено решение 

ако и само ако 0.   Во тој случај единственото решение е опреде-

лено со  

1
1x ,





 2

2x ,





 ,  n
nx





 

Доказ. Видовме дека Ax b  има единствено решение ако и 

само ако А е инверзибилна матрица. Од друга страна матрицата А е 

инверзибилна ако и само ако det A 0.    

Да претпоставиме дека 0.   Тогаш имаме дека  

1 1
A adjA. 


 

Множејќи го системот Ax b  со 1A  добиваме дека 

1 1
x A Ax adjA b  
    

                                             (1) 
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Да забележиме дека i  тата редица на матрицата 1 1
A adjA 


 e 

 1i 21 ni

1
A ,A , ,A .


  Тогаш, ако T

1 2 nb (b ,b , ,b )   од (1) следува дека 

i 1 1i 2 21 n ni

1
x (b A b A b A )   


   

Но 1 1i 2 2i n nib A b A b A    е детерминанта, разложена по i  тата ко-

лона, од матрицата што се добива од матрицата А кога i  та колона 

се замени со T
1 2 n(b ,b , ,b ) .  Значи, имаме дека 

1 1i 2 2i n ni ib A b A b A      

Според тоа, добиваме дека  

i
ix ,





 i 1,2, ,n   

што требаше да се докаже. ■ 

Да нагласиме дека оваа теорема важи само ако бројот на 

равенки е ист со бројот на непознати, и дава решение само во случај 

кога 0.   Во случај кога 0   теоремата не ни кажува дали сис-

темот има решение. Имено, во случај на хомоген систем важи 

Теорема 8.10. Хомогениот систем Ax b  има ненулто реше-

ние ако и само ако det A 0.    

Доказ. Знаеме дека системот Ax 0  има ненулто решение ако 

и само ако А е сингуларна матрица, и матрицата А е сингуларна ако 

и само ако 0.  ■ 

Пример. Со помош на детерминанти да се реши системот   
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2x 3y 7
3x 5y 1

 


 
 

Прво да ја пресметаме детерминантата на системот  

2 3
10 9 19

1 5


      

 

Бидејќи 0   системот има единствено решение. Исто така имаме  

x

7 3
38

1 5


      и    y

2 7
19

3 1
     

Согласно погорната теорема решението на системот гласи  

x 38
x 2

19


  


 и  y 19
y 1

19

 
   


   

 

8.8 Детерминанта на линеарен оператор 

Со помош на мултипликативното својство на детерминатите 

искажано во теорема 8.5 добиваме  

Теорема 8.11. Нека А и В се слични матрици. Тогаш  

det A detB.  

Доказ. Бидејќи А и В се слични постои несингуларна матрица 

Р така што 1B P AP.  Тогаш имаме дека   

1 1detB det(P AP) detP det A detP.      

Заради 1 1detP detP det(P P) det I 1      следува дека  
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det A detB.  ■ 

Нека Т е произволен линеарен оператор  во векторскиот прос-

тор V.  Дефинираме детерминанта од Т со  

edet T det[T]  

каде што e[T]  е матрицата на операторот Т во однос на некоја база 

1 n{e , ,e }.  Според теорема 8.11 det T е добро дефинирано бидејќи 

не зависи од изборот на базата 1 n{e , ,e }.   

Следната теорема е аналогија како во случај на матрици.   

Теорема 8.12. Нека S  и Т се линеарни оператори на вектор-

скиот простор V.  Тогаш важи 

(i) det(S T) det S det T   

(ii)  T e инверзибилен оператор ако det T 0  

Доказ. (i)Имаме дека  

e e edet(S T) det[S T] det([S] [T] )     

                     e edet[S] det[T] det S det T    

(ii)  Т e инверзибилен оператор акко e[T]  е инверзибилна матри-

ца акко edet[T] 0  ако и само ако det T 0.  ■ 

Забележуваме дека Vdet(1 ) 1  каде што V1  e идентичниот опе-

ратор и 1 1det(T ) (det T)  ,  ако Т е инверзибилен оператор.  

Пример. Нека Т е линеарен оператот во —3 дефиниран со  

T(x, y,z) (2x 4y z, x 2y 3z,5x y z)         
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Матрицата Т во однос на стандардната база на —3  е  

2 4 1
[T] 1 2 3

5 1 1

 
   
  

 

Тогаш имаме дека  

2 4 1
det T 1 2 3 2(2 3) 4( 1 15) 1(1 10) 55

5 1 1


          


  

 

8.9 Полилинеарност на детерминанти 

Нека ¿ е множеството од сите квадратни матрици А од ред n  

над поле º. Матрицата А може да ја сметаме за n  торка која што се 

состои од нејзините вектор редици, односно    

1 2 nA (A ,A , ,A )   

Според тоа ¿ може да се смета за множество од сите n  торки од 

n  торки во º, односно  

¿ = (ºn)n 

Дефиниција. Функција D : ¿º се нарекува полилинеарна 

ако таа е линеарна по секоја од компонентите, односно ако важи  

(i)  Ако редицата iA B C,   тогаш важи 

D(A) D( ,B C, ) D( ,B, ) D( ,C, )          

(ii)  Ако редицата iA kB,  каде што k º, тогаш важи 

D(A) D( ,kB, ) kD( ,B, )      
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Дефиниција. Функција D : ¿º се нарекува алтернирачка 

ако D(A) 0  во случај кога матрицата А има две еднакви редици, 

односно важи  

1 2 nD(A ,A , ,A ) 0   ако  i jA A ,  за i j  

Ќе ја докажеме следната базична теорема. 

Теорема 8.13.  Постои единствена функција D : ¿º  таква 

што важи  

(i)  D  е полилинеарна 

(ii)  D  е алтернирачка 

(iii)  D(I) 1  

Оваа функција D е всушност функцијата „детерминанта”, имено за 

произволна матрица A¿, D(a) det A.  

Доказ. Ќе покажеме дека функцијата D(A) det A  ги задово-

лува условите (i),  (ii)  и (iii)  и дека D е единствената функција која 

што ги задоволува условите (i),  (ii)  и (iii).  

Знаеме дека за D ги задоволува условите (ii)  и (iii),   па преос-

танува да докажеме дека D  е полилинеарна функција. Претпоставу-

ваме дека ij 1 2 nA (a ) (A ,A , ,A )    каде што kA  е k  тата редица на 

А. Уште повеќе нека за фиксирано i   

i i iA B C ,   каде i 1 2 nB (b ,b , ,b )   и i 1 2 nC (c ,c , ,c )    

Според тоа, имаме дека  

i1 1 1a b c ,   i2 2 2a b c ,  , n1 n na b c   
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Разложувајќи ја D(A) det A по i  та редица, добиваме дека 

1 i i n i1 i1 i2 i2 in inD(A) D(A ,B C , ,A ) a A a A a A          

       1 1 i1 2 2 i2 n n in(b c )A (b c )A (b c )A         

       1 i1 2 i2 n in 1 i1 2 i2 n in(b A b A b A ) (c A c A c A )          

Двата добиени собироци се детерминантите на матриците добиени 

од матрицата А со замена на i  тата редица со iB  и iC  соодветно. 

Поточно имаме дека  

1 i i nD(A) D(A ,B C , ,A )     

1 i n 1 i nD(A ,B , ,A ) D(A ,C , ,A )      

Понатаму, заради теорема 8.3 (i)  имаме дека 

1 i n 1 i nD(A ,kA , ,A ) kD(A ,A , ,A )     

Според тоа, покажавме дека D  е полилинеарна функција.   

На крај треба да се докаже единственоста на функцијата D  

што ги задоволува условите (i),  (ii)  и (iii).  За таа цел претпоставу-

ваме дека D  ги задоволува условите (i),  (ii)  и (iii).  Ако 1 n{e , ,e }  е 

стандардната база на ºn, тогаш според (iii)  имаме дека  

1 ni iD(e , ,e ) D(I) 1.   

Врз основа на (ii)  може да се покаже дека  

1 ni iD(e , ,e ) sgn    каде што 1 2 n ni i i S                 (1) 
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Нека сега ijA (a )  е дадена квадратна матрица од ред n. Да за-

бележиме дека k  тата редица  kA  на А е  

k k1 k2 kn k1 1 k2 2 kn nA (a ,a , ,a ) a e a e a e       

Според тоа, имаме дека 

        11 1 1n n 21 1 2n n n1 1 nn nD(A) D(a e a e ,a e a e , ,a e a e )           

Заради полилинеарноста на D,  имаме дека D(A)  може да ја запише-

ме како збир на членови од облик  

1 1 2 2 in1i i 2i i n inD(A) D(a e ,a e , ,a e )    

                       
1 2 in 1 21i 2i n i i in(a a a )D(e ,e , ,e )                             (2) 

каде што сумирањето се врши по сите низи 1 2 ni ,i , ,i    каде што  

ki {1, ,n}.   Ако два од овие индекси се еднакви, на пример, j ki i  

но j k,  , тогаш од (ii)  имаме дека 

1 2i i inD(e ,e , ,e ) 0 . 

Затоа сумирањето во (2) треба да се изврши само по сите пермута-

ции 1 2 ni i i .    На крај, од (1) следува дека 

1 2 in 1 21i 2i n i i inD(A) (a a a )D(e ,e , ,e )


     

        
1 2 in1i 2i n(sgn )(a a a )



    каде што 1 2 ni ,i , ,i    

Според тоа, D  е функцијата која што на секоја матрица и ја придру-

жува нејзината детерминанта, со што теоремата е докажана. ■  

 



Детерминанти  

                                                       267 
 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги детерминантите на следниве матрици: 

    а) 
2 5
4 1
 
 
 

            б) 
6 1
3 2
 
  

            в) 
0 2
0 3
 
 
 

 

2. Пресметај ги детерминантите на следниве матрици: 

    а) 
t 2 3

4 t 1
  

   
            б) 

t 5 7
1 t 3
 

   
             

3. Најди ги вредностите на x за кои што следниве детерминан-

ти се еднакви на 0: 

    а) 
x 1 x 2
x 2 x 2
  

   
            б) 

2

x 4 0
x 1 x 4
 

   
             

4. Пресметај ги детерминантите на следниве матрици: 

    а) 
2 1 1
0 5 2
1 3 4

 
  
  

           б) 
3 2 4
2 5 1
0 6 1

  
  
 
 

            в) 
7 6 5
1 2 1
3 2 1

 
 
 
  

 

5. Пресметај ги детерминантите на следниве матрици: 

    а) 
t 2 4 3
1 t 1 2
0 0 t 4

 
   
  

            б) 
t 3 1 1

7 t 5 1
6 6 t 2

  
  
   

             

6. Најди ги вредностите на x за кои што следниве детерминан-

ти се еднакви на 0: 

    а) 
t 1 3 3

3 t 5 3
6 6 t 4

  
    
   

            б) 
t 3 1 1

7 t 5 1
6 6 t 2

  
  
   
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7. Пресметај ги детерминантите на следниве матрици: 

    а) 

1 2 2 3
1 0 2 0
3 1 1 2
4 3 0 2

 
  
  
 

 

           б) 

2 1 3 2
3 0 1 2
1 1 4 3
2 2 1 1

 
  
 
 

 

             

 

8. Koristej}i gi svojstvata na determinanta, presmetaj: 

a) 

1 a bc
1 b ca (b a)(c a)(c b).
1 c ab

          

b) 
3 3 3

1 1 1
a b c (a b c)(b a)(c a)(c b).

a b c

         

 

v) 2 2 2

3 3 3

1 1 1

a b c (ab bc ca)(b a)(c a)(c b).

a b c

       

9. Koristej}i gi svojstvata na determinanta, doka`i gi iden-
titetite: 

a) 

2 2

2 2

2 2

sin x 1 cos x
sin y 1 cos y
sin z 1 cos z

                   b) 

2 2

2 2

2 2

sin x cos2x cos x
sin y cos2y cos y
sin z cos2z cos z

  

v) 

x x ax bx
y y ay by
z z az az

 
 
 

                     g) 

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3 3 3

(a b ) a b a b
(a b ) a b a b
(a b ) a b a b

 
 
 

 

d) 
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

a b i a i b c
a b i a i b c
a b i a i b c

 
 
 

              |) 
1 1

2 2

1 2 1 2

x y 1
x y 1

x x y y
1

1 1
   
   
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10. За матрицата 

1 2 2 3
3 1 5 0
4 0 2 1
1 7 3 3

 
  
 
 

 

 најди го кофакторот на: 

    а) елементот 4       б) елементот 5       в) елементот 7  

11. Нека  
1 1 0

A 1 1 1 .
0 2 1

 
   
 
 

 Најди ги матриците: 

    а) adjA        б) 1A  

12. Нека  
1 2 2

A 3 1 0 .
1 3 1

 
   
 
 

 Најди ги матриците: 

     а) adjA        б) 1A  

13. Најди општ облик на матрица А од ред 2 за која што 

A adjA.  

14. Нека А е дијагонална матрица и В е триаголна матрица, на 

пример, 

1

2

n

a 0 0
0 a 0

A

0 0 a

 
 
   
  
 




   


  и   

1 12 1n

2 2n

n

b c c
0 b c

B

0 0 b

 
 
   
  
 




   


 

             а) Покажи дека А е дијагонална и В е триаголна матрица 

             б) Покажи дека В е инверзибилна ако и само ако ib 0,  за 

секое i 1, ,n.   Според тоа А е е инверзибилна ако и само ако  



Детерминанти  

                                                       270 
 

ia 0,  за секое i 1, ,n.    

              в) Покажи дека инверзните матрици на А и В, ако постојат, 

се од облик  

 

1
1

1
1 2

1
n

a 0 0
0 a 0

A

0 0 a








 
 
   
  
 




   


  и   

1
1 12 1n

1
2 2n

1
n

b d d
0 b d

B

0 0 b







 
 
   
  
 




   


 

Поточно, дијагоналните елементи на 1A  и 1B  се инверзните 

елементи на соодветните дијагонални елементи на А и В.  

15. Нека Т е линеарен оператор на —3 дефиниран со  

T(x, y,z) (3x 2y,5y 7z, x y z).      

Најди det T.  

16. Нека D : V V  е операторот диференцирање, односно 

D(v) dv / dt.  Најди detD  ако V  е просторот генериран со  

а) n{1, t, , t }      б) t 2t 3t{e ,e ,e }    в) {sin t,cos t}  

17. Покажи дека  

      а) Vdet(1 ) 1,  каде што V1  е идентичниот оператор 

      б) 1 1det(T ) det(T)   ако Т е инверзибилен оператор 

18. Реши ги следниве системи линеарни равенки со помош на 

детерминанти: 

     а) 
3x 5y 8
4x 2y 1

 


 
               б) 

2x 3y 1
4x 7y 1

  


  
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19. Реши ги следниве системи линеарни равенки со помош на 

детерминанти: 

     а) 
2x 5y 2z 7
x 2y 4z 3
3x 4y 6z 5

  
   
   

               б) 
2z 3 y x
x 3z 2y 1
3y z 2 2x

  
   
   

  

20. Определи ја парноста на следниве пермутации во 5S : 

      а) 32154            б) 13524          в) 42531   

21. Нека 35124,   43152   и 42531   се дадени пермута-

ции. Најди ги пермутациите  

      а)        б)          в) 1      г) 1  

22. Нека V ( º m m) ,  односно V  е векторскиот простор од сите 

квадратни матрици од ред m сметани за m  торки од вектор реди-

ци. Нека D : V  º.  

а)  Покажи дека следниот послаб услов е еквивалентен на ус-

ловот D  е алтернирачка функција   

1 2 nD(A ,A , ,A ) 0   ако  i i 1A A ,  за некое i  

б) Нека D  е m  линеарна и алтернирачка функција. Покажи 

дека ако 1 2 nA ,A , ,A  се линеарно независни тогаш  

1 2 nD(A ,A , ,A ) 0  

23. Нека V  е векторскиот простор од сите квадратни матрици 

a b
M

c d
 

  
 

 од ред 2 над полето реални броеви —. Определи дали 

D : V  º е 2  линеарна во однос на редиците, ако  
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       а) D(M) ac bd              б) D(M) ab cd     

в) D(M) 0                    г) D(M) 1  

24. Нека V е векторскиот простор на сите квадратни матрици 

од ред m над поле º. Претпоставуваме дека B V  е инвертибилна, 

односно detB 0.  Дефинираме D : V  º со D(A) det(AB) / det(B),  

каде што A V.  Оттука имаме дека 

1 2 n 1 2 nD(A ,A , ,A ) det(A B,A B, ,A B) / det(B)   

каде што Ai е i-тиот ред на A, и iA B  е i-тиот ред на AB. Покажи дека 

D е полилинеарна и алтернирачка функција, и дека D(I) 1.  

25. Нека А е квадратна матрица од ред n. Покажи дека  

ndet(kA) k det A  

26. Докажи дека  

2 n 1
1 1 1

2 n 1
n2 2 2

i j
i j

2 n 1
n n n

1 x x x
1 x x x

( 1) (x x )

1 x x x








  



    


 

Погорната детерминанта се нарекува Вандермондова детерми-

нанта од ред n. 

27. Разгледај ја блок матрицата 
A B

M
0 C

 
  
 

 каде што А и С се 

квадратни матрици. Докажи дека detM det A det C.  Поопшто, дока-

жи дека ако М е триаголна блок матрица со квадратни матрици 

1 2 mA ,A , ,A  по дијагонала, тогаш 1 2 mdetM det A det A det A .   
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28. Нека А, В, С и D  се квадратни матрици коишто заемно ко-

мутираат. За квадратната блок матрица 
A B

M
C D
 

  
 

 од ред 2n  пока-

жи дека detM det A detD detB det C.   

29. Нека А е отогонална матрица, односно tA A I.  Покажи де-

ка det A 1.   

29. Разгледај ја пермутацијата 1 2 nj j j .    Нека 1 2 n{e ,e , ,e }  

е стандардната база на ºn, и нека А е матрицата чија што i  та 

редица е ji
e ,  односно j j jn1 2

A (e ,e , ,e ).   Покажи дека det A sgn .   

30. Нека А е квадратна матрица од ред n. Детерминантниот 

ранг на А е редот на најголемата квадратна подматрица од А, до-

биени со бришење на редиците и колоните на А, чија што детерми-

нанта не е нула. Покажи дека детерминантиот ранг на А е еднаков 

на нејзиниот ранг, односно на максималниот број на линеарно неза-

висни редици или колони. 



 

 

 

 

 

 

 

9. СОПСТВЕНИ ВРЕДНОСТИ И СОПСТВЕНИ ВЕКТОРИ 

9.1 Вовед 

Во оваа глава ќе испитуваме линеарен оператор Т над вектор-

ски простор V  со конечна димензија. Специјално, ќе бараме услови 

под кои Т може да се дијагонализира. Како што видовме во поглавје 

7 ова е во тесна врска со изучувањето на теоријата на слични транс-

формации кај матрици. 

На секој оператор Т ќе му придружиме карактеристичен поли-

ном како и минимален полином. Овие полиноми и нивните корени 

имаат основна улога во изучување на операторот Т. Да забележиме 

дека во ова поглавје полето º има важна улога бидејќи егзистенци-

јата на корените на полиномот зависат од полето º. 

 

9.2 Полиноми од матрици и линеарни оператори 

Нека n
n 1 0f(t) a t a t a     е полином со коефициенти во º.  

Ако А е квадратна матрица над полето º, тогаш дефинираме  
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n
n 1 0f(A) a A a A a I     

каде што I  е единичната матрица. Притоа веиме дека А е корен 

или нула на полиномот f(t),  ако f(A) 0.  

Пример. Нека 
1 2

A
3 4
 

  
 

 и нека f  и g  се полиноми над — 

2f(t) 2t 3t 7,    и 2g(t) t 5t 2     

Тогаш имаме дека  

2
1 2 1 2 1 0 18 14

f(A) 2 3 7 ,
3 4 3 4 0 0 21 39
       

          
       

  и  

2
1 2 1 2 1 0 0 0

g(A) 5 2
3 4 3 4 0 1 0 0
       

          
       

  

Заклучуваме дека A е нула на полиномот g(t). 

Теорема 9.1. Нека f  и g  се полиноми над º и нека А е квад-

ратна матрица од ред n  над º. Тогаш важи  

(i)  (f g)(A) f(A) g(A)    

(ii)  (fg)(A) f(A)g(A)  

и за произволен скалар k º, 

(iii)  (kf)(A) kf(A)   

Освен тоа бидејќи f(t)g(t) g(t)f(t)  за било кои полиноми f(t)  и 

g(t)  добиваме дека 

f(A)g(A) g(A)f(A)  
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односно секои два полиномa по матрицата A комутираат меѓусебе. 

Доказ. Нека n
n 1 0f(t) a t a t a     и m

m 1 0g(t) b t b t b .     

Тогаш според дефиниција имаме дека  

n
n 1 0f(A) a A a A a I     и m

m 1 0g(A) b A b A b I.     

(i)  Нека m n  и нека ib 0  за i m.  Тогаш имаме дека 

n
n n 1 1 0 0(f g)(t) (a b )t (a b )t (a b )         

од каде што следува дека  
n

n n 1 1 0 0(f g)(A) (a b )A (a b )A (a b )I          

              n n
n 1 0 n 1 0(a A a A a I) (b A b A b I           

                               f(A) g(A)   

(ii)  Според дефиниција имаме дека 

n m
m n k

n m 1 0 k
k 0

(fg)(t) c t c t c c t







       

каде што 
k

k 0 k 1 k 1 k 0 i k i
i 0

c a b a b a b ab . 


       Затоа имаме дека 

n m
k

k
k 0

(fg)(A) c A .




   Сега, имаме дека 

n m n m
i j i j

i j i j
i 0 j 0 i 0 j 0

f(A)g(A) a A b A ab A 

   

  
    
   
    

             
n m

k
k

k 0

c A (fg)(A)




   

(iii)  Според дефиниција имаме дека n
n 1 0kf(t) ka t ka t ka     

па затоа имаме дека   
n

n 1 0(kf)(A) ka A ka A ka I      

          n
n 1 0k(a A a A a I) kf(A)      ■ 
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Сега, да претпоставиме дека T : V V  е линеарен оператор 

на векторскиот простор V  над поле º. Ако n
n 1 0f(t) a t a t a     е 

полином над º тогаш дефинираме f(T)  со   

n
n 1 0f(T) a T a T a I     

каде што I  е идентичното пресликување. Линеарниот оператор Т се 

нарекува нула или корен на f(T)  ако f(T) 0.  Притоа важи 

теорема 9.1 во случај кога наместо матрица А земаме линеарен 

оператор Т, како и својството дека два произволни полиноми по Т 

комутираат. 

Освен тоа, ако А е матрична репрезентација на Т, тогаш f(A)  е 

матрична репрезентација на f(T).  Специјално, имаме дека f(T) 0  

ако и само ако f(A) 0.  

 

9.3 Сопствени вредности и сопствени вектори  

Нека T : V V  е линеарен оператор на векторскиот простор 

V  над поле º. Скаларот  º се нарекува сопствена вредност 

или карактеристична вредност на Т ако постои ненулти вектор 

v V  така што  

T(v) v   

Секој вектор v  што го задоволува ова равенство се нарекува 

сопствен вектор или карактеристичен вектор на Т што соод-

ветствува на сопствената вредност .  Да забележуваме дека ако v  

е сопствен вектор тогаш секој скаларен  мултипл kv  е исто така 

сопствен вeктор, односно   
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T(kv) kT(v) k( v) (kv)      

Множеството од сите вектори V  за кои важи T(v) v   е век-

торски потпростор наречен сопствен потпростор за .  Навистина, 

за произволни v,w V  и произволни скалари a,bº, имаме дека  

T(v) v   и T(w) w   

од каде што следува дека  

T(av bw) aT(v) bT(w) a( v) b( w) (av bw)           

Пример. Нека I : V V  е идентичното пресликување на век-

торски простор V.  Тогаш I(v) v 1v   за секое v V.  Затоа единст-

вена сопствена вредност е 1,   а соодветниот сопствен потпростор 

е целиот простор V.   

Пример. Нека T :—2—2 е линеарен оператор кој што секој 

вектор го ротира за 090 .   Во овој случај нема сопствена вредност 

па според тоа нема и сопствен вектор.  

Пример. Нека D  е операторот диференцирање на вектор-

скиот простор  

x 2x Mx
0 1 2 M 0 1 2 MV {a a e a e a e | a ,a ,a , ,a       — }.  

Имаме дека  5x 5xD(e ) 5e ,  од каде што следува дека 5 е сопствена 

вредност на D  со сопствен вектор 5xe .   

Ако А е квадратна матрица од ред n  над º тогаш сопствена 

вредност на А подразбира сопствен вектор на А каде што А се раз-



Сопствени вредности и сопствени вектори  

                                                       279 
 

гледува како оператор во ºn. Имено  º е сопствена вредност на А 

ако за некој ненулти колоничен вектор v ºn важи  

Av v.    

Во тој случај v  се нарекува сопствен вектор што одговара на сопст-

вената вредност .  

Пример. Да ги најдеме сопствените вредности и соодветните 

сопствени вектори на матрицата  

1 2
A .

3 2
 

  
 

  

Бараме скалар t  и ненулти вектор 
x

X
y
 

  
 

 таков што  

1 2 x x
t

3 2 y y
     

     
     

 

Погорното матрично равенство е еквивалентно со хомогениот систем  

x 2y tx
3x 2y ty
 


 

      
(t 1)x 2y 0
3x (t 2)y 0
  


   

          (1) 

Да се потсетиме дека овој хомоген систем има ненулто решение ако 

и само ако детерминантата на системот е 0, односно  

2t 1 2
t 3t 4 (t 4)(t 1) 0

3 t 2
 

      
 

 

Според тоа t  е сопствена вредност на А ако и само ако t 4  или 

t 1.   Ставаме t 4  во (1)  
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3x 2y 0
3x 2y 0
 


  

     3x 2y 0   

Според тоа, имаме дека 
x 2

v
y 3
   

    
   

 е ненулти сопствен вектор  

соодветен на сопствената вредност t 4,  и секој друг сопствен век-

тор соодветен на сопствената вредност t 4  е мултипл на v.  

Ставаме t 1   во (1)  

2x 2y 0
3x 2y 0
 


  

     x y 0   

Според тоа, имаме дека 
x 1

v
y 1
   

       
 е ненулти сопствен вектор 

соодветен на сопствената вредност t 1,   и секој друг сопствен 

вектор соодветен на сопствената вредност t 1   е мултипл на v.   

Следната теорема дава важна карактеризација на сопствените 

вредности. 

Теорема 9.2. Нека T : V V  е линеарен оператор на векторс-

киот простор над поле º. Тогаш  º е сопствена вредност на Т ако 

и само ако операторот I T   е сингуларен. Сопствениот потпростор 

на   е јадрото на I T.   

Доказ. Нека   е сопствена вредност на Т. Тогаш постои не-

нулти вектор v  така што Tv v   од каде што следува дека 

хомогениот систем  

( I T)v 0     
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има ненулто решение v  ( v 0 ), што повлекува дека I T   е сингу-

ларен оператор.  

Обратно, нека I T   е сингуларен оператор. Тоа значи дека 

постои ненулти вектор v  таков што ( I T)v 0,     односно 

v T(v).   Оттука следува дека   е сопствена вредност. Притоа соп-

ствениот потпростор на   е множеството вектори v  такви што 

( I T)v 0,     а тоа е всушност јадрото на I T.   ■ 

Следнава теорема е многу корисна и ќе ја докажеме со индук-

ција.  

Теорема 9.3. Ненултите сопствени вектори што одговараат на 

различни сопствени вредности се линеарно независни. 

Доказ. Нека 1 2 nv , v , , v  се ненулти сопствени вектори на опе-

ратор T : V V  што одговараат на различни сопствени вредности 

1 2 n, , , ,    соодветено. Доказот дека 1 2 nv , v , , v  се линеарно не-

зависни е со индукција по n.  

Ако n 1  тогаш 1v  е линеарно независен бидејќи 1v 0.   

Да претпоставиме дека n 1,  и дека   

1 1 2 n na v av a v 0                                             (1) 

каде што 1 2 na ,a , ,a  се скалари. Оттука имаме дека   

1 1 2 2 n nT(a v a v a v ) 0     

од каде што заради линеарноста следува дека  

1 1 2 2 n na T(v ) a T(v ) a T(v ) 0     
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Заради претпоставката дека  

1 1 1T(v ) v ,   2 2 2T(v ) v ,   , n n nT(v ) v ,            

имаме дека  

1 1 1 2 2 2 n n na ( v ) a ( v ) a ( v ) 0                         (2) 

Сега, ако (1) се множи со n  и се одземе од (2) се добива  

1 1 n 1 2 2 n 2 n 1 n 1 n n 1a ( )v a ( )v a ( )v 0                

Според индуктивната претпоставка 1 2 n 1v v , , v   се линеарно неза-

висни вектори па имаме дека сите коефициенти се еднакви на 0, 

односно  

1 1 n 2 2 n n n 1 na ( ) a ( ) a ( ) 0              

Бидејќи сите сопствени вредности 1 2 n, , , ,    се различни имаме 

дека 

 1 n 0,     2 n 0,     , n 1 n 0     

од каде што следува дека  

1 2 n 1a a a 0     

Заменувајќи во (1) добиваме дека n na v 0  односно na 0  бидејќи 

nv 0.  Според тоа, може да заклучиме дека  

1 2 na a a 0     

што значи дека векторите 1 2 nv , v , , v  се линеарно независни векто-

ри. ■ 
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Пример. Нека V векторскиот простор од функциите од облик  

x 2x Mx
0 1 2 Ma a e a e a e     

каде што 0 1 2 Ma ,a ,a , ,a  — }  и М е даден природен број. Да ги раз-

гледаме функциите 1 2 np x p x p xe ,e , ,e ,  каде што 1 2 np ,p , ,p  се различ-

ни природни броеви коишто се помали или еднакви на M. Ако D  е 

операторот диференцирање во V,  тогаш  

1 1p x p x
1D(e ) p e ,  2 2p x p x

2D(e ) p e , n np x p x
n,D(e ) p e  

Оттука, заради теорема 9.3 следува дека сопствените вектори на D  

соодветни на различните сопствени вредности 1 2 np ,p , ,p  се ли-

неарно независни.  

 

9.4  Дијагонализација на линеарни оператори и  

       сопствени вектори 

Нека T : V V  е линеарен оператор на векторски простор V  

со конечна димензија. Забележуваме дека Т може да се претстави со 

дијагонална матрица  

1

2

n

k 0 0
0 k 0

0 0 k

 
 
 
 
  
 




   


 

aко и само ако постои база 1 2 n{v , v , , v }  во V  за која што важи  

1 1 1T(v ) k v  
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2 2 2T(v ) k v  

 

n n nT(v ) k v  

односно ако 1 2 nv , v , , v  се сопствени вектори на Т за сопствените 

вредности 1 2 nk ,k , ,k .   

Обратно, ако V  има база 1 2 n{v , v , , v }  од сопствени вектори 

за Т, тогаш во однос на тоа база Т се дијагонализира. Значи, важи 

следната теорема. 

Теорема 9.4. Линеарен оператор T : V V  може да се прет-

стави како дијагонална матрица В ако и само ако V  има база што се 

состои од сопствени вектори на Т. Во овој случај дијагоналните еле-

менти на В се сопствени вредности. 

Друга формулација на теорема 9.4 е следната  

Теорема 9.4*. Квадратна матрица А од ред n  е слична со 

дијагонална матрица В ако и само ако А има n  линеарно независни 

сопствени вектори. Во овој случај дијагоналните елементи на В се 

соодветните сопствени вредности. 

Во претходната теорема ако Р е матрица чии што колони се n   

независни сопствени вектори на А, тогаш 1B P AP.  

Пример. Матрицата  

1 2
A

3 2
 

  
 
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има два сопствени вектори 
2
3
 
 
 

 и 
1

.
1

 
  

 Ставаме 
2 1

P .
3 1
 

   
 Тогаш   

1 1 / 5 1 / 5
P .

3 / 5 2 / 5
  
   

 Матрицата А е слична со дијагоналната матрица  

1 1 / 5 1 / 5 1 2 2 1 4 0
B P AP

3 / 5 2 / 5 3 2 3 1 0 1
        

                  
  

 

9.5 Карактеристичен полином.  

      Теорема на Хамилтон-Кели  

Да разгледаме квадратна матрица А од ред n  над поле º 

2

11 12 1n

21 22 2n

n1 n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
   
  
 




   


 

Матрицата ntI A  каде nI  е единичната матрица од ред n  се нареку-

ва карактеристична матрица на А 

2

11 12 1n

21 22 2n
n

n1 n nn

t a a a
a t a a

tI A

a a t a

   
       
     




   


 

Нејзината детерминанта  

A n(t) det(tI A)     

која што е полином по t  се нарекува карактеристичен полином 

на матрицата А, и  
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A n(t) det(tI A) 0      

се нарекува карактеристична равенка на матрицата А. 

Сега, секој член на детерминантата содржи еден и само еден 

елемент од секоја редица и од секоја колона, па заради особините 

на детерминантите погорниот карактеристичен полином е од обли-

кот  

A 11 22 nn(t) (t a )(t a ) (t a )        

+ изрази со најмногу n 2  множители од облик iit a  

Според тоа, имаме дека  

n n 1
A 11 22 nn(t) t (a a a )t        изрази од понизок степен 

Да се потсетиме дека трагата на А е збирот на нејзините дијагонал-

ни елементи. Затоа, карактеристичниот полином A n(t) det(tI A)    

е моничен полином (коефициентот пред највисокиот степен е 1) од 

n  ти ред и коефициентот пред n 1t   е негативната вредност на тра-

гата на матрицата А.  

Освен тоа, ако ставиме t 0  тогаш имаме дека 

n
A (0) det( A) ( 1) det A      

Но, A (0)  е константниот член на полиномот A (t).  Значи, конс-

тантниот член на карактеристичниот полином на матрицата А изне-

сува n( 1) det A  каде што n  е редот на А.  

Пример. Карактеристичниот полином на матрицата  
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1 3 0
A 2 2 1

4 0 2

 
    
  

 

гласи  

3 2
A

t 1 3 0
(t) det(tI A) 2 t 2 1 t t 2t 28

4 0 t 2


        

 
 

Како што се очекуваше A (t)  е моничен полином со степен 3. Освен 

тоа, може да заклучиме дека trA 1  и det A 28.     

Сега ќе ја покажеме една од најважните теореми во линеарна-

та алгебра. 

Теорема 9.5 (Хамилтон – Кели) 

Секоја матрица е нула на нејзиниот карактеристичен полином. 

Доказ. Нека А е квадратна матрица од ред n  и нека (t)  е 

карактеристичниот полином   

n n 1
A n 1 1 0(t) det(tI A) t a t a t a

         

Сега, нека B(t)  ја означува адјунгираната матрица на tI A.  Еле-

ментите на B(t)  се кофактори  на матрицата tI A,  па според тоа 

тие се полиноми од најмногу n 1  степен. Затоа, имаме дека  

n 1
n 1 1 0B(t) B t B t B
     

каде што n 1 1 0B , ,B ,B   се квадратни матрици од ред n  над º кои 

што не зависат од t.  Според теорема 8.8 имаме дека 

(tI A)B(t) det(tI A)I    
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или  

n 1 n n 1
n 1 1 0 n 1 1 0(tI A)(B t B t B ) (t a t a t a )I 
            

Ослобудувајќи се од заградите добиваме дека важи   

n 1B I   

n 2 n 1 n 1B AB a I     

n 3 n 2 n 2B AB a I     

  

0 1 1B AB a I   

0 0AB a I   

Множејќи ги овие матрични равенства сo n n 1A ,A , ,A,I,   соодветено 

добиваме дека 

n n
n 1A B A   

n 1 n n 1
n 2 n 1 n 1A B A B a A 
     

n 2 n 1 n 2
n 3 n 2 n 2A B A B a A  
     

  

2
0 1 1AB A B a A   

0 0AB a I   

Со собирање на погорните матрични равенства добиваме дека 

n n 1
n 1 1 00 A a A a A a I
      
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Со други зборови, (A) 0,   односно матрицата А е корен на својот 

карактеристичен полином. ■ 

Пример. Карактеристичниот полином за матрицата  

1 2
A

3 2
 

  
 

  

гласи  

2t 1 2
(t) det(tI A) t 3t 4

3 t 2
 

      
 

 

Во согласност со теоремата на Хамилтон-Кели имаме дека А е корен 

на својот карактеристичен полином, односно  

2
1 2 1 2 1 0 0 0

(A) 3 4
3 2 3 2 0 1 0 0
       

           
       

  

Следнава теорема ја дава врската меѓу карактеристичните по-

линоми и сопствените вредности.  

Теорема 9.6. Нека A е квадратна матрица од ред n  над поле 

º. Скалар  º е сопствена вредност на А ако и само ако   е корен 

на карактеристичниот полином (t)  на матрицата А. 

Доказ. Според теорема 9.2 имаме дека   е сопствена вред-

ност на А ако и само ако  I A   е сингуларна матрица. Уште повеќе, 

според теорема 8.4 имаме дека I A   е сингуларна матрица ако и 

само ако det( I A) 0,    односно ако и само ако   е корен на поли-

номот (t)  на матрицата А. ■ 

Користејќи ги теоремите 9.3, 9.4 и 9.6 добиваме дека важи 
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Последица 9.7. Ако карактеристичниот полином на квадратна 

матрица од ред n  е производ  од линеарни множители  

1 2 n(t) (t a )(t a ) (t a )      

односно ако 1 2 na ,a , ,a  се n  различни корени на (t)  тогаш А е 

слична со дијагонална матрица чии што дијагонални елементи се 

1 2 na ,a , ,a .  

Уште повеќе, користејќи ја основната теорема на алгебрата, 

дека секој полином над ¬ има барем еден корен, добиваме дека 

Последица 9.8. Нека А е квадратна матрица од ред n  на 

полето од комплексни броеви ¬. Тогаш А има барем една сопствена  

вредност. 

Пример. Нека  

3 0 0
A 0 2 5 .

0 1 2

 
   
  

  

Нејзиниот карактеристичен полином гласи  

2

t 3 0 0
(t) 0 t 2 5 (t 3)(t 1)

0 1 t 2


     

 
 

Ќе ги разгледаме следниве два случаја: 

(i)  А е матрица над полето реални броеви —. Тогаш А има само 

една сопствена вредност еднаква на 3. Бидејќи 3 има само еден соп-

ствен вектор, А не се дијагонализира. 
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(ii)  А е матрица над полето комплексни броеви ¬. Тогаш А има 3 

различни сопствени вредности  3, i  и i.  Затоа постои инверзибилна 

матрица Р со комплексни елементи така што  

1

3 0 0
P AP 0 i 0

0 0 i



 
   
  

 

од каде што заклучуваме дека А може да се дијагонализира.  

Теорема 9.9. Слични матрици имаат еднакви карактеристични 

полиноми. 

Доказ. Нека А и В се слични матрици, односно нека постои 

матрица P така што 1B P AP.  Користејќи дека  

1 1tI tP IP P (tI)P     

добиваме дека 

1 1 1det(tI B) det(tI P AP) det(P (tI)P P AP)         

                       1 1det(P (tI A)P) detP det(IP A)detP       

                       det(tI A)   

Го користевме фактот дека детерминантите се скалари и комути-

раат, и дека важи 1detP detP 1.   ■ 

Забелешка. Теоремата на Хамилтон-Кели може да се искорис-

ти за наоѓање на инверзна матрица. 

Пример. За матрицата  

1 2
A

3 2
 

  
 
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ќе ја најдеме инверзната матрица 1A .  Според теоремата на Хамил-

тон-Кели важи  

2
1 2 1 2 1 0 0 0

(A) 3 4
3 2 3 2 0 1 0 0
       

           
       

 

2
1 0 1 2 1 21 3

4 40 1 3 2 3 2
     

      
     

 

Ако последното равенство се поможи со 
1

1 2
3 2


 
 
 

 добиваме дека 

1
1 2 1 2 1 01 3

4 43 2 3 2 0 1


     

      
     

 

1
1 2 2 21

.
43 2 3 1


   

      
 

Во општ случај 1A  е полином од степен n 1  по А. 

 

9.6 Минималeн полином 

Нека А е квадратна матрица од ред n  над поле º. Видовме 

дека постојат ненулти полиноми f(t)  за кои f(A) 0.  На пример, 

еден таков ненулти полином е карактеристичниот полином на мат-

рицата А. Тогаш, за произволен полином p  имаме дека  

(p )(A) p(A) (A) 0      

Меѓу сите полиноми f(t)   такви што f(A) 0  ги разгледуваме 

оние со најмал степен и меѓу нив го бараме оној кој е моничен (кое-
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фициентот пред највисокиот степен е 1). Таков полином постои и тој 

е единствен. Него го нарекуваме минимален полином на А. 

Имено од Теорема на Хамилтон-Кели јасно е постоењето на та-

ков полином (со најнизок степен). Да покажеме дека тој моничен по-

лином е и единствен. Навистина ако f(t)  и q(t)  се два минимални 

монични полиноми од ист степен, на пример r,  тогаш p(t) q(t)   е 

од степен најмногу r 1  и  

(p q)(A) p(A) q(A) 0 0 0       

што е контрадикција. Значи, тој полином е единствен. 

Теорема 9.10. Минималниот полином m(t)  на А го дели секој 

полином за којшто А е негова нула. Специјално, m(t)  го дели карак-

теристичниот полином. 

Доказ. Нека f(t)  e полином за кој што важи f(A) 0.  Според 

теоремата за делење на полиноми постојат полиноми q(t)  и r(t)  та-

ка што важи  

f(t) q(t)m(t) r(t)   

каде што  r(t) 0  или degr(t) degm(t).  Со смената t A  во погор-

ната равенка, користејќи дека f(A) 0  и m(A) 0,  добиваме дека 

r(A) f(A) m(A)q(A) 0    

Ако r(t) 0,  тогаш r(t)  е полином со степен помал од m(t)  за кој-

што А е нула, што претставува противречност со дефиницијата на 

минимален полином. Затоа r(t) 0  и f(t) q(t)m(t),  од каде што 

следува дека m(t) | f(t).  ■ 
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 Постои подлабока врска помеѓу m(t)  и ∆(t) која што ќе ја пре-

дочиме во следнава теорема.  

Теорема 9.11. Карактеристичниот и минималниот полином на 

една матрица А имаат исти иредуцибилни множители. 

Доказ. Нека f(t)  е иредуцибилен полином. Ако f(t)  го дели 

m(t),  тогаш бидејќи m(t)  го дели (t),  следува дека f(t)  го дели 

(t).   

 Обратно нека f(t)  го дели (t).  Ќе покажеме дека (t)  го де-

ли n(m(t)) .  Бидејќи f(t)  е иредуцибилен ќе следува дека f(t)  го де-

ли m(t).  Значи m(t)  и (t)  имаат исти иредуцибилни множители.  

За да го комплетираме доказот преостанува да се покаже дека 

(t)  го дели n(m(t)) .  Нека  

r r 1
1 r 1 rm(t) t c t c t c

      

Да ги разгледаме следните матрици  

0B I  

1 1B A c I   

2
2 1 2B A c A c I    

  

r 1 r 2
r 1 1 r 1B A c A c I 
       

Тогаш имаме дека 

0B I  
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1 0 1B AB c I   

2 1 2B AB c I   

  

r 1 r 2 r 1B AB c I      

Исто така, имаме дека  

r r 1
r 1 r 1 r 1 rAB c I (A c A c A c I)
          

                          r rc I m(A) c I    

Ставаме   

r 1 r 2
0 1 r 2 r 1B(t) t B t B tB B 

       

Тогаш, добиваме дека 

r r 1 r 1 r 2
0 1 r 1 0 1 r 1(tI A)B(t)) (t B t B tB ) (t AB t AB AB )  

             

r r 1 r 2
0 1 0 2 1 r 1 r 2 r 1t B t (B AB ) t (B AB ) t(B AB ) AB 

             

r r 1 r 2
1 2 r 1 rt I c t I c t I c tI c I 

        

m(t)I  

Ако пресметаме детерминанта од двете страни на ова равенство до-

биваме дека  

ndet(tI A)detB(t) (m(t)) .   

Бидејќи detB(t)  е полином имаме дека det(tI A)  го дели n(m(t)) ,  

односно карактеристичниот полином на А го дели n(m(t)) .  ■ 
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Според оваа теорема m(t)  и (t)  имаат исти иредуцибилни 

фактори, односно секој иредуцибилен фактор од едниот полином го 

дели другиот и обратно. Бидејќи линеарните фактори (множители) 

се ирредуцибилни, добиваме дека m(t)  и (t)  имаат исти линеарни 

множители. Според тоа, може да заклучиме дека m(t)  и (t)  имаат 

исти нули. Затоа од теорема 9.6 добиваме дека  

Теорема 9.12. Скалар   е сопствена вредност на матрица А 

ако и само ако   е корен на минималниот полином на матрицата. 

Пример. Да се најде минималниот полином на матрицата 

2 1 0 0
0 2 0 0

A
0 0 2 0
0 0 0 5

 
 
 
 
 
 

 

Карактеристичниот полином на матрицата А е  

3(t) det(tI A) (t 2) (t 5)       

Според теорема 9.11 имаме дека t 2  и t 5  мора да се фактори на 

m(t).  Но, според теорема 9.10 имаме дека m(t)  го дели (t),  па 

можни случаи за m(t)  се следните  

‐ 1m (t) (t 2)(t 5)     

‐ 2
2m (t) (t 2) (t 5)    

‐ 3
3m (t) (t 2) (t 5)    

Според теорема на Хамилтон-Кели имаме дека 3m (A) (A) 0.    Со 

непосредна проверка се добива дека 1m (A) 0  и 2m (A) 0.  Значи 

2
2m (t) (t 2) (t 5)    е минимален полином за матрицата А.  
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Пример. Нека А е 3x3  матрица над полето —. Ќе покажеме 

дека А не може да биде нула на полиномот 2f(t) t 1.   Според 

теоремата на Хамилтон-Кели А е нула на својот карактеристичен 

полином (t).  Бидејќи (t)  е полином од степен 3, тој има барем 

еден реален корен.  

Сега да претпоставиме дека А е нула на полиномот 2f(t) t 1.   

Бидејќи f(t)  е иредуцибилен над —, f(t)  мора да биде минимален 

полином на матрицата А. Но f(t)  нема реален корен. Ова е во кон-

традикција со фактот дека карактеристичниот и минималниот поли-

ном имаат заеднички корени. Затоа, А не е нула на полиномот f(t).  

Ако наместо — го разгледуваме полето ¬, тогаш може да се 

провери дека следната матрица  

0 1 0
A 1 0 0

0 0 i

 
   
 
 

 

 е нула на полиномот 2f(t) t 1.    

 

9.7 Карактеристични и минимални полиноми  

       на линеарни оператори 

Нека T : V V  е линеарен оператор на векторски простор V  

со конечна димензија. Дефинираме карактеристичен полином 

(t)  на Т да биде карактеристичниот полином на било која матрич-

на репрезентазија на Т. Според теорема 9.9 имаме дека (t)  не за-
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виси од изборот на базата во однос на која што се пресметува мат-

ричната репрезентација. Да забележиме дека степенот на полино-

мот (t)  е еднаков на димензијата на V.  Притоа важат аналогни 

теореми за карактеристичен полином на линеарни оператор како 

што важат за карактеристичен полином на матрица. 

Теорема 9.5’. Т е нула на својот карактеристичен полином. 

Теорема 9.6’. Скаларот  º е сопствена вредност на Т ако и 

само ако   е корен на карактеристичниот полином на Т.  

Алгебарска кратност на сопствената вредност  º на Т се 

дефинира како кратност на   како корен на карактеристичниот по-

лином на Т.   

Геометриска кратност на сопствената вредност   се дефи-

нира како димензија на нејзиниот сопствен простор. 

Теорема 9.13. Геометриската кратност на сопствена вредност 

  не ја надминува алгебарската кратност. 

Доказ. Нека геометриската кратност на сопствената вредност 

  на операторот Т е r.  Тогаш постојат r  линеарно независни 

вектори 1 rv , , v  така што i iT(v ) v   за i 1, ,r.   Множеството од 

вектори 1 r{v , , v }  го прошируваме до база  

1 r 1 s{v , , v ,w , ,w }    

на V.  Во однос на таа база добиваме дека 

1 1T(v ) v   

2 2T(v ) v   

………………………… 
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r rT(v ) v   

1 11 1 1r r 11 1 1s sT(w ) a v a v b w b w        

2 21 1 2r r 21 1 2s sT(w ) a v a v b w b w        

………………………………………………… 

s s1 1 sr r s1 1 ss sT(w ) a v a v b w b w        

Матрицата на Т во однос на наведената база гласи 

11 21 s1

12 22 s2

r1r 2r sr

11 21 r1

12 22 r2

1s 2s ss

0 0 | a a a
0 0 | a a a

|
I | A0 0 0 | a a a

M ||
0 | B0 0 0 | b b b

0 0 0 | b b b
|

0 0 0 | b b b

 
  
 
 

   
                    

 
 
 
 
 

 
 

       


 
 

       
 

 

каде што t
ijA (a )  и t

ijB (b ) .  За карактеристичниот полином доби-

ваме дека 

11 21 s1

12 22 s2

1r 2r sr
r

t 0 0 | a a a
0 t 0 | a a a

|
0 0 0 t | a a a

(t ) Q(t)|
0 0 0 |
0 0 0 | Q(t)

|
0 0 0 |

     
      
 
 

     
           
 
 
 
 
 
 
 

 
 

       





   

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Според тоа, кратноста на коренот   е барем r,  односно алгебарска-

та кратност на   e поголема или еднаква од геометриската кратност 

r.  ■ 

Пример. Нека V  е векторскиот простор од функции за кои 

што {sin ,cos }   е база, и нека D  е операторот диференцирање на 

V.  Тогаш  

D(sin ) cos 0sin 1cos        

D(cos ) sin 1sin 0cos          

Матрицата А на D  во однос на погорната база е  

0 1
A [D]

1 0
 

    
  

од каде што следува дека  

2t 1
det(tI A) t 1

1 t


     

Според тоа, карактеристичниот полином на D  е  

2(t) t 1     

Минималниот полином m(t)  на операторот Т се дефинира 

независно од теоријата на матрици како моничен полином со најмал 

степен за кој што f(T)  е нула. Притоа за секој полином f(T)  важи  

f(T) 0  ако и само ако f(A) 0  

каде што А е произволна матрична репрезентација на Т. Според тоа, 

Т и А имаат исти минимални полиноми. Притоа, да забележиме дека  
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сите теореми за минимален полином на матрица што ги докажавме, 

важат исто така за минимален полином на оператор Т. 

 

Задачи за самостојна работа  

1. Нека 2f(t) 2t 5t 6    и 3 2g(t) t 2t t 3.     Најди f(A),  

g(A),  f(B)  и g(B),  ако 
2 3

A
5 1

 
  
 

 и 
1 2

B .
0 3
 

  
 

  

2. Нека T :—2—2 е дефинирано со T(x, y) (x y,2x).   Нека 

2f(t) t 2t 3.    Најди f(T)(x, y).  

3. Нека V  е векторски простор од полиноми 2v(x) ax bx c.    

Нека D : V V  е операторот диференцирање. Нека 2f(t) t 2t 5.    

Најди f(D)(v(x)).  

4. Нека 
1 1

A .
0 1
 

  
 

 Најди 2A ,  3A ,  nA .  

5. Нека 
8 12 0

B 0 8 12 .
0 0 8

 
   
 
 

 Најди реална матрица А така што ва-

жи  3B A .  

6. Разгледај дијагонална матрица M и триаголна матрица N   

1

2

n

a 0 0
0 a 0

M

0 0 a

 
 
   
  
 




   


   и   

1

2

n

a b c
0 a d

N

0 0 a

 
 
   
  
 




   


 

Покажи дека за било кој полином f(t),  f(M)  и f(N)  се од облик  
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1

2

n

f(a ) 0 0
0 f(a ) 0

f(M)

0 0 f(a )

 
 
   
  
 




   


  и 

1

2

n

f(a ) x y
0 f(a ) z

f(N)

0 0 f(a )

 
 
   
  
 




   


 

7. Разгледај блок дијагонална матрица M и блок триаголна 

матрица N   

1

2

n

A 0 0
0 A 0

M

0 0 A

 
 
   
  
 




   


   и   

1

2

n

A B C
0 A D

N

0 0 A

 
 
   
  
 




   


 

каде што iA  се квадратни матрици. Покажи дека за било кој поли-

ном f(t),  f(M)  и f(N)  се од облик  

    

1

2

n

f(A ) 0 0
0 f(A ) 0

f(M)

0 0 f(A )

 
 
   
  
 




   


  и 

1

2

n

f(A ) X Y
0 f(A ) Z

f(N)

0 0 f(A )

 
 
   
  
 




   


 

8. Докажи дека за било која квадратна матрица А важи 
1 n 1 n(P AP) P A P   каде што Р е инверзибилна. Поопшто, докажи дека 

1 n 1 n(P AP) P A P   за било кој полином f(t).    

9. Нека f(t)  е било кој полином. Докажи дека  

    а) t tf(A ) (f(A))  

    б) Ако А е симетрична, односно ако tA A,  тогаш f(A)  е си-

метрична. 
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10. За секоја од следните матрици, најди ги сите сопствени 

вредности и соодветните линеарно независни сопствени вектори: 

а) 
2 2

A
1 3
 

  
 

        б) 
4 2

B
3 3
 

  
 

       в) 
5 1

C
1 3

 
  
 

 

Најди инверзибилни матрици 1P ,  2P  и 3P  така што 1
1 1P AP ,  1

2 2P BP  и 

1
3 3P CP  се дијагонални.  

11. За секоја од следните матрици, најди ги сите сопствени 

вредности и базите на соодветните сопствени простори: 

а) 
3 1 1

A 2 4 2
1 1 3

 
   
 
 

     б) 
1 2 2

B 1 2 1
1 1 4

 
   
  

     в) 
1 1 0

C 0 1 0
0 0 1

 
   
 
 

 

Кога е возможно, најди инверзибилни матрици 1P ,  2P  и 3P  така што 

1
1 1P AP ,  1

2 2P BP  и 1
3 3P CP  се дијагонални.  

12. Разгледај ги матриците 
2 1

A
1 4

 
  
 

 и 
3 1

B
13 3

 
   

 над по-

лето реални броеви —. Најди ги сите сопствени вредности и соодвет-

ните линеарно независни сопствени вектори.  

13. Разгледај ги матриците од претходната задача над полето 

комплексни броеви ¬. Најди ги сите сопствени вредности и соодвет-

ните линеарно независни сопствени вектори.  

14. За секој од следниве оператори T :—2—2, најди ги сите 

сопствени вредности и базите на соодветните сопствени простори:     

      а) T(x, y) (3x 3y,x 5y)         б) T(x, y) (y, x)  
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      в) T(x, y) (y, x)   

15. За секој од следниве оператори T :—3—2, најди ги сите 

сопствени вредности и базите на соодветните сопствени простори:     

      а) T(x, y,z) (x y z,2y z,2y 3z)      

     б) T(x, y,z) (x y,y z, 2y z)      

      в) T(x, y,z) (x y,2x 3y 2z, x y 2z)       

16. За секоја од следните матрици над полето комплексни 

броеви ¬, најди ги сите сопствени вредности и соодветните линеар-

но независни сопствени вектори: 

а) 
1 i

A
0 i
 

  
 

        б) 
1 3

B
0 1
 

  
 

       в) 
1 2

C
1 1

 
   

 

17. Нека v  е сопствен вектор на линеарните оператори S  и T. 

Покажи дека v  е исто така сопствен вектор на линеарниот оператор 

aS bT,  каде што а и b  се произволни скалари.  

18. Нека v  е сопствен вектор на линеарен оператор T  соодве-

тен на сопствената вредност .  Покажи дека v  е исто така сопствен 

вектор на линеарниот оператор nT  соодветен на сопствената вред-

ност n ,  за n 0.  

19. Нека   е сопствена вредност на линеарен оператор T. По-

кажи дека f( )  е сопствена вредност на f(T).  

20. Покажи дека слични матрици имаат исти сопствени вред-

ности. 
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21. Покажи дека матриците А и tA  имаат исти сопствени вред-

ности. Најди пример така што матриците А и tA  имаат различни соп-

ствени вектори.  

22. Нека S  и Т се линеарни оператори така што ST TS.  Нека 

  е сопствена вредност на Т и нека W  е соодветниот сопствен пот-

простор. Покажи дека W  е инваријанте при Ѕ, односно S(W) W.  

23. Нека V  е векторски простор со конечна димензија над по-

лето комплексни броеви ¬. Нека W {0}  е потпростор на V  инва-

ријантен при линеарен оператор T : V V.  Покажи дека W  содржи 

ненулти сопствен вектор при Т.  

24. Нека А е квадратна матрица од ред n над поле º. Нека 

1 nv , , v  ºn се линеарно независни сопствени вектори на А соод-

ветни на сопствените вредности 1 n, , ,   соодветно. Нека Р е мат-

рица чиишто колони се векторите 1 nv , , v .  Покажи дека 1P AP  е ди-

јагонална матрица чии дијагонални елементи се сопствените вред-

ности 1 n, , .     

25. Најди полином за којшто матрицата е корен 

              а) 
3 7

A
4 5

 
  
 

        б) 
5 1

B
8 3

 
  
 

       в) 
2 3 2

C 0 5 4
1 0 1

 
   
  

 

26. Разгледај ја квадратната матрица од ред n 
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1 0 0 0
0 1 0 0

A
0 0 0 1
0 0 0 0

 
  
 
 

 
  




     



  

Покажи дека nf(t) (t )    е карактеристичен и минимален полином 

на матрицата А.  

27. Најди ги карактеристичниот полином и минималниот поли-

ном на секоја од следниве матрици: 

              а) 

2 5 0 0 0
0 2 0 0 0

A 0 0 4 2 0
0 0 3 5 0
0 0 0 0 7

 
 
 
 
 
 
 
 

        б) 

0 0 0 0
0 0 0 0

B 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 
  
  
 

 
  

        

28. Докажи дека 
1 1 0

A 0 2 0
0 0 1

 
   
 
 

 и 
2 0 0

B 0 2 2
0 0 1

 
   
 
 

 имаат различ-

ни карактеристични полиноми, но имаат ист минимален полином.  

29. Нека А е квадратна матрица од ред n за која што kA 0  за 

некое k n.  Покажи дека nA 0.  

30. Покажи дека матрицата А и нејзината транспонирана мат-

рица tA  имаат ист минимален полином. 

31. Нека f(t)  е моничен иредуцибилен полином за кој f(T) 0  

каде што T : V V  е линеарен оператор. Покажи дека f(t)  е мини-

мален полином на Т. 
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32. Разгледај ја блок матрицата 
A B

M .
C D
 

  
 

 Покажи дека  

tI A B
tI M

C tI D
  

     
  

е карактеристичната матрица на М.  

33. Нека Т е линеарен оператор на векторски простор V  со ко-

нечна димензија. Нека W  е потпростор од V  којшто е инваријантен 

при Т, односно T(W) W.  Нека WT : W W  е рестрикција на Т на 

W.  

а) Покажи дека карактеристичниот полином на WT  го дели ка-

рактеристичниот полином на Т.  

б) Покажи дека минималниот полином на WT  го дели минимал-

ниот полином на Т.  

34. Нека 
a b

A
c d
 

  
 

 е матрица над полето реални броеви —. 

Најди потребен и доволен услов по којшто матрицата А може да се 

дијагонализира, односно има два линеарно независни сопствени 

вектори.   

35. Нека 
a b

A
c d
 

  
 

 е матрица над полето комплексни броеви 

¬. Најди потребен и доволен услов по којшто матрицата А може да 

се дијагонализира, односно има два линеарно независни сопствени 

вектори.   

 



 

 

 

 

 

 

 

10. КАНОНИЧНИ ФОРМИ 

10.1 Вовед 

Нека Т е линеарен оператор на векторски простор со конечна 

димензија. Како што може да се види во поглавје 6, Т може да нема  

дијагонална матрична репрезентација. Сепак, сеуште е можно да се 

поедностави матричната репрезентација на Т на повеќе начини. Ова 

е главната тема на ова поглавје. Специјално, ќе ја добиеме основ-

ната теорема за декомпозиција, како и триаголната форма, 

Жордановата канонична форма и рационалната канонична форма. 

Ќе покажеме дека триаголната форма и Жордановата канонич-

на форма за Т постојат ако и само ако карактеристичниот полином 

(t)  на T ги има сите свои корени во º. Ова секогаш важи ако º е 

полето комплексни броеви ¬, но не мора да важи ако º е полето 

реални броеви —. 

Исто така, ќе ја воведеме идејата за фактор простор. Ова е 

многу моќна алатка, и таа ќе се користи во доказ за постоење на 

триаголната форма и рационалната канонична форма. 
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10.2. Триаголна форма 

Нека Т е линеарен оператор на n-димензионален векторски 

простор V. Да претпоставиме дека T може да се претстави со триа-

голната матрица 

11 12 1n

22 2n

nn

a a a
a a

A

a

 
 
   
  
 



 

 

Тогаш карактеристичниот полином на T е производ на линеарни 

фактори, односно  

11 22 nn(t) det(tI A) (t a )(t a ) (t a )        

Важи и обратното, што е искажано во следната важна теорема чиј-

што доказ ќе го изложиме подоцна. 

Теорема 10.1. Нека T : V V  е линеарен оператор чијшто  

карактеристичен полином се разложува на линеарни полиноми. То-

гаш, постои база на V во однос која што Т се претставува со триа-

голна матрица.  

Теорема 10.1. (Алтернативен облик) Нека A е квадратна 

матрица чијшто карактеристичен полином се разложува на линеарни 

полиноми. Тогаш А е слична на триаголна матрица, односно постои 

инверзибилна матрица P така што 1P AP  е триаголна матрица. 

Велиме дека операторот Т може да се доведе во триаголна 

форма, ако може да се претстави со триаголна матрица. Да забеле-

жиме дека во овој случај, сопствените вредности на T се токму еле-
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ментите кои што се појавуваат на главната дијагонална. Ќе дадеме 

примена на оваа забелешка.  

Пример. Нека А е квадратна матрица над полето комплексни 

броеви ¬. Да претпоставиме дека   е сопствена вредност на матри-

цата А2. Ќе покажеме дека   или   е сопствена вредност на 

матрицата A. Заради теорема 10.1 знаеме дека матрицата А е слична 

со триаголна матрица  

1

2

n

B

   
     
   



 

 

Тогаш матрицата А2 е слична на матрицата  

2
1

2
2 2

2
n

B

   
 

    
   



 

 

Бидејќи слични матрици имаат исти сопствени вредности, имаме де-

ка 2
i    за некое i 1, ,n.   Оттука наоѓаме дека i    или 

i ,    односно   или   е сопствена вредност на А.  

 

10.3 Инваријантност 

 Нека T : V V  е линеарен оператор. Потпросторот W од V се 

вика инваријантен при Т или Т-инваријантен ако Т го преслику-

ва W во себе, односно ако v W  тогаш T(v) W.  Во овој случај, 
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рестрикцијата на T на W дефинира линеарен оператор на W, однос-

но T индуцира линеарен оператор T̂ : W W  дефиниран со  

T̂(w) T(w),  за секое w W  

Пример. Нека Т:—3—3 е линеарниот оператор, којшто го ро-

тира секој вектор v околу z-оската за агол ,  односно  

T(x, y,z) (x cos y sin , x sin y cos ,z)        

Да забележете дека секој вектор w (a,b,0)  во xy-рамнината, 

односно во потпросторот  

W {(a,b,0) | a,b — }  

останува во W при пресликувањето Т. Оттука заклучуваме дека W е 

Т-инваријантен потпростор.  

Да забележиме исто така дека z-оската, односно потпросторот  

U {(0,0,c) | c — }  

е инваријантен потпростор при T. Уште повеќе, рестрикцијата на T 

во потпросторот W го ротира секој вектор околу координатниот 

почеток O, и рестрикцијата на T на потпросторот U е идентичното 

пресликување на U.  

Пример. Ненултите сопствени вектори на линеарен оператор 

T : V V  може да се карактеризираат како генератори на Т-инва-

ријантите еднодимензионални потпростори. За таа цел да претпос-

тавиме дека  

T(v) v,   v 0  

Тогаш потпросторот  

W {kv | k K}   

е еднодимензионален потпростор генериран со v, и е инваријантен 

при T, бидејќи 
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T(kv) kT(v) k( v) (k )v W       

Обратно, да претпоставиме дека dimU 1  и u 0  го генерира 

U, каде што U е инваријантен потпростор при T. Тогаш T(u) U  па 

според тоа T(u)  е мултипл на u,  односно T(u) u.   Оттука заклучу-

ваме дека u е сопствен вектор на T.  

Следната теорема ни дава една важна класа на инваријантни 

потпростори. 

Теорема 10.2. Нека T : V V  е линеарен оператор, а нека 

f(t)  е полином. Тогаш јадрото на f(T)  е инваријантен потпростор 

при T. 

Доказ. Да претпоставиме дека v Kerf(T),  односно дека важи  

f(T)(v) 0.  Треба да покажеме дека T(v)  исто така припаѓа на јад-

рото на f(T),  односно дека важи  f(T)(T(v)) 0.  Бидејќи f(t)t tf(t)  

имаме дека f(T)T Tf(T).  Така, наоѓаме дека  

f(T)T(v) Tf(T)(v) T(0) 0    

што требаше да се докаже. ■ 

Поимот инваријантност е поврзан со матрична репрезентација 

како што следува. 

Теорема 10.3. Да претпоставиме дека W е инваријантен пот-

простор на T : V V.   Тогаш T има блок матрична репрезентација  

A B
0 C

 
 
 

 

каде што А е матричната репрезентација на рестрикцијата на T на 

W. 

Доказ. Избираме база 1 r{w , ,w }  на W и ја прошируваме до 

база 1 r 1 s{w , ,w ,v , , v }   на V.  Имаме дека 
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1 1 11 1 1r rT̂(w ) T(w ) a w a w     

2 2 21 1 2r rT̂(w ) T(w ) a w a w     

  

r r r1 1 rr rT̂(w ) T(w ) a w a w     

            1 11 1 1r r 11 1 1s sT(v ) b w b w c v c v        

            2 21 1 2r r 21 1 2s sT(v ) b w b w c v c v        

               

            s s1 1 sr r s1 1 ss sT(v ) b w b w c v c v        

Но матрицата на T во однос на оваа база е транспонираната 

матрица на матрицата на коефициенти во погорниот систем на ра-

венки. Затоа, таа има облик 

A B
0 C

 
 
 

 

каде што А е транспонираната матрица на матрицата на коефициен-

ти за очигледниот потсистем. Од исти причини A е матрица на T̂  во 

однос на базата 1 r{w , ,w }  на W. ■ 

 

10.4. Инваријантна декомпозиција во облик на  

          директни збирови  

 Векторски простор V  се нарекува директен збир од неговите 

потпростори 1 2 rW ,W , ,W  и запишуваме  

1 2 rV W W W     

ако секој вектор v V  може да се запише на единствен начин во об-

ликот  

1 2 rv w w w       
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каде што 1 1w W ,  2 2w W , ,  r rw W .  

Се применува следнава теорема. 

Теорема 10.4. Нека 1 2 rW ,W , ,W  се потпростори на V и нека  

111 12 1n{w ,w , ,w },
221 22 2n{w ,w , ,w }, ,

rr1 r2 rn{w ,w , ,w }  

се бази на 1 2 rW ,W , ,W ,  соодветно. Тогаш V е директен збир на пот-

просторите 1 2 rW ,W , ,W  ако и само ако унијата  

1 2 r11 12 1n 21 22 2n r1 r2 rnB {w ,w , ,w ,w ,w , ,w , ,w ,w , ,w }      

е база на V. 

 Доказ. Да претпоставиме дека В е база на V.  Тогаш, за произ-

волно v V  имаме дека  

1 1 r r11 11 1n 1n r1 r1 rn rnv a w a w a w a w           

  1 2 rw w w     

каде што 
i ii i1 i1 in in iw a w a w W.     

 Следно ќе покажеме дека претставувањето е единствено. За 

таа цел да претпоставиме  

1 2 rv w w w       

каде што i iw W.   Бидејќи имаме дека 
ii1 i2 in{w ,w , ,w }  е база на iW  

имаме дека 
i ii i1 i1 i2 i2 in inw b w b w b w ,     и според тоа добиваме дека   

1 1 r r11 11 1n 1n r1 r1 rn rnv b w b w b w b w          

Бидејќи В е база на V имаме дека ij ija b ,  за секое i и за секое j. 

Оттука наоѓаме дека i iw w ,  па затоа претставувањето на v е един-

ствено. Според тоа, V е директен збир на потпросторите Wi. 

Обратно, да претпоставиме дека V е директна сума на Wi. 

Тогаш за било кое v V  имаме дека  
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1 2 rv w w w     

каде што i iw W.  Бидејќи 
ii1 i2 in{w ,w , ,w }  е база на iW  имаме дека 

секое wi е линеарна комбинација на 
iijw  и затоа v е линеарна комби-

нација на елементите на B. Според тоа, заклучуваме дека В го гене-

рира V. Сега ќе покажеме дека В е линеарно независно множество. 

Да претпоставиме дека 

1 1 r r11 11 1n 1n r1 r1 rn rna w a w a w a w 0          

Да забележиме дека 
i ii1 i1 in in ia w a w W.    Исто така, имаме дека 

0 0 0 0,     каде што i0 W.  Бидејќи такво претставување за 0 

е единствено имаме дека  

i ii1 i1 in ina w a w 0,     за i 1, ,r   

Линеарната независност на базите 
ii1 i2 in{w ,w , ,w }  повлекува дека 

сите коефициенти во погорната линеарна комбинација се еднакви на 

0, односно  

ii1 ina a 0,    за секое i 1, ,r   

Според тоа, B е линеарно независно множество од каде што следува 

дека В е база на просторот V.  ■ 

Сега претпоставувмe дека T : V V  е линеарен оператор и V е 

директен збир на ненулти Т-инваријантни потпростори 1 2 rW ,W , ,W ,  

односно 

1 2 rV W W W      и   i iT(W) W,  за секое i 1, ,r   

Нека Ti е рестрикцијата на T на Wi. Тогаш велиме дека Т е деком-

пониран на операторите Ti или T е директен збир на рестрикции-

те Ti, и запишуваме 1 2 rT T T T .     Исто така, за потпростори-
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те 1 rW , ,W  велиме дека го редуцираат Т или дека формираат Т-

инваријантна декомпозиција на директни збирови на V.  

Да разгледаме специјален случај каде што два потпростори U и 

W го редуцираат операторот T : V V.  Да претпоставиме, на при-

мер, дека dimU 2  и dimV 3,  и дека 1 2{u ,u }  и 1 2 3{w ,w ,w }  се ба-

зи на U и W, соодветно. Ако со Т1 и Т2 ги означиме рестрикциите  на 

T на U и W, соодветно тогаш имаме дека 

1 1 11 1 12 2T (u ) a u a u   и 1 2 21 1 22 2T (u ) a u a u ,   

2 1 11 1 12 2 13 3T (w ) b w b w b w    

2 2 21 1 22 2 23 3T (w ) b w b w b w    

2 3 31 1 32 2 33 3T (w ) b w b w b w    

Соодветно, наоѓаме дека матриците 

11 12

21 22

a a
A

a a
 

  
 

  и  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b
B b b b

b b b

 
   
 
 

 

се матрични претстави на T1 и T2, соодветно. Според погорната 

теорема наоѓаме дека 1 2 1 2 3{u ,u ,w ,w ,w }  е база на просторот V.  Би-

дејќи имаме дека i 1 iT(u ) T (u )  и j 2 jT(w ) T (w ),  може да заклучиме 

дека матрицата на Т во однос на споменатата база на V  е блок дија-

гоналната матрица  

A 0
0 B

 
 
 

 

Со генерализација на горенаведените аргументи доаѓаме до следна-

та теорема. 

Теорема 10.5. Нека T : V V  е линеарен оператор и нека V е 

директен збир на Т-инваријантни потпростори 1 rW , ,W .  Ако iA  е 
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матрична репрезентација на рестрикцијата на T на Wi, тогаш T може 

да се претстави со блок дијагоналната матрица 

1

2

r

A 0 0
0 A 0

M

0 0 A

 
 
   
  
 




   


 

За блок дијагоналната матрица М со дијагонални матрици 1 rA , ,A  

понекогаш велиме дека е директен збир од матриците 1 rA , ,A  и 

запишуваме 1 rM A A .    

 

10.5 Основна декомпозиција 

Следната теорема покажува дека секој линеарен оператор 

T : V V  се декомпонира на оператори чии што минимални полино-

ми се степени од иредуцибилни полиноми. Ова е првиот чекор за 

добивање на канонична форма за Т. 

Теорема 10.6 (Основна декомпозиција) Нека T : V V  е 

линеарен оператор со минимален полином 

1 2 rn n n
1 2 rm(t) f (t) f (t) f (t)   

каде што 1 2 rf (t), f (t), , f (t)  се различни монични иредуцибилни по-

линоми. Тогаш V е директен збира на Т-инваријантните потпростори 

1 rW , ,W ,  каде што Wi е јадрото на in
if (T) .  Уште повеќе, in

if (T)  е 

минималниот полином на рестрикцијата на T на Wi. 

Доказот на теоремата е последица од следниве две теореми.  

Теорема 10.7. Нека T : V V  е линеарен оператор и нека 

f(t) g(t)h(t)  се полиноми такви што f(T) 0  и g(t)  и h(t)  се заем-
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но прости. Тогаш V е директен збир на Т-инваријантните потпросто-

ри U и W, каде што U Kerg(T)  и W Kerh(T).  

Доказ. Најнапред да забележиме дека U  и W  се Т-инвари-

јантни потпростори заради теорема 10.2. Понатаму, бидејќи g(t)  и 

h(t)  се заемно прости полиноми, постојат полиноми r(t)  и s(t)  така 

што важи  

r(t)g(t) s(t)h(t) 1    

Оттука за операторот Т имаме дека  

r(T)g(T) s(T)h(T) I                                              (1) 

Нека v V.  Тогаш заради (1) имаме дека  

v r(T)g(T)v s(T)h(T)v    

Но, првиот собирок во овој збир припаѓа на W Kerh(T),  бидејќи 

h(T)r(T)g(T)v r(T)g(T)h(T) r(T)f(T)v r(T)0v 0     

Слично, вториот собирок припаѓа на U. Оттука добиваме дека V е 

збир на потпросторите U и W. 

 За да докажеме дека V U W,   мора да докажеме дека збирот 

v u w   каде што u U  u w W,  е еднозначно определен со v.  Со 

примена на операторот r(T)g(T)  на v u w   и со примена на 

фактот дека g(T)u 0,  добиваме дека  

r(T)g(T)v r(T)g(T)u r(T)g(T)w r(T)g(T)w    

Исто така, со примена на (1) на w  и со примена на фактот дека  

h(T)w 0,  добиваме дека 

w r(T)g(T)w s(T)h(T)w r(T)g(T)w     

Од двете од горенаведени формули заклучуваме дека  

w r(T)g(T)v   
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па според тоа w е еднозначно определен со v.  Слично, u е едноз-

начно определен со v.  Оттука следува дека V U W,   што требаше 

да се докаже. ■ 

Теорема 10.8. Ако во теорема 10.7 f(t)  е минималниот поли-

ном на T и g(t)  и h(t)  се моници, тогаш g(t)  е минималниот поли-

ном на рестрикцијата 1T  на Т на U, и h(t)  е минималниот полином 

на рестрикцијата 2T  на T на W. 

Доказ. Нека 1m (t)  и 2m (t)  се минималните полиноми на T1 и 

T2, соодветно. Да забележиме дека 1g(T ) 0  и 2h(T ) 0,  бидејќи 

U Kerg(T)  и W Kerh(T).  Според тоа, имаме дека  

1m (t)  го дели g(t)   и  2m (t)  го дели h(t)                  (2) 

Затоа f(t)  е најмалиот полином кој што е делив со 1m (t)  и 2m (t). 

Но, 1m (t)  и 2m (t)  се заемно прости бидејќи g(t)  и h(t)  се заемно 

прости. Според тоа, имаме дека 1 2f(t) m (t)m (t).   Исто така, имаме 

дека f(t) g(t)h(t).  Од овие две равенки, заедно со (2), и фактот де-

ка g(t)  и h(t)  се монични полиноми следува дека  

1g(t) m (t)  и 2h(t) m (t)   

што требаше да се докаже. ■ 

Доказ на теорема 10.6. Доказот ќе го спроведеме со индук-

ција по r.  Случајот r 1  е тривијален. Да претпоставиме дека 

теоремата е докажана за r 1.  Според теорема 10.7, V може да се 

запише како директен збор на Т-инваријантните потпростори W1 и 

V1, каде што W1 е јадрото на 1n
1f (T)  и каде што V1 е јадрото на 
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2 rn n
2 rf (T) f (T) .  Заради теорема 10.8, минималниот полином на рест-

рикциите на T на W1 и V1 се 1n
1f (t)  и 2 rn n

2 rf (t) f (t) ,  соодветно. 

Да ја означиме со T1 рестрикцијата на Т на V1. Според индук-

тивната претпоставка имаме дека V1 е директен збир на потпросто-

рите 2 rW , ,W ,  така што Wi е јадрото на in
i 1f (T )  и така што in

if (T)  е 

минималниот полином за рестрикцијата на 1T  на Wi. Но, јадрото на 

in
if (T) ,  за i 2, ,r,   се содржи во V1, односно  

in
i 1Kerf (T) V ,  за i 2, ,r,   

бидејќи in
if (t)  го дели 2 rn n

2 rf (t) f (t) .  Така, јадрото на in
if (T)  е еднак-

во на јадрото на in
i 1f (T )  што е Wi, односно  

i in n
i i 1 iKerf (T) Kerf (T ) W   

Исто така, рестрикцијата на T на Wi е еднаква со рестрикцијата T1 на 

Wi, за i 2, ,r.   Оттука имаме дека in
if (t)  е минималниот полином за 

рестрикцијата на Т на Wi. Така, добиваме дека 1 2 rV W W W     

што е бараната декомпозиција на Т. ■ 

Исто така, ќе ја користиме основната теорема за декомпозици-

ја за да ја докажеме следната корисна карактеризација на операто-

ри кои што имаат дијагонална матрична репрезентација. 

Теорема 10.9. Линеарен оператор T : V V  има дијагонална 

матрична репрезентација ако и само ако неговиот минимален поли-

ном m(t)  е производ од различни линеарни полиноми. 

Доказ. Да претпоставиме дека m(t)  е производ на различни 

линеарни полиноми, на пример, нека 

1 2 rm(t) (t )(t ) (t )        
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каде што i j ,    за i j.  Според основната теорија за декомпозици-

ја имаме дека V е директен збир на потпростори 

1 2 rV W W W ,     каде што i iW Ker(T I)   . 

Затоа, ако iv W ,  тогаш имаме дека i(T I)(v) 0    од каде што сле-

дува дека iT(v) v.   Со други зборови, секој вектор во Wi е сопст-

вен вектор што соодветствува на сопствената вредност i.  Според 

теорема 10.4, унијата на базите на потпросторите W1,...,Wr е база за 

просторот V.  Оваа база се состои од сопствени вектори, па според 

тоа заклучуваме дека операторот Т има дијагонална матрична реп-

резентација.  

Обратно, да претпоставиме дека Т има дијагонална матрична 

репрезентација, односно дека просторот V има база која се состои 

од сопствени вектори на T. Нека 1 s, ,   се соодветните различни 

сопствени вредности на Т. Тогаш операторот  

1 2 sf(T) (T I)(T I) (T I)        

го пресликува секој базен вектор во 0. Според тоа, добиваме дека 

f(T) 0.  Затоа минималниот полином m(t)  на T го дели полиномот 

1 2 sf(t) (t )(t ) (t )        

од каде што заклучуваме дека минималниот полином m(t)  на T е 

производ на различни линеарни полиноми. ■ 

Теорема 10.9. (Алтернативен облик) Матрица А е слична 

на дијагонална матрица ако и само ако е нејзиниот минималниот 

полином е производ на различни линеарни полиноми. 

Пример. Да претпоставиме дека A I  е квадратна матрица за 

која што важи 3A I.  Да определиме дали A е слична на дијагонал-

на матрица ако А е матрица над:  
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(i) полето реални броеви —,    (ii) полето комплексни броеви ¬. 

Бидејќи 3A I  имаме дека А е нула на полиномот  
3 2f(t) t 1 (t 1)(t t 1)        

Минималниот полином m(t)  на матрицата A не може да биде t 1  

бидејќи A I.  Оттука, наоѓаме дека  
2m(t) t t 1    или 3m(t) t 1   

Бидејќи ниту еден од полиномите не е производ на линеарни поли-

номи над полето реални броеви —, заклучуваме дека матрицата А не 

може да се дијагонализира над —. Од друга страна, секој од полино-

мите е производ со различни линеарни полиноми над ¬. Оттука, зак-

лучуваме дека матрицата А може да се дијагонализира над полето 

комплексни броеви ¬.  

 

10.6. Нилпотентни оператори 

Линеарен оператор T : V V  се нарекува нилпотентен ако 
nT 0  за некој позитивен цел број n. Индексот к се нарекува ин-

декс на нилпотентност на T ако kT 0  но k 1T 0.    

Аналогно, квадратната матрица A се нарекува нилпотентна 

ако nA 0  за некој позитивен цел број n, и к се нарекува индекс 

на нилпотентност на матрицата А ако kA 0  но k 1A 0.    

Јасно е дека минималниот полином на нилпотентен оператор 

(матрица) со индекс k е km(t) t .  Оттука заклучуваме дека неговата 

единствена сопствена вредност е 0. 

Теорема 10.10. Нека T : V V  е линеарен оператор. Ако за 

v V,  kT (v) 0  но k 1T (v) 0,   тогаш важат следниве тврдења: 

 (i)  Множеството k 1S {v, T(v), , T (v)}   е линеарно независно. 
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 (ii)  Потпросторот W генериран од S е Т-инваријантен. 

(iii)  Рестрикцијата T̂  на T на W е нилпотентна со индекс k. 

(iv)  Во однос на базата k 1S {T (v), , T(v), v}   на W, матрица-

та на T е квадратна матрица од ред к со индекс к од облик  

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 




     



 

Доказ. (i)  Да претпоставиме дека  

2 k 1
1 2 k 1av a T(v) a T (v) a T (v) 0

            (1) 

Применувајќи го k 1T   на (1) и користејќи дека kT (v) 0,  добиваме 

дека  k 1aT (v) 0.   Бидејќи k 1T (v) 0   заклучуваме дека a 0.  Сега, 

со примена на k 2T   на (1) и користејќи дека kT (v) 0  и a 0,  доби-

ваме дека k 1
1a T (v) 0.   Бидејќи k 1T (v) 0   заклучуваме дека 1a 0.  

Понатаму, со примена на k 3T   на (1) и користејќи дека kT (v) 0  и 

1a a 0,   добиваме дека k 1
2a T (v) 0.   Бидејќи k 1T (v) 0   заклучу-

ваме дека 2a 0.  Продолжувајќи ја постапката заклучуваме дека  

1 2 k 1a a a a 0      

 од каде што следува дека S е линеарно независно множество.  

(ii)  Нека v W.  Тогаш имаме дека  

2 k 1
1 2 k 1v bv b T(v) b T (v) b T (v)

      

Користејќи го фактот дека kT (v) 0  наоѓаме дека 

2 k 1
1 k 2T(v) bT(v) b T (v) b T (v) W

      

Според тоа, заклучуваме дека W е Т-инваријантен потпростор. 
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(iii)  Според претпоставката имаме дека kT (v) 0.  Тогаш  

k i k 1T̂ (T (v)) T (v) 0,   за i 0,1, ,k 1   

Така, со примена на kT̂  на секој генератор на W, добиваме дека 

kT̂ 0,  па според тоа kT̂  е нилпотентен оператор со индекс најмно-

гу к. Од друга страна, имаме дека  

k 1 k 1T̂ (v) T (v) 0,     

што значи дека kT̂  е нилпотентен оператор со индекс точно k. 

(iv)  За базата k 1{T (v), , T(v), v}   на W, имаме дека 

k 1 kT̂(T (v)) T (v) 0    

k 2 k 1T̂(T (v)) T (v)   

k 3 k 2T̂(T (v)) T (v)   

.......................................................................  

2T̂(T(v)) T (v)  

T̂(v) T(v)  

Оттука заклучуваме дека матрицата на T во однос на разгледуваната 

база е  

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 




     



 

што требаше да се докаже. ■ 

Теорема 10.11. Нека T : V V  е линеарен оператор и нека 
iU KerT  и i 1W KerT .  Тогаш точни се следниве тврдења: 

(i) U W                    (ii) T(W) U  
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Доказ. (i)  Да претпоставиме дека iu U KerT .   Тогаш имаме 

дека iT (u) 0,  од каде што следува дека i 1 iT (u) T(T (u)) T(0) 0.     

Оттука заклучуваме дека i 1u KerT W.   Но, ова е точно за се-

кое u U,  па според тоа наоѓаме дека U W.  

 (ii)  Слично, ако i 1w W KerT    имаме дека i 1T (w) 0.   Тогаш 

i 1 i iT (w) T (T(w)) T (0) 0,     од каде што следува дека T(W) U.  ■ 

Теорема 10.12. Нека T : V V  е линеарен оператор и нека 
i 2X KerT ,  i 1Y KerT  и iZ KerT .  Ако  

            1 r{u , ,u },  1 r 1 s{u , ,u , v , , v },   1 r 1 s 1 t{u , ,u , v , , v ,w , ,w }    

се бази на X, Y и Z, соодветно, тогаш множеството  

1 r 1 tS {u , ,u , T(w ), , T(w )}    

се содржи во Y и е линеарно независно. 

Доказ. Да забележиме дека заради претходната теорема има-

ме дека X Y Z.   Исто така, заради претходната теорема имаме 

дека T(Z) Y,  па според тоа S Y.  Сега, да претпоставиме дека S 

е линеарно зависно. Тогаш постои линеарна комбинација  

1 1 r r 1 1 t ta u a u b T(w ) b T(w ) 0        

каде што барем еден коефициент е различен од нула. Понатаму, би-

дејќи множеството 1 r{u , ,u }  е независно, барем еден од коефи-

циентите 1 tb , ,b  мора да биде различен од нула. Од последното 

равенство наоѓаме дека  
i 2

1 1 t t 1 1 r rb T(w ) b T(w ) a u a u X KerT           

Оттука следува дека  
i 2

1 1 t tT (b T(w ) b T(w )) 0     

што значи дека  
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i 1
1 1 t tT (b w b w ) 0     

Од последното равенство наоѓаме дека  
i 1

1 1 t tb w b w Y KerT      

Бидејќи множеството 1 r 1 s{u , ,u , v , , v }   го генерира Y, постои ли-

неарна комбинација од векторите 1 r 1 s 1 t{u , ,u , v , , v ,w , ,w }    каде 

што барем еден од коефициентите, поточно барем еден од коефи-

циентите 1 tb , ,b  не е нула. Ова е во спротивност со фактот дека 

множеството 1 r 1 s 1 t{u , ,u , v , , v ,w , ,w }    е линеарно независно. 

Оттука следува дека S е линеарно независно множество. ■ 

Теорема 10.13. Нека T : V V  е нилпотентен оператор со 

индекс k. Тогаш T има блок дијагонална матрична репрезентација во 

која секој дијагонален елемент е од обликот  

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

N
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 




     



 

односно, сите елементи на N  се нули, освен елементите над глав-

ната дијагонала кои што се единици. Постои барем еден елемент N 

од ред k, а сите други елементи N се со ред помал или еднаков на k. 

Бројот на елементи N од секој можен ред е еднозачно одреден со T. 

Вкупниот број на елементи N од сите можни редови е еднаков на 

нуларноста на Т. 

Доказ. Нека dimV n  и нека  

1W KerT,  2
2W KerT , , k

kW KerT   
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Ставаме i im dimW,  за i 1, ,k.   Бидејќи T има индекс k, имаме 

дека kW V  и k 1W V   од каде што заклучуваме дека k 1 km m n.    

Заради теорема 10.11, имаме дека  

1 2 kW W W V     

Затоа, со индукција, може да се избереме база 1 n{u , ,u }  на V така 

што 
m1 i{u , ,u }  е база на Wi. 

 Сега, избираме нова база на V во однос на која Т ја го има 

бараниот облик. Згодно е да ги означиме членовите на оваа нова 

база со подреден пар од индекси. За таа цел ставаме   

k 1m 1v(1,k) u ,
 

k 1m 2v(2,k) u ,
  ,

kk k 1 mv(m m ,k) u   

и ставаме  

v(1,k 1) Tv(1,k),  v(2,k 1) Tv(2,k),  ,  

k k 1 k k 1v(m m ,k 1) Tv(m m ,k)      

Според претходната теорема имаме дека  

k 21 1 m k k 1S {u , ,u , v(1,k 1), , v(m m ,k 1)}
       

е линеарно независно подмножество на k 1W .  Го прошируваме S1 до 

база на k 1W   со додавање на нови елементи, ако е потребно, и ги оз-

начуваме со  

       k k 1v(m m 1,k 1),    k k 1v(m m 2,k 1),   , k 1 k 2v(m m ,k 1)    

Понатаму, ставаме  

v(1,k 2) Tv(1,k 1),   v(2,k 2) Tv(2,k 1),   ,  

                 k 1 k 2 k 1 k 2v(m m ,k 2) Tv(m m ,k 1)         

Повторно, според претходната теорема имаме дека  

k 32 1 m k 1 k 2S {u , ,u , v(1,k 2), , v(m m ,k 2)}
        
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е линеарно независно подмножество на k 2W .  Го прошируваме S2 до 

база на k 2W   со додавање на нови елементи, ако е потребно, и ги 

означуваме со  

  k 1 k 2v(m m 1,k 2),    k 1 k 2v(m m 2,k 2),    , k 2 k 3v(m m ,k 2)    

Продолжувајќи на овој начин добиваме база за V,  која што е згодно 

да ја индексираме како што следува  

k k 1v(1,k), , v(m m ,k)  

k k 1 k 1 k 2v(1,k 1), , v(m m ,k 1), , v(m m ,k 1)         

  

k k 1 k 1 k 2 2 1v(1,2), , v(m m ,2), , v(m m ,2), , v(m m ,2)        

k k 1 k 1 k 2 2 1 1v(1,1), , v(m m ,1), , v(m m ,1), , v(m m ,1), , v(m ,1)         

Долниот ред е база на W1, нему претходниот е база на W2 и така 

натаму. Но, за нас е важно дека Т го пресликува секој вектор во 

векторот веднаш под него во табелата или во 0 доколку векторот е 

во долниот ред. Поточно, имаме дека 

v(i, j 1), за j 1
Tv(i, j)

0, за j 1
 

 


 

Сега, според теорема 10.10 (iv)  имеме дека T го има бараниот облик 

ако v(i, j)  се подредени лексикографски: започнувајќи со v(1,1)  и 

поместување по првата колона до v(1,k),  а потоа прескокнување до  

v(2,k)  и поместување по втората колона што е можно повеќе, и 

така натаму. 

Покрај тоа, ќе имаме точно  

k k 1m m   дијагонални елементи од ред k  

k 1 k 2 k k 1 k 1 k k 2(m m ) (m m ) 2m m m           дијагонални  
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елементи од ред k 1  

                 .................................................................................... 

2 1 32m m m   дијагонални елементи од ред 2 

1 22m m  дијагонални елементи од ред 1 

како што може да се прочита директно од табелата. Специјално, 

бидејќи броевите 1 km , ,m  се еднозначно определени со T, бројот 

на дијагонални елементи од секој ред е еднозначно определен со Т. 

На крај, идентитетот 

1 k k 1 k 1 k k 2 2 1 3 1 2m (m m ) (2m m m ) (2m m m ) (2m m )              

покажува дека нуларноста m1 на T е вкупниот број на дијагонални 

елементи на T. ■ 

 

10.7 Жорданова канонична декомпозиција  

Оператор Т може да се доведе во Жорданова канонична фор-

ма, ако карактеристичниот полином и минималниот полином може 

да се разложат на линеарни полиноми. Ова е секогаш возможно ако 

º е полето комплексни броеви ¬. Во општ случај, ако º не е алге-

барски затворено поле, секогаш може да го прошириме до алгебар-

ски затворено поле, односно до поле во кое што карактеристичниот 

полином и минималниот полином може да се разложат на линеарни 

полиноми. Според тоа, во поширока смисла, секој оператор има 

Жорданова канонична форма. Аналогно, секоја квадратна матрица 

може да се доведе во Жорданова канонична форма. 

Следната теорема ја опишува Жордановата канонска форма J 

на линеарен оператор Т. 
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Теорема 10.14. Нека T : V V  е линеарен оператор чиишто  

карактеристичен полином и минимален полином се, соодветно, 

1 2 rn n n
1 2 r(t) (t ) (t ) (t ) ,         и  

1 2 rm m m
1 2 rm(t) (t ) (t ) (t )        

каде што i j ,    за i j.  Тогаш T има блок дијагонална матрична 

репрезентација J во која секој дијагонален елемент е од облик  

i

i

ij

i

i

1 0 0 0
0 1 0 0

J
0 0 0 1
0 0 0 0

 
  
 
 

 
  




     



   

За секое i  соодветните блокови ijJ  ги имаат следниве својства: 

(i) Има барем еден блок ijJ  од ред im ,  и сите други блокови ijJ  

се од ред помал или еднаков на im .  

(ii) Збирот на редовите на блоковите ijJ  е ni. 

(iii) Бројот на блокови ijJ  е еднаков на геометриската кратност 

на i.  

(iv) Бројот на блокови ijJ  од секој можен ред е еднозначно оп-

ределен со Т. 

Доказ. Со примарната на теоремата за основна декомпозиција 

имаме дека Т се декомпонира во облик  

1 2 rT T T T     

каде што im
i(t )   е минималниот полином на Ti. Затоа имаме дека  

1m
1 1(T I) 0,    2m

2 2(T I) 0,   , 1m
r r(T I) 0,    

Ставаме i i iN T I.    Тогаш, за i 1,2 ,r   имаме дека  
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i i iT N I,    каде што im
iN 0  

Според тоа, Ti е збир на скаларниот оператор iI  и нилпотентниот 

оператор Ni, којшто има индекс im  бидејќи im
i(t )   е минималниот 

полином на Ti.  

Сега, според теорема 10.13 за нилпотентни оператори, може 

да се избереме база така што Ni е во канонична форма. Во оваа база, 

i i iT N I,    е претставен со блок дијагонална матрица Mi чиишто ди-

јагонални елементи се матриците Jij. Директниот збир J на матрици-

те Mi е во Жорданова канонична форма и, според теорема 10.5, е 

матрична репрезентација на Т. 

На крај, мора да покажеме дека блоковите Jij ги задоволуваат 

потребните својства.  

Својството (i) следува од фактот дека iN  има индекс im .   

Својството (ii) е точно бидејќи Т и J имаат ист карактеристичен 

полином.  

Својството (iii) е точно бидејќи нуларноста на i i iN T I    е 

еднаква на геометриската кратност на сопствената вредност i.  

Сопственост (iv) следува од фактот дека iT  и оттаму iN  се 

единствено определени со Т. ■ 

Матрицата J  од погорната теорема се нарекува Жорданова 

канонична форма на операторот Т. Дијагонална блок матрица ijJ  се 

нарекува Жорданов блок соодветен на сопствената вредност i.  Да 

забележиме дека  

 ij iJ I N,     
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каде што N  е нилпотентна блок матрица од погорната теорема. По-

горното равенство се должи на матричното равенство  

 

i i

i i

i i

i i

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

      
           
      
     

      
          

  
  

                 
  
  

 

 

Пример. Да претпоставиме дека карактеристичниот полином и 

минималниот полином на оператор Т се, соодветно, 
4 3(t) (t 2) (t 5)      и  2 3m(t) (t 2) (t 5)    

Тогаш Жордановата канонична форма на T е една од следните блок 

дијагонални матрици: 

5 1 0
2 1 2 1

diag , , 0 5 1
0 2 0 2

0 0 5

  
     
     
        

  и   

   
5 1 0

2 1
diag , 2 , 2 , 0 5 1

0 2
0 0 5

  
   
   
      

 

Првата матрица се појавува ако Т има два независни сопствени век-

тори соодветни на сопствената вредност 2. Втората матрица се поја-

вува ако Т има три независни сопствени вектори соодветни на сопст-

вената вредност 2.  

 

10.8 Циклични потпростори 

Нека Т е линеарен оператор на векторски простор V со конечна 

димензија над поле º. Да претпоставиме дека v V  и v 0.  Мно-
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жество на сите вектори од облик f(T)(v),  каде што f(t)  е произво-

лен полиноми над K, и Т-инваријантен потпростор на V кој што се 

нарекува Т-цикличен потпростор од V генериран со v и се означу-

ва со Z(v, T).  Рестрикцијата на T на Z(v, T)  се означува со vT .  Мо-

жеме еквивалентно да го дефинираме Z(v, T)  како пресек на сите Т-

инваријантни потпростори од V кои што го содржат v. 

Сега да ја разгледаме низата  

v, T(v),  2T (v),  3T (v), 

на степени на Т кои дејствуваат на v. Нека k е најмалиот позитивен  

цел број така што kT (v)  е линеарна комбинација од векторите кои-

што претходат во низата, на пример,  
k k 1

k 1 1 0T (v) a T (v) a T(v) a v
      

Тогаш имаме дека  
k k 1

v k 1 1 0m (t) t a t a t a
      

е единствениот моничен полином со најнизок степен, за којшто важи  

vm (T)(v) 0.  Полиномот vm (t)  го нарекуваме Т-анихилатор на v  и 

Z(v, T).   

Следната теорема има важна примена. 

Теоерма 10.15. Нека Z(v, T),  vT  и vm (t)  се дефинирани како 

погоре. Тогаш важат следниве тврдења: 

  (i) Множеството k 1{v, T(v), , T (v)}  е база на Z(v, T),  па спо-

ред тоа dimZ(v, T) k.  

 (ii) Минималниот полином на Tv е vm (t).  

 (iii) Матричната репрезентација на vT  во однос на горенаведе-

ната база е 
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0

1

2

k 2

k 1

0 0 0 0 a
1 0 0 0 a
0 1 0 0 a

C

0 0 0 0 a
0 0 0 1 a





 
  
 

  
 
 
   





     



 

 

Доказ. (i) По дефиниција на vm (t),  имаме дека kT (v)  е пр-

виот вектор во низата v, T(v),  2T (v),  3T (v),  којшто е линеарна 

комбинација на сите вектори што претходат во низата. Оттука може 

да заклучиме дека множеството k 1B {v, T(v), , T (v)}   е линеарно 

независно. Сега треба само да покажеме дека Z(v, T) L(B),  линеар-

ната обвивка на B. Според погорната дискусија k 1T (v) L(B).   Со ин-

дукција ќе докажеме дека nT (v) L(B),  за секое n. Да претпостави-

ме дека n k  и дека n 1T (v) L(B),   односно n 1T (v)  е линеарна ком-

бинација на векторите k 1v, T(v), , T (v).  Тогаш n n 1T (v) T(T (v))  е 

линеарна комбинација на векторите 2 kT(v), T (v), , T (v).  Заради 

kT (v) L(B),  имаме дека nT (v) L(B),  за секое n. Како последица 

имаме дека f(T)(v) L(B),  за секој полином f(t).  Оттука заклучува-

ме дека Z(v, T) L(B),  па B  е база, што требаше да се докаже.  

(ii) Да претпоставиме дека s s 1
s 1 1 0m(t) t b t b t b
      е ми-

нималниот полином на vT .  Тогаш, бидејќи v Z(v, T)  имаме дека  

s s 1
v s 1 1 00 m(T )(v) m(T)(v) T (v) b T (v) b T(v) b

        

Според тоа, имаме дека sT (v)  е линеарна комбинација на векторите 

s 1v, T(v), , T (v),  па затоа ѕ е помало или еднакво на k.  Меѓутоа,  
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vm (T) 0  и v vm (T ) 0.  Тогаш m(t)  го дели vm (t)  и s  е помало или 

еднакво на k. Според тоа, добиваме дека k s  од каде што следува 

дека vm (t) m(t).  

(iii) Имаме дека   

 vT (v) T(v)  

2
vT (T(v)) T (v)  

         ................................. 

        k 2 k 1
vT (T (v)) T (v)   

        k 1 k 2 k 1
v 0 1 2 k 1T (T (v)) T (v) a v a T(v) a T (v) a T (v) 

        

По дефиниција, матрицата на vT  во однос на оваа база е транспони-

рана на матрицата на коефициентите на погорниот систем на равен-

ки, односно таа е матрицата C, како што се бараше. ■ 

Матрицата С се нарекува придружена матрица на полино-

мот vm (t).  

 

10.9 Рационална канонична форма 

Во овој дел ќе ја изложиме рационалната канонична форма за 

линеарен оператор T : V V.  Нагласуваме дека оваа форма постои 

дури и кога минималниот полином не може да се разложи на ли-

неарни полиноми. Да се потсетиме дека ова не е случај кај Жорда-

новата канонична форма. 

Лема 10.16. Нека T : V V  е линеарен оператор чијшто ми-

нимален полином е nf(t)  каде што f(t)  е моничен иредуцибилен по-

лином. Тогаш V е директна сума  

1 2 rV Z(v , T) Z(v , T) Z(v , T)     
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на T-циклични потпростори iZ(v , T)  со соодветни Т-анихилатори 

1nf(t) , 2nf(t) , , rnf(t) ,  каде што 1 2 rn n n n     

Секоја друга декомпозиција на V во Т-циклични потпростори има ист 

број на компоненти и исто множество на Т-анихилатори. 

Да нагласиме дека горенаведената лема не кажува дека векто-

рите vi или Т-цикличните потпростори Z(v, T)  се еднозначно опре-

делени со T, но кажува дека множеството на Т-анихилатори е едно-

значно определено со Т. Според тоа, Т има еднозначна блок-дијаго-

нална матрична репрезентација 

 1 2 rdiag C ,C , ,C  

каде што Ci се придружни матрици. Всушност, Ci се придружните 

матрици на полиномите inf(t) .  

Користејќи ја теоремата за основна декомпозиција и лемма 

10.16, го добиваме следниов резултат. 

Теорема 10.17. Нека T : V V  е линеарен оператор со мини-

мален полином  

s1 2 mm m
1 2 sm(t) f (t) f (t) f (t)   

каде што if (t)  се различни монични иредуцибилни полиноми. Тогаш 

Т има еднозначна блок-дијагонална матрична репрезентација 

 
1 s11 12 1r s1 s2 srdiag C ,C , ,C , ,C ,C , ,C    

каде што Cij се придружни матрици. Специјално, Cij се придружни 

матрици на полиномите ijn
if (t) ,  каде што 

1 s1 11 12 1r s s1 s2 srm n n n , ,m n n n           
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Горенаведената матрична репрезентација на T се нарекува ра-

ционална канонична форма. Полиномите ijn
if (t)  се нарекуваат 

елементарни делители на Т. 

Пример. Нека V е векторски простор со димензија 6 над поле-

то рационални броеви –, и нека T е линеарен оператор на V чијшто 

минимален полином е 
2 2m(t) (t t 3)(t 2) .     

Тогаш рационалната канонична форма на T е една од следниве ди-

ректни збирови на придружните матрици: 

(i)  2 2 2C(t t 3) C(t t 3) C((t 2) )        

(ii)  2 2 2C(t t 3) C((t 2) ) C((t 2) )       

(iii)  2 2C(t t 3) C((t 2) ) C(t 2) C(t 2)         

каде што C(f(t))  е придружената матрица на f(t),  односно 

(i)  
0 3 0 3 0 4

diag , ,
1 1 1 1 1 4

        
             

 

(ii)  
0 3 0 4 0 4

diag , ,
1 1 1 4 1 4

        
             

 

(iii)    0 3 0 4
diag 2 2

1 1 1 4

     
         

  

 

10.10 Фактор простори 

Нека V е векторски простор над поле º и нека W е потпростор 

на V. Ако v е било кој вектор во V, запишуваме v W  за множество-

то на збирови v w,  каде што w W :  

v W {v w | w W}     
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Овие множества се нарекуваат комплекси на W во V. Ќе пока-

жеме дека тие индуцираат партиција на V.  

Теорема 10.18. Нека W е потпростор на векторски простор V. 

Тогаш следниве тврдења се еквивалентни: 

(i)  u v W   

(ii)  u v W   

(iii)  v u W   

Доказ. Нека u v W.   Тогаш постои 0w W  така што важи 

0u v w .   Оттука следува дека  0u v w W.     

Обратно, да претпоставиме дека u v W.   Тогаш 0u v w   

каде што 0w W.  Оттука следува дека 0u v w v W.     Според 

тоа, условите (i) и (ii) се еквивалентни. 

 Имаме дека u v W   ако и само ако (u v) v u W      ако и 

само ако v u W.   Според тоа, добиваме дека условите (ii) и (iii) се 

еквивалентни. ■ 

Теорема 10.19. Комплексите на потпростор W во простор V  

индуцираат партиција на V, односно  

(i)  било кои два комплекси u W  и v W  се или еднакви или 

дисјунктни 

(ii)  секое v V  припаѓа во некој комплекс, односно v v W.   

Уште повеќе, u W v W    ако и само ако u v W,   па според 

тоа (v w) W v W,     за било кое w W.  

Доказ. Нека u V.  Бидејќи 0 W,  имаме v v 0 v W,     

што го докажува (ii).   
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Сега да претпоставиме дека u W  и v W  не се дисјунктни, 

постои вектор x  што припаѓа на двата комплекси. Тогаш u x W   и 

x v W.   Доказот на (i)  ќе биде комплетиран ако покажеме дека 

u W v W.    Нека 0u w  е произволен елемент од комплексот 

u W.  Бидејќи постои u x,  x v  и 0w  припаѓаат во W  имаме дека  

0 0(u w ) v (u v) (x v) w W         

Оттука следува дека  0u w v W,    од каде што заклучуваме дека 

комплексот u W  се содржи во комплексот v W.  Слично се пока-

жува дека комплексот v W  се содржи во комплексот u W.  Според 

тоа, добиваме дека u W v W.     

Последното тврдење следува од фактот дека u W v W    ако 

и само ако u v W,   што е еквивалентно со u v W   заради прет-

ходната теорема. ■ 

Пример. Нека W е потпростор на —2 дефиниран со 

W {(a,b) | a b}   

Да забележиме дека W е правата дадена со равенката 

x y 0.   Можеме да го сметаме v W  како транслација на пра-

вата добиена со додавање на векторот v на секоја точка во W. 

Притоа, да забележиме дека v W  е права паралелна на W. 

Според тоа, комплекси на W се сите прави паралелни со W.  

Во следнава теорема, ги користиме комплексите на потпростор 

W на векторскиот простор V за да дефинираме нов векторски прос-

тор, наречен фактор простор на V во однос на W којшто ќе го оз-

начуваме со V / W.  
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Теорема 10.20. Нека W е потпростор на векторски простор V 

над поле º. Тогаш комплексите на W во V формираат векторски 

простор над º со операциите собирање и множење со скалар дефи-

нирани на следниот начин: 

(i) (u W) (v W) (u v) W       

(ii)  k(u W) ku W,    каде што k º  

Доказ. Потребно е да покажеме дека операциите се добро де-

финирани, односно ако u W u W    и v W v W    тогаш  

(u v) W (u v ) W        и ku W ku W,    за k º 

Бидејќи u W u W    и v W v W    имаме дека u u  и 

v v  припаѓаат во W. Тогаш (u v) (u v ) (u u ) (v v ) W,            

од каде што следува дека (u v) W (u v ) W.        

  Бидејќи u u W   имаме дека k(u u ) W   од каде што следу-

ва дека ku ku k(u u ) W.      Според тоа, ku W ku W.    

Верификацијата на аксиомите за векторски простор е непос-

редна и му ја препуштаме на читателот. ■ 

Во случај на инваријантен потпростор, го имаме следниот ко-

рисен резултат. 

Теоерма 10.21. Нека W е потпростор инваријантен при  ли-

неарен оператор T : V V.  Тогаш Т индуцира линеарен оператор 

T : V / W V / W  дефиниран со T(v W) T(v) W.    Уште повеќе, 

ако Т е нула на некој полином, тогаш и T  е нула на тој полином. За-

тоа, минималниот полином на T  го дели минималниот полином на 

Т. 

Доказ. Прво ќе покажеме дека T  е добро дефинирано, однос-

но ако u W v W    тогаш T(u W) T(v W).    Ако u W v W    
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тогаш u v W,   и бидејќи W е Т-инваријантен потпростор имаме 

дека T(u v) T(u) T(v) W.     Согласно, имаме дека 

T(u W) T(u) W T(v) W T(v W)        

што требаше да се докаже.  

Ќе покажеме дека T  е линеарен оператор. Имаме дека 

T((u W) (v W)) T((u v) W)

T(u v) W T(u) T(v) W

T(u) W T(v) W

T(u W) T(v W)

      

      

    

   

 

и 

T(k(u W)) T(ku W) T(ku) W

kT(u) W k(T(u) W)

kT(u W)

     

    

 

 

од каде што следува дека T  е линеарен оператор. 

Сега, за произволен комплекс u W  во V / W  имаме дека  

2 2

2

T (u W) T (u W) T(T(u)) W T(T(u) W)

T(T(u W)) T (u W)

       

   
 

од каде што следува дека 2 2T T .  Слично се покажува дека n nT T  

за било кое n. Според тоа, за произволен полином  
n i

n 0 if(t) a t a a t      

имаме дека 

i
i

i i
i i

f(T)(u W) f(T)(u) W a T (u) W

a (T (u) W) a T (u W)

     

    



 
   

                  i i
i ia T (u W) a T (u W)       
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f(T)(u W)   

Според тоа, имаме дека f(T) f(T).  Согласно направената дискусија 

заклучуваме дека ако Т е корен на f(t),  тогаш f(T) 0 W f(T),    

односно T  е корен на f(t).  Со тоа теоремата е докажана. ■ 

Теоерма 10.22. Нека W е потпростор од векторски простор V. 

Нека 1 r{w , ,w }  е база на W и нека множеството на комплекси 

1 s{v , , v },  каде што j jv v W,   е база на фактор просторот. Тогаш 

множеството на вектори 1 s 1 rB {v , , v ,w , ,w }    е база на V, и  

dimV dimW dim(V / W).   

Доказ. Да претпоставиме дека u V.  Бидејќи 1 s{v , , v }  е 

база на V / W  имаме дека 

1 1 2 2 s sa u W a v a v a v       

Оттука добиваме дека 

1 1 2 2 s su a v a v a v w,      за некое w W.   

Бидејќи 1 r{w , ,w }  е база на W имаме дека 

1 1 s s 1 1 r ru a v a v b w b w        

Според тоа множеството В го генерира V.  

Сега покажуваме дека В е линеарно независно множество. Да прет-

поставиме дека  

1 1 s s 1 1 r rc v c v d w d w 0                                  (1) 

Тогаш имаме дека  

1 1 s sc v c v 0 W     

Бидејќи множеството 1 s{v , , v }  е линеарно независно следува дека 

1 sc c 0.    Заменувајќи во (1), наоѓаме дека  
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1 1 r rd w d w 0    

Бидејќи множеството 1 r{w , ,w }  е линеарно независно следува 

дека 1 rd d 0.    Според тоа, заклучуваме дека множеството B е 

линеарно независно, па затоа преставува база на V. ■ 

Да го проследиме доказот на теорема 10.1 формулирана во пр-

виот дел. 

Доказ на теорема 10.1. Доказот ќе го спроведеме со индук-

ција по димензијата на V.  Ако dimV 1,  тогаш секоја матрична реп-

резентација на Т е матрица од ред 1 која што е триаголна.  

Сега претпоставуваме дека dimV n 1   и дека теоремата ва-

жи за простори со димензија помала од n. Бидејќи карактеристич-

ниот полином на T се разложува на линеарни полиноми, T има ба-

рем една сопствена вредност, па според тоа има барем еден ненулти 

сопствен вектор v, за којшто важи 11T(v) a v.  Нека W е еднодимен-

зионалниот потпростор генериран со v. Ставаме V V / W.  Тогаш за-

ради претходната теорема dimV dimV dimW n 1.     Да забеле-

жиме дека W е инваријантен потпростор при Т. Според теорема 

10.21, Т индуцира линеарен оператор T  на V  чијшто  минимален 

полином го дели минималн полином на Т. Бидејќи карактеристич-

ниот полином од Т е производ на линеарни полиноми, таков е и не-

говиот минимален полином, па според тоа такви се и минималниот 

полином и карактеристичниот полиноми на T. Така, V  и T  ја задо-

волуваат претпоставката во теоремата. Оттука, по индукција, постои 

база 2 n{v , , v }  на V  така што  

2 22 2T(v ) a v  
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3 32 2 33 3T(v ) a v a v   

.............................................. 

n n2 2 n3 3 nn nT(v ) a v a v a v     

Сега, нека 2 nv , , v  се вектори во V  кои што припаѓаат во комплек-

сите 2 nv , , v , соодветно. Тогаш заради теорема 10.21 2 n{v, v , , v }  

е база на V.  Бидејќи 2 22 2T(v ) a v  имаме дека  

2 22 2T(v ) a v 0   па затоа 2 22 2T(v ) a v W   

Но, W  е генерирано со v,  па затоа 2 22 2T(v ) a v  е мултипл од v,  од-

носно,  

2 22 2 21T(v ) a v a v,   па затоа 2 21 22 2T(v ) a v a v   

Слично, за i 3, ,n,   имаме дека  

i i2 2 i3 3 ii iT(v ) a v a v a v W       

па затоа 

i i1 i2 2 i3 3 ii iT(v ) a v a v a v a v      

Тогаш 

11T(v) a v  

2 21 22 2T(v ) a v a v   

................................................. 

n n1 n2 2 nn nT(v ) a v a v a v     

и оттука следува дека матрицата на Т во оваа база е триаголна. ■ 

 

Задачи за самостојна работа 

1. Нека W е инваријантен потпростор при T : V V.  Покажи 

дека W е инваријантен при f(T)  за било кој полином f(t).  
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2. Покажи дека секој потпросторот на V е инваријантен при 

идентичното пресликување I и нултото пресликување 0.  

3. Нека W е инваријантен потпростор при T : V V.  Докажи 

дека W е инваријантен потпростор при S T  и ST.  

4. Нека T : V V  е линеарен оператор и W е сопствен пот-

простор соодветен на сопствената вредност   на Т. Докажи дека W 

е Т-инваријантен. 

5. Нека V е векторски простор со непарна димензија (поголема 

од 1) над полето реални броеви —. Покажи дека било кој линеарен 

операторот на V има инваријантен потпростор, различен од V и {0}.  

6. Определи инваријантен потпростор на  

2 4
A

5 2
 

   
  

разгледуван како линеарен оператор на  

а) —2                    б) ¬2 

7. Нека dimV n.  Покажи дека T : V V  има триаголна мат-

рична репрезентација ако и само ако постојат Т-инваријантни пот-

простори 1 2 nW W W V     така што kdimW k,  k 1, ,n.   

8. За потпросторите 1 rW , ,W  велиме дека се независни ако 

1 rw w 0    повлекува дека секое iw 0.  Покажи дека  

i 1 rL(W) W W     

ако и само ако Wi се независни.  

9. Покажи дека 1 rV W W    ако и само ако  

   а) iV L(W),  i 1, ,r,   и  

   б) k 1 k 1 k 1 rW L(W , ,W ,W , ,W ) {0},     за k 1, ,r.    

10. Покажи дека i 1 rL(W) W W    ако и само ако  
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i 1 rdimW dimW dimW .    

11. Нека карактеристичниот полином на линеарен оператор 

T : V V  е n n n1 2 r
1 2 r(t) f (t) f (t) f (t)    каде што if (t)  се различни мо-

нични иредуцибилни полиноми. Нека 1 rV W W    е декомпози-

ција на V во T-инваријантни потпростори. Покажи дека ni
if (t)   е 

карактеристичниот полином на рестрикцијата на T на Wi. 

12. Нека T1 и T2 се нилпотентни оператори коишто комутираат, 

односно 1 2 2 1T T T T .  Покажи дека 1 2T T  и 1 2T T  се исто така нилпо-

тентни. 

13. Нека А е горнотриаголна матрица таква што сите елементи 

на и под главната дијагонала се 0. Покажи дека А е нилпотентна 

матрица. 

14. Нека V е векторски простор на полиноми со степен најмно-

гу n. Покажи дека операторот диференцирање на V е нилпотентен 

со индекс n 1.  

15. Покажи дека следниве нилпотентни матрици од ред n  се 

слични  

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 




    



    и    

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

 
 
 
 
 
 
 
 





    


 

16. Покажи дека две нилпотентни матрици од ред 3 се слични 

ако и само ако го имаат ист индекс на нилпотентност. Покажи дека 

тврдењето не важи за нилпотентни матрици од ред 4.  
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17. Најди ги сите можни Жорданови канонски форми за оние 

матрици чијшто карактеристичен полином (t)  и минимален поли-

ном m(t)  е  

     а) 4 2(t) (t 2) (t 3) ,     2 2m(t) (t 2) (t 3)    

     б) 5(t) (t 7) ,    2m(t) (t 7)    

     в) 7(t) (t 2) ,    3m(t) (t 7)   

     г) 4 4(t) (t 3) (t 5) ,     2 2m(t) (t 3) (t 5)    

18. Покажи дека секоја комплексна матрица е слична на нејзи-

ната транспонирана.  

19. Покажи дека сите комплексни матрици A од ред n за кои-

што важи nA I  се слични. 

20. Нека А е комплексна матрица чиишто сопствени вредности 

се реални броеви. Покажи дека А е слична на матрица чиишто  еле-

менти се реални броеви.  

21. Нека T : V V  е линеарен оператор. Докажи дека Z(v, T)  

е пресек на сите Т-инваријантни потпростори кои што го содржат v. 

22. Нека f(t)  и g(t)  се Т-анигилхторите на u и v, соодветно. 

Покажи дека ако f(t)  и g(t)  се заемно прости, тогаш f(t) g(t)  е T-

анихилатор на u v.  

23. Докажи дека Z(u, T) Z(v, T)  ако и само ако g(T)(u) v  

каде што g(t)  е заемно прост со Т-анихилаторот на u. 

24. Нека W Z(v, T)  и нека Т-анихилаторот на v е nf(t)  каде 

што f(t)  е моничен иредуцибилен полином од степен d. Покажи де-

ка sf(T) (W)  е цикличен потпростор генерирано од sf(T) (v)  и дека 

има димензија d(n s)  ако n s  и димензија 0 ако n s.  
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25. Најди ги сите можни рационални форми за  

а) 6x6  матрица со минимален полином 2 2 2m(t) (t 3) (t 1)     

б) 6x6  матрица со минимален полином 3m(t) (t 1)    

в) 6x6  матрица со минимален полином 2 2 2m(t) (t 2) (t 3)     

г) 6x6  матрица со минимален полином 2 2 2m(t) (t 3) (t 1)     

26. Нека А е 4x4  матрица со минимален полином  
2 2m(t) (t 1)(t 3)     

Најди ја рационалната канонска форма за A ако A е матрица над  

    а) полето рационални броеви – 

    б) полето реални броеви —  

    в) полето комплексни броеви ¬ 

27. Најди ја рационалната канонична форма за Жордановата 

блок матрица  

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 
  
 
 

 

 

28. Докажи дека карактеристичниот полином на линеарен опе-

ратор T : V V  е производ на неговите прости делители. 

29. Докажи дека две 3x3  матрици со исти минимални и карак-

теристични полиноми се слични. 

30. Нека C(f(t))  ја означува придружената матрица на произ-

волен полином f(t).  Покажи дека f(t)  е карактеристичен полином 

на C(f(t)).   

31. Нека 1 rV W W .    Нека Ei ја означува проекцијата на V 

на Wi. Докажи дека  
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    а) i jEE 0,  за i j       б) 1 rI E E    

32. Нека 1 rE , ,E  се линеарни оператори на V, така што 

              ( i ) 2
i iE E ,  односно Ei се проекции; (ii) i jEE 0,  за i j;    

              (iii) 1 rI E E    

Докажи дека 1 rV ImE ImE .     

33. Нека E : V V  е проекција, односно 2
i iE E .  Докажи дека 

Е има матрична репрезентација од облик rI 0
0 0

 
 
 

 каде што r е рангот 

на E и Ir е единечната квадратна матрицата од ред r. 

34. Докажи дека секои две проекции од ист ранг се слични.  

35. Нека  E : V V  е проекција. Докажи дека 

      а) I E  е проекција и V ImE Im(I E)    

      б) I E  е инверзибилна ако 1 1 0   

36. Нека W е потпростор на V. Нека множеството на комплекси 

1 2 n{v W,v W, ,v W}    во V / W  е линеарно независно. Покажи 

дека множеството на вектори 1 2 n{v , v , , v }  во V исто така е линеар-

но независно. 

37. Нека W е потпростор на V. Нека множеството на вектори 

1 2 n{u ,u , ,u }  во V е линеарно независно, и нека тоа iL(u ) W {0}.   

Покажи дека множеството на комплекси 1 2 n{u W,u W, ,u W}    

во V / W  е исто така линеарно независно.   

38. Нека V U W   и нека 1 2 n{u ,u , ,u }  е база на U. Покажи 

дека 1 2 n{u W,u W, ,u W}    е база на фактор просторот V / W.   

39. Нека W е просторот од решенија на линеарна равенка  

1 1 2 2 n na x a x a x 0,     каде што ia º 
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и нека 1 2 nb (b ,b , ,b )  ºn. Докажи дека комплексот v W  на W во 

ºn е множеството решенија на линеарната равенка  

1 1 2 2 n na x a x a x b,     каде 1 1 2 2 n nb a b a b a b     

40. Нека V е векторскиот простор на полиноми над — и W е 

потпросторот на полиноми деливи со t4, односно полиноми од 

облик 4 5 n
0 1 n 4a t a t a t .    Покажи дека фактор просторот V / W  

има димензија 4. 

41. Нека U и W се потпростори од V, така што W U V.   За-

бележи дека било кој комплекс u W  на W во U може исто така се 

смета за комплекс на W во V бидејќи u U  повлекува u V,  па спо-

ред тоа U / W  е подмножество од V / W.  Докажи дека 

      а) U / W  е потпростор од V / W   

      б) dim(V / W) dim(U / W) dim(V / U)   

42. Нека U и W се потпростори од V. Покажи дека копмлексите 

на U W  во V може да се добијат како пресек на секој од комплек-

сите на U во V со секој од комплексите на W во V 

V / (U W) {(v U) (v W) | v,v V}        



 

 

 

 

 

 

 

11. ЛИНЕАРНИ ФУНКЦИОНАЛИ И ДУАЛНИ ПРОСТОРИ  

11.1 Вовед 

Во ова поглавје ќе ги проучуваме линеарните пресликувања од 

векторски простор V во неговото поле º од скалари. Освен ако не е 

поинаку наведено, полето º ќе го сметаме за векторски простор над 

себе. Секако сите теореми и резултати за произволни пресликувања 

на V важат и во овој специјален случај. Сепак, овие пресликувања 

ќе ги разгледуваме одделно поради нивната фундаментална важност 

и поради тоа што специјалната врска на V и K доведува до нови пои-

ми и резултати кои не важат во општиот случај. 

 

11.2 Линеарни функционали и дуални простори  

Нека V е векторски простор над поле º. Пресликувањето 

f : V º се нарекува линеарен функционал или линеарна фор-

ма, ако важи  

(au bv) a (u) b (v),       за секои u, v V,  и секои 

a,bº 
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Со други зборови, линеарен функционал на V е линеарно преслику-

вање од V во º. 

Пример. Нека i : º nº е i-тата проекција дефинирана со   

i 1 n i(x , , x ) x ,   за секое 1 n(x , , x ) ºn. 

Тогаш i  е линеарно бидејќи за секои 1 n(x , x ), 1 n(y , , y ) ºn, и за 

секој скалар k º имаме дека   

i 1 n 1 n i 1 1 n n

i i i 1 n i 1 n

((x , , x ) (y , , y )) ((x y , , x y ))

x y (x , , x ) (y , , y ),

      

     

  

 
 

i 1 n i 1 n i i 1 n(k(x , , x )) (kx , ,kx ) kx k (x , , x )         

и затоа е линеарен функционал на ºn.  

Пример. Нека V е векторскиот простор на полиноми по t над 

полето реални броеви —. Нека F : V — е интегралниот оператор 

дефиниран со 
1

0

F(p(t)) p(t)dt   

Да се потсетиме дека F  е линеарно пресликување и затоа е линеа-

рен функционал на V.   

Пример. Нека V е векторскиот простор на квадратните матри-

ци од ред n над поле º. Нека Нека T : V — е трагата, односно 

пресликувањето  

11 22 nnT(A) a a a ,     каде што  ijA a  

кое што му го придружува на секоја матрица А над º збирот на неј-

зините дијагонални елементи. Ова пресликување е линеарно бидеј-

ќи за секои матрици  ijA a  и  ijB b  над º и за секој скалар k º 

имаме дека   
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11 11 22 22 nn nn

11 22 nn 11 22 nn

T(A B) (a b ) (a b ) (a b )

(a a a ) (b b b )

T(A) T(B),

        

        

 



   

11 22 nn

11 22 nn

T(kA) (ka ka ka )

k(a a a ) kT(A)

    

    




 

и затоа е линеарен функционал на V.  

Заради теорема 5.10, множеството на линеарни функционали 

на векторски простор V над поле º е исто така векторски простор 

над полето º, со операциите собирање и множење со скалар дефи-

нирани со  

( )(v) (v) (v)         и (k )(v) k (v)    

каде што   и   се линеарни функционали на V и k º. Овој простор 

се нарекува дуален простор на V и се означува со V*. 

Пример. Нека V ºn векторскиот простор на подредени n-

торки запишани како вектор колони. Тогаш дуалниот простор V* 

може да се идентификува со просторот на вектор редици. Специјал-

но, секој линеарен функционален 1 n(a , ,a )    во V* има репрезен-

тација  

1

1 n 1 n

n

x
(x , , x ) (a , ,a )

x

 
    
 
 

    

односно  

1 n 1 1 n n(x , , x ) a x a x      

Историски гледано, формалниот израз на десната страна се наре-

кува линеарна форма. 
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11.3 Дуални бази  

Да претпоставиме дека V е векторски простор со димензија n 

над поле º. Според теорема 6.7, димензијата на векторскиот прос-

тор од сите линеарни пресликувања од n-димензионален простор во 

m-димензионален простор е mn.  Во овој случај димензијата на дуал-

ниот простор V* е n и димензијата на векторскиот простор º над по-

лето º е 1, па имаме дека dimV dimV n.    Всушност, секоја база 

на V определува база на V* како следува. 

Теорема 11.1. Нека 1 n{v , , v }  е база на векторски простор V 

над поле º. Нека 1 n, , V    се линеарни функционали дефинира-

ни со  

i j ij

1 ако i j
(v )

0 ако i j


    


 

Тогаш 1 n, ,   формираат база на V *. 

Доказ. Прво да покажеме дека 1 n{ , , }   го генерира V*. 

Нека   е произволен елемент од V*, и нека  

1 1(v ) k ,   2 2(v ) k ,  , n n(v ) k   

Ставаме 1 1 2 2 n nk k k .         Тогаш имаме дека  

1 1 1 2 2 n n 1

1 1 1 2 2 1 n n 1

1 2 n 1

(v ) (k k k )(v )

k (v ) k (v ) k (v )

k 1 k 0 k 0 k

        

       

       







 

Слично, за i 2, ,n,   имаме дека 

i 1 1 2 2 n n i

1 1 i 2 2 i n n i i

(v ) (k k k )(v )

k (v ) k (v ) k (v ) k

        

       




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Според тоа, имаме дека i i(v ) (v ),    за i 1, ,n.   Бидејќи   и   

имаат исто дејство на базните вектори добиваме дека  

1 1 2 2 n nk k k .            

Согласно направената дискусија заклучуваме дека 1 n{ , , }   го 

генерира V*. 

Преостанува да се покаже дека 1 n{ , , }   е линеарно независ-

но множество. Да претпоставиме дека  

1 1 2 2 n na a a 0        

Тогаш имаме дека  

1 1 1 2 2 n n 1

1 1 1 2 2 1 n n 1

1 2 n 1

0 0(v ) (a a a )(v )

a (v ) a (v ) a (v )

a 1 a 0 a 0 a

        

       

       







 

Значи 1a 0.  Слично, за i 2, ,n,   имаме дека 

i 1 1 2 2 n n i

1 1 i 2 2 i n n i i

0 0(v ) (a a a )(v )

a (v ) a (v ) a (v ) a

        

       




 

Според тоа, заклучуваме дека множеството 1 n{ , , }   е линеарно 

независно, и заради тоа претставува база на V*. ■ 

Базата 1 n{ , , }   се нарекува база дуална на 1 n{v , , v }  или 

дуална база. Погорната формула, која ја користи Кронекеровото  

делта ij  е скратен начин на запишување на следново  

1 1(v ) 1,   1 2(v ) 0,  , 1 n(v ) 0   

2 1(v ) 0,   2 2(v ) 1,  , 2 n(v ) 0   

..................................................... 

n 1(v ) 0,   n 2(v ) 0,  , n n(v ) 1   
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Според теорема 6.2, линеарните пресликувањата 1 n, ,   се единст-

вени и добро дефинирани. 

Пример. Да ја разгледаме базата 1 2{v (2,1), v (3,1)}   во —2, 

и да ја најдеме дуалната база 1 2{ , }.    

Бараме линеарни функционални 

 1(x, y) ax by    и 2 (x, y) cx dy     

така што 

1 1(v ) 1,   1 2(v ) 0,   2 1(v ) 0,   2 2(v ) 1    

Овие четири услови доведуваат до следниве два системи на линеар-

ни равенки 

1 1 1

1 2 1

(v ) (2,1) 2a b 1

(v ) (3,1) 3a b 0

     

     

 

и 

2 1 2

2 2 2

(v ) (2,1) 2c d 0

(v ) (3,1) 3c d 1

     

     

 

Решенијата се a 1,   b 3  и c 1,  d 2.   Оттука, имаме дека  

1 2{ (x, y) x 3y, (x, y) x 2y}        

ја формираат дуалната база.  

Следните две теореми ја даваат врската помеѓу базите и нив-

ните дуални бази. 

Теорема 11.2. Нека 1 n{v , , v }  е база на векторски простор V 

над поле º и нека 1 n{ , , }   е дуалната база во V*. Тогаш за секој 

вектор v V  важи  

1 1 2 2 n nu (u)v (u)v (u)v                                     (1) 

и за секој линеарен функционал V  важи  
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1 1 2 2 n n(v ) (v ) (v )                                   (2) 

Доказ. Да претпоставиме дека  

1 1 2 2 n nu a v a v a v                                           (3) 

Тогаш имаме дека  

1 1 1 1 2 2 n n

1 1 1 2 1 2 n 1 n

1 2 n 1

(u) (a v a v a v )

a (v ) a (v ) a (v )

a 1 a 0 a 0 a

      

       

       







 

Слично, за i 2, ,n,   имаме дека 

i i 1 1 2 2 n n

1 i 1 2 i 2 n i n i

(u) (a v a v a v )

a (v ) a (v ) a (v ) a

      

       




 

Според тоа, имаме дека  

1 1(u) a ,  2 2(u) a ,  , n n(u) a   

Заменувајќи ги овие резултати во (3), го добиваме (1).  

Во следниот чекор ќе го докажеме (2). Со примена на линеар-

ниот функционал   на двете страни од (1) добиваме дека  

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

(u) (u) (v ) (u) (v ) (u) (v )

(v ) (u) (v ) (u) (v ) (u)

( (v ) (v ) (v ) )(u)

           

          

         







 

Бидејќи погорното равенство важи за секое v V,  може да заклучи-

ме дека  

1 1 2 2 n n(v ) (v ) (v )            

што требаше да се докаже. ■ 

Теорема 11.3. Нека 1 n{v , , v }  и 1 n{w , ,w }  се бази на V. 

Нека 1 n{ , , }   и 1 n{ , , }   се базите во V* дуални на базите 

1 n{v , , v }  и 1 n{w , ,w },  соодветно. Ако P е матрицата за премин 
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од базата 1 n{v , , v }  во базата 1 n{w , ,w },  Тогаш 1 t(P )  е матрица-

та за премин од базата 1 n{ , , }   во базата 1 n{ , , }.   

Доказ. Да претпоставиме дека  

1 11 1 12 2 1n nw a v a v a v     

2 21 1 22 2 2n nw a v a v a v     

........................................ 

n n1 1 n2 2 nn nw a v a v a v     

како и дека   

1 11 1 12 2 1n nb b b         

2 21 1 22 2 2n nb b b         

........................................ 

n n1 1 n2 2 nn nb v b v b v      

каде што  ijP p  и  ijQ q .  Сакаме да докажеме дека 1 tQ (P ) .  

Нека Ri ја означува i-тата редица на tQ  и нека Cj ја означува j-

тата колоната на P. Тогаш имаме дека  

i i1 i2 inR (q ,q , ,q )    и  t
j j1 j2 jnC (p ,p , ,p )   

Според дефиниција за дуална база имаме дека  

i j i1 1 i2 2 in n j1 1 j2 2 jn n

i1 j1 i2 j2 in jn i j ij

(w ) (q q q )(p v p v p v )

q p q p q p R C

           

      

 


 

каде што dij е Кронекеровото делта. Така добиваме дека важат 

матричните равенства  

1 1 1 2 n n

t 2 1 2 2 2 n

n 1 2 2 n n

R C R C R C 1 0 0
R C R C R C 0 1 0

Q P I

R C R C R C 0 0 1

   
   
        
       

 
 

       
 
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Според тоа tQ P I  од каде што следува дека t 1 1 tQ (P ) (P ) ,    што 

требаше да се докаже.  ■ 

 

11.4 Втор дуален простор  

Да се потсетиме дека секој векторски простор V има дуален 

простор V*, којшто се состои од сите линеарни функционали на V. 

Самиот векторски простор V * има дуален простор V**, наречен 

втор дуален простор на V, којшто се состои од сите линеарни 

функционали на V*. 

Сега ќе покажеме дека секое v V  определува одреден еле-

мент v̂ V .  Прво, за било кое V  дефинираме 

v̂( ) (v)    

Преостанува да покажеме дека вака дефинираното пресликување 

v̂ : V º е линеарно. За било кои скалари a,bº и за било кои ли-

неарни функционали , V ,   имаме дека 

ˆ ˆ ˆv(a b ) (a b )(v) a (v) b (v) av( ) bv( )                

Според тоа, имаме дека v̂  е линеарен функционал на V ,  односно 

v̂ V .   

Теорема 11.4. Ако V има конечна димензија, тогаш преслику-

вањето ˆv v  е изоморфизам од V на V**. 

Доказ. Прво ќе докажеме дека пресликувањето ˆv v  е ли-

неарно, односно дека за било кои вектори v,w V,  и за било кои 
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скалари a,bº, имаме дека ˆ ˆav bw av bw.  


 За било кој линеарен 

функционал  V ,  имаме дека  

(av bw) (av bw) a (v) b (w)

ˆ ˆ ˆ ˆav( ) bw( ) (av bw)( )

         

      


 

Бидејќи ˆ ˆ(av bw)( ) (av bw)( )    


 за било кое V ,  имаме дека  

ˆ ˆav bw av bw  


 

од каде што следува дека ˆv v  е линеарно пресликување. 

Сега да претпоставуваме дека v̂  е нултото пресликување во 

V .  Тоа значи дека за се секое V  имаме дека v̂( ) 0.   Избира-

ме несингуларно пресликување .  Тогаш, ако (v) 0   имаме дека 

v 0.  Со тоа покажавме дека ако v̂ 0  следува дека v 0.  Според 

тоа, пресликувањето ˆv v  е несингуларно и заради теорема 6.5 е 

изоморфизам.   

Сега имаме дека dimV dimV dimV    бидејќи V има конечна 

димензија. Според тоа, пресликувањето ˆv v  е изоморфизам од V 

на V **. ■ 

Горенаведеното пресликување ˆv v  се нарекува природно 

пресликување од V во V**. Нагласуваме дека пресликувањето не е 

сурјективно ако V не е конечно-димензионален простор. Сепак, секо-

гаш е линеарно и секогаш е инјективно. 
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Сега да претпоставиме дека V има конечна димензија. Според 

теорема 11.4, природното пресликување определува изоморфизам 

помеѓу V и V**. Освен ако не е поинаку наведено, со ова преслику-

вање ќе го идентификуваме V со V**. Соодветно на тоа, ќе го смета-

ме V како простор на линеарни функционали на V* и ќе запишеме 

V V .  Да забележиме дека ако 1 n{ , , }   е база на V* која што 

дуална на 1 n{v , , v }  на V, тогаш 1 n{v , , v }  е базата на V V  која 

што е дуална на 1 n{ , , }.   

 

11.5 Анихилатори  

Нека W е подмножество од векторскиот простор V. За линеа-

рен функционал V  велиме дека е анихилатор на W ако  

(w) 0,   за секое w W  

Со други зборови,   е анихилатор ако важи (W) {0}.   Ќе покаже-

ме дека множество 0W  на сите вакви пресликувања, наречено ани-

хилатор на W,  е потпростор од  V*. Јасно, имаме дека 00 W .  Пона-

таму, да претпоставиме дека 0, W .   Тогаш, за било кои скалари 

a,bº, и за било кое w W,  имаме дека  

(a b )(w) a (w) b (w) a 0 b 0 0             

Според тоа, добиваме 0a b W ,    од каде што следува дека W0 е 

потпростор на V*. 

Во случај кога W е потпросторот од V, ја имаме следнава врска 

помеѓу W и неговиот анихилатор W0. 
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Теорема 11.5. Нека V има конечна димензија и W е потпрос-

тор на V. Тогаш важат следниве услови: 

(i) 0dimW dimW dimV   

(ii) 00W W  

Доказ. Пред да преминеме на доказот на теоремата да напо-

менеме дека 0W {v V | (v) 0     за секое 0W },  или еквивалент-

но 0 0 00(W ) W ,  каде што 00W  се смета за потпростор од V  при 

идентификацијата на V  и V .  

(i) Да претпоставиме дека dimV n  и dimW r n.   Сакаме да 

покажеме дека 0dimW n r.   Избираме база 1 r{w , ,w }  на W и ја 

прошируваме до база на V, 1 r 1 n r{w , ,w ,v , , v }.   Да ја разгледаме 

дуалната база  

1 r 1 n r{ , , , , , }      

Според дефиницијата за дуална база ова значи дека i j(w ) 0,   за 

i 1, ,n r.   Оттука заклучуваме дека 0
1 n r, , W .    Тврдиме дека 

1 n r{ , , }   е база на W0. Знаеме дека 1 n r{ , , }   е дел од базата 

на V *, па како такво е линеарно независно множество. 

Ќе покажеме дека 1 n r{ , , }   го генерира W0. Нека 0W .  

Според теорема 11.2, имаме дека  

1 1 r r 1 1 n r n r

1 r 1 1 n r n r

1 1 n r n r

(w ) (w ) (v ) (v )

0 0 (v ) (v )

(v ) (v )

 

 

 

               

              

      

 

 


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Според тоа, добиваме дека 1 n r{ , , }   го генерира W0, од каде што 

следува дека е база на W0. Конечно, имаме дека  

0dimW n r dimV dimW     

од каде што следува заклучокот во теоремата.  

(ii) Да претпоставиме дека dimV n  и dimW r n.   Тогаш 

имаме дека dimV n   и заради (i)  заклучуваме дека 0dimW n r.   

Затоа, според (i)  имаме дека 00 0dimW n dimW n (n r) r,        

односно 00dimW r.  Оттука заклучуваме дека 00dimW dimW.  

Ќе покажеме дека 0W W .  За таа цел избираме произволно 

v W.  Тогаш, за секој линеарен функционал W  имаме дека 

v̂( ) (v) 0.     Оттука заклучуваме дека 0 0 00v̂ (W ) W .   Затоа, при 

идентификацијата на V  со V  добиваме дека ако v W  тогаш 

имаме дека 00v̂ W ,  што повлекува дека 00W W .  Оттука, и од фак-

тот дека 00dimW dimW  заклучуваме дека 00W W,  што требаше 

да се докаже. ■ 

Концептот на анихилатор ни дава можност за друга интерпре-

тација на хомоген систем од линеарни равенки  

11 1 12 2 1n n

21 1 22 2 2n n

m1 1 m2 2 mn n

a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

a x a x ... a x 0

   


   


    


 

Овде секоја редица на матрицата од коефициенти  ijA a  може да 

се смета за елемент од º n  и секое решение запишано во облик на 
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вектор 1 2 n(x , x , , x )    може да се смета за елемент од дуалниот 

простор. Во овој контекст, просторот од решенија S  на дадениот 

систем е анихилаторот на редиците на А и според тоа и на редич-

ниот простор на А. Како последица од ова, со помош на теорема 

11.5 доаѓаме до следниот фундаментален резултат за димензијата 

на просторот од решенија на хомоген систем од линеарни равенки 

dimS dim º n dim(редичен простор на А) n rang(A)    

 

11.6 Транспонирање на линеарно пресликување 

Нека T : V U  е произволно линеарно пресликување од век-

торски простор V во векторски простор U. Сега за било кој линеарен 

функционал U ,  композицијата T   е линеарно пресликување 

од V во º, односно T V .   Така, кореспонденцијата  

T    

е пресликување од U* во V*, кое што го означуваме со Tt и го наре-

куваме транспонирање на T. Со други зборови, пресликувањето 
tT : U V   е дефинирано со 

tT ( ) T     

Имаме дека t(T ( ))(v) (T(v)),    за секое v V.  

Теорема 11.6. Пресликувањето Tt дефинирано погоре е ли-

неарно. 

Доказ. За било кои скалари a,bº и за било кои линеарни 

функционали , U ,   имаме дека  

           t t tT (a b ) (a b ) T a( T) b( T) aT ( ) bT ( )                  
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Според тоа, пресликувањето Tt е линеарно, што требаше да се дока-

же. ■ 

Да нагласиме дека ако Т е линеарно пресликување од V во U, 

тогаш Tt е линеарно пресликување од U* во V* 

T

V U            
tT

U V   

Името „транспонирано“ за пресликувањето Tt произлегува од 

следната теорема.  

Теорема 11.7. Нека T : V U  е линеарно пресликување и 

нека A е матричната репрезентација на T во однос на базата 

1 m{v , , v }  на V и базата 1 n{u , ,u }  на U. Тогаш транспонираната 

матрица At е матрична репрезентација на tT : U V   во однос на 

базите дуални на 1 n{u , ,u }  и 1 m{v , , v }.    

Доказ. Да претпоставиме дека  

1 11 1 12 2 1n nT(v ) a u a u ... a u     

2 21 1 22 2 2n nT(v ) a u a u ... a u     

 ...............................................                                (1) 

m m1 1 m2 2 mn nT(v ) a u a u ... a u     

Сакаме да докажеме дека 
t

1 11 1 21 2 m1 mT ( ) a a ... a         

t
2 12 1 22 2 m2 mT ( ) a a ... a         

 ...............................................                               (2) 

                 t
n 1n 1 2n 2 mn mT ( ) a a ... a         

каде што 1 n{ , , }   и 1 m{ , , }   се базите дуални на 1 n{u , ,u }  и 

1 m{v , , v },  соодветно. 
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Нека v V  и нека 1 1 2 2 m mv k v k v k v .     Тогаш заради (1) 

имаме дека  

1 1 2 2 m mT(v) k T(v ) k T(v ) k T(v )      

1 11 1 12 2 1n nT(v) k (a u a u ... a u )      

        2 21 1 22 2 2n nk (a u a u ... a u )      

        m m1 1 m2 2 mn nk (a u a u ... a u )      

       1 11 2 21 m m1 1(k a k a ... k a )u      

       1 12 2 22 m m2 2(k a k a ... k a )u      

       1 1n 2 2n m mn n(k a k a ... k a )u      

       
n

1 1i 2 2i m mi i
i 1

(k a k a ... k a )u


     

Оттука, за j 1, ,n   добиваме дека 

n
t

j j j 1 1i 2 2i m mi i
i 1

(T ( )(v)) (T(v)) (k a k a ... k a )u


 
         

 
  

                1 1j 2 2 j m mjk a k a ... k a                         (3) 

Од друга страна, за j 1, ,n   добиваме дека 

1j 1 2j 2 mj m(a a ... a )(v)        

                1j 1 2 j 2 mj m 1 1 2 2 m m(a a ... a )(k v k v k v )           

                1 1j 2 2 j m mjk a k a k a                                        (4) 

Бидејќи v V  е произволно, (3) и (4) повлекуваат  
t

j 1 j 1 2 j 2 mj mT ( ) a a a ,          j 1, ,n   

што е токму (2). Со тоа теорема е докажана. ■ 
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Задачи за самостојна работа 

1. Нека : — 3— и : — 3— се линеарни функционали дефи-

нирани со (x, y,z) 2x 3y z     и (x, y,z) 4x 2y 3z.     Најди  

    а)             б) 3              в) 2 5    

2. Нека е : — 2— линеарен функционал така што (2,1) 15   

и (1, 2) 10.     Најди го аналитичкиот израз на (x, y)  и потоа нај-

ди ( 2,7).   

3. Најди ја дуалната база за секоја од следните бази на —3 

     a) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}  

            б) {(1, 2,3),(1, 1,1),(2, 4,7)}    

4. Нека V е векторскиот простор на полиноми над — со степен 

најмногу 2. Нека 1 ,  2  и 3  се линеарни функционали на V дефини-

рани со 
1

1

0

(f(t)) f(t)dt      2 (f(t)) f (1),    3 (f(t)) f(0),   

каде што 2f(t) a bt ct V     и f (t)  го означува изводот на f(t).  

Најди ја базата 1 2 3{f (t), f (t), f (t)}  на V дуална на 1 2 3{ (t), (t), (t)}.     

5. Нека u, v V  и нека (u) 0   повлекува (v) 0   за секое 

V .  Покажи дека v ku,  за некој скалар k. 

6. Нека , V   и нека (v) 0   повлекува (v) 0   за секое 

v V.  Покажи дека k ,    за некој скалар k. 

7. Нека V е векторскиот простор на полиноми над поле º. За 

aº дефинираме a : V  º со a (f(t)) f(a).   Покажи дека  

а) a  е линеарно      б) ако a b  тогаш a b    
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8. Нека V е векторскиот простор на полиноми од степен нај-

многу 2. Нека a,b,cº се различни скалари. Нека a , b  и c  се ли-

неарни функционали дефинирани со  

a (f(t)) f(a),    b (f(t)) f(b)    и  c (f(t)) f(c)   

Покажи дека a b c{ , , }    е линеарно независно множество и најди ја 

базата 1 2 3{f (t), f (t), f (t)}  на V која што е нејзина дуална база.  

9. Нека V е векторскиот простор на квадратните матрици со 

ред n. Нека T : V º е трагата, односно  

11 22 nnT(A) a a a     

каде што  ijA a .  Покажи дека Т е линеарен оператор. 

10. Нека W е потпростор на V. Покажи дека за било кој линеа-

рен функционал   на W, постои линеарен функционал   на V така 

што (w) (w),    за било кое w W,  односно   е рестрикција на   

на W. 

11. Нека 1 n{e , ,e }  е стандардната база на ºn. Покажи дека 

дуалната база е 1 n{ , , }   каде што i  е i-тата проекција, односно  

i 1 n i(a , ,a ) a .    

12. Нека V е векторски простор над —. Нека 1 2, V    и нека 

: V — дефинирано со 1 2(v) (v) (v)     исто така припаѓа на V*. 

Покажи дека или 1 0   или 2 0.   

13. Нека W е потпросторот на —4 генериран со (1,2, 3,4),   

(1,3, 2,6)  и (1,4, 1,8).  Најди база на анихилаторот на W. 

14. Нека W е потпросторот од —3 генериран со (1,1,0)  и  

(0,1,1).  Најди база на анихилаторот на W. 
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15. Покажи дека за секое подмножество S од V важи дека 
00L(S) S ,  каде што L(S)  е линеарната обвивка на S. 

16. Нека U и W се потпростори од векторски простор V со ко-

нечна димензија. Докажи дека 0 0 0(U W) U W .    

17. Нека V U W.   Докажи дека 0 0V U W .     

18. Нека   е линеарен функционал на —2 дефиниран со  

(x, y) 3x 2y.     

За линеарно пресликување T :—3—2 најди t(T ( ))(x, y,z),  ако  

            а) T(x, y,z) (x y, y z)     

            б) T(x, y,z) (x y z,2x y)     

 19. Нека S : U V  и T : V W  се линеарни оператори. Дока-

жи дека t t t(T S) S T .   

20. Нека T : V U  е линеарен оператор и нека V има конечна 

димензија. Докажи дека t 0Im T (KerT) .  

21. Нека T : V U  е линеарен оператор и нека u U.  Докажи 

дека u Im T  или постои V  така што tT ( ) 0   и (u) 1.   

22. Нека V е векторски простор со конечна димензијаи нека T 

е линеарен оператор на V. Покажи дека пресликувањето tT T  е 

изоморфизам од Hom(V,V)  во Hom(V ,V ).    

23. Нека V е векторски простор над —. Отсечка uv  која што ги 

поврзува точките u, v V  се дефинира со  

uv {tu (1 t)v | 0 t 1}.      

Подмножество S од V е конвексно ако u, v S  повлекува  uv S.  

Нека V   и нека  

W {v V | (v) 0}      
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W {v V | (v) 0}     

W {v V | (v) 0}      

Докажи дека W ,  W и W  се конвексни подмножества од V.  

24. Нека V е векторски простор со конечна димензија. Хипер-

рамнина H во V може да се дефинира како јадро на ненулти линеа-

рен функционал   на V. Покажи дека секој потпростор од V е пресек 

на конечен број на хиперрамнини. 



 

 

 

 

 

 

 

МНОЖЕСТВА И ПРЕСЛИКУВАЊА  

Множества и елементи  

Поимот за множество не се дефинира како основен, но мно-

жество се задава со набројување на неговите елементи или со иска-

жување на својствата кои што ги карактеризираат елементите во 

множеството. Објектите во множеството се нарекуваат елементи. За-

пишуваме   

p A   ако p  е е лемент на множеството А 

На пример,  

A {1,3,5,7,9}  

значи дека А ги содржи броевите 1, 3, 5, 7  и 9, и  

B {x | x e прост број, x 15}   

значи дека В ги содржи сите прости броеви помали од 15. За означу-

вање на бројните множества користиме специјални ознаки 

Ù = множеството природни броеви  



Додаток А                                                                   Множества и релации  

                                                       372 
 

Ÿ = множеството цели броеви 

– = множеството рационални броеви 

— = множеството реални броеви 

¬ = множеството комплексни броеви 

Ако А и В се две множества и ако секој елемент од множество-

то А припаѓа во множеството В, односно ако x A  повлекува x B,  

тогаш А се нарекува подмножество од В. Во тој случај велиме мно-

жеството А се содржи во множеството В или множеството В го содр-

жи множеството А и запишуваме  

A B    или   B A  

За две множества А и В велиме дека се еднакви ако содржат 

исти елементи, односно  

A B   ако и само ако  A B   и  B A  

Негацијата на исказите p A,  A B  и A B  се запишува со 

p A,  A B  и A B,  соодветно.  

Ќе го користиме симболот   за да го означиме празното 

множество, односно множеството кое што не содржи ниту еден 

елемент.  

Многу често елементи на множество се множества. На пример, 

секоја права во множеството прави е множество од точки. За да 

биде појасна оваа ситуација ваквите множества ги нарекуваме фа-

милии или колекции. Поимите потфамилија и потколекција имаат 

аналогно значење на подмножество.  
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Пример. Множествата А и В разгледани погоре може да ги за-

пишеме со  

A {x Ù| x е непарен број, x 10},  и  

B {2,3,5,7,11,13}  

Да забележиме дека 9 A  но 9 B,  и 11 B  но 11 A,  додека 

3 A  и 3 B,  и 6 A  и 6 B.  

Пример. Бројните множества ги задоволуваат инклузиите 

Ù Ÿ – — ¬   

Пример. Нека 2C {x | x 9, x   е парен број }. Тогаш C ,   

односно С е празно множество.   

Пример. Елементи во фамилијата {{2,3},{2}, {5,6}}  се мно-

жествата {2,3},{2}  и {5,6}.   

Теорема А.1. Нека А, В и С се множества. Тогаш важат след-

ниве тврдења 

(i)  A A  

(ii)  Ако A B  и B A,  тогаш A B  

(iii)  Ако A B  и B C,  тогаш A C  

Забелешка. Да нагласиме дека A B  не ја исклучува мож-

носта дека A B.  Во случај кога A B  и A B  велиме дека А е вис-

тинско подмножество од В.  

 Под индексирано множество i{a | i I}  или едноставно 

i{a },  подразбираме дека постои пресликување   од множеството I  

во множество А и дека сликата (i)  за i I  е означена со ia .  
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Множеството I  се нарекува индексно множество и за елементите 

ia  (рангот на  ) велиме дека се индексирани со I.  Множеството 

1 2{a ,a , }  индексирано со природните броеви Ù се нарекува низа. 

Индексирана фамилија од множества i{A | i I}  или едноставно 

i{A },  има аналогно значење освен што сега пресликувањето   на 

секое i I  му придружува множество iA  наместо елемент ia .  

 

Операции со множества 

Нека А и В се произволни множества.  

Унија на множествата А и В е множеството од сите елементи 

кои припаѓаат во А или во В 

A B {x | x A    или x B}  

Пресек на множествата А и В е множеството од сите елементи 

кои припаѓаат во А и во В 

A B {x | x A    и x B}  

Ако A B ,    односно ако А и В немаат заеднички елементи вели-

ме дека А и В се дисјунктни множества.  

Да претпоставиме дека сите множества се подмножества од 

фиксирано универзално множество U. Тогаш комплемент на мно-

жеството А е множеството кое што се состои од сите елементи кои 

што не припаѓаат на А 
cA {x | x U   и x A}  

Пример. Следните дијаграми, наречени Венови дијаграми, 

ги илустрираат погорните операции со множества. Множествата се 

претставени со области во рамнината, додека универзалното мно-

жество U  е претставено со областа на правоаголникот.  
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A B                                   A B                                cA  

 

Теорема А.2. За операциите над множествата важат следните 

закони  

 Закони за идемпотетност 

1а. A A A                                     

1б. A A A   

Асоцијативни закони  

2а. (A B) C A (B C)                  

2б. (A B) C A (B C)      

Комутативни закони 

3а. A B B A                                 

3б. A B B A    

Дистрибутивни закони 

4а. (A B) C (A C) (B C)            

4б. (A B) C (A C) (B C)       

Закони за идентитет 

5а. A A                                     

5б. A U A   

6а. A U U                                     

6б. A     
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Закони за комплемент  

7а. cA A U                                     

7б. cA A    

8а. c c(A ) A                                    

8б. cU ,   c U   

Деморганови закони 

9а. c c c(A B) A B                                      

9б. c c c(A B) A B    

 

Забелешка. Погорните закони за операции со множества се 

аналогни на логичките закони. На пример,  

A B {x | x A    и x B} {x | x B    и x A} B A    

го користи фактот дека сложениот исказ „p  и q“, односно p q  е 

логички еквивалентен на сложениот исказ „ q и p  “, односно q p.  

Теорема А.3. Секој од следниве искази е еквивалентен на 

A B  

(i)  A B A                (iii) cB A                  (v) cB A U   

(ii)  A B B                (iv) cA B    

Погорните операции со множества може да ги генерализираме. 

Нека i{A | i I}  е фамилија од множества.  

Унија на множествата i{A | i I}  е множеството од сите еле-

менти кои припаѓаат барем во едно од множествата iA   

i i
i I

A {x | x A


   за некое i I}  
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Пресек на множествата i{A | i I}  е множеството од сите еле-

менти кои припаѓаат во секое множество iA  

i i
i I

A {x | x A


   за секое i I}  

 

Производ на множества 

Нека А и В се произволни множества. Производ на A  и В е 

множеството кое што се состои од сите подредени парови (a,b)  так-

ви што a A  и b B  

AxB {(a,b) | a A, b B}     

Производот на множеството А со себе, односно AxA  се означува со 

2A .  

Пример. Во Декартовата рамнина —2=— x — секоја точка се 

претставува со подреден пар (a,b)  од реални броеви, и обратно на 

секој подреден пар (a,b)  од реални броеви може да се претстави со 

точка во Декартовата рамнина —2=— x —.  
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Пример. Нека A {1,2,3}  и B {a,b}.  Тогаш  

AxB {(1,a),(2,a),(3,a),(1,b),(2,b),(3,b)}  

Забелешка. Подредени парови се еднакви (a,b)  и (c,d)  ако и 

само ако им се еднакви соодветните компоненти, односно  

(a,b) (c,d)  ако и само a c  и b d.  

Концептот на производ на две множества може да се прошири 

на конечно многу множества на природен начин. Производ на мно-

жествата 1 2 nA ,A , ,A  е множеството кое што се состои од сите под-

редени n  торки 1 2 n(a ,a , ,a )  каде што i ia A  за i 1,2, ,n   

1 2 n 1 2 n i iA xA x xA {(a ,a , ,a ) | a A }     

  

Релации 

Бинарна релација или релација R од множество А во мно-

жество В придружува на секој подреден пар (a,b) AxB  точно еден 

од овие два искази 

(i)  а е во релација со b,  односно aRb   

(ii)  а не е во релација со b,  односно aRb   

Релација од множество А во множество А се нарекува релација во 

А. 

Пример. Инклузијата кај множества е релација во било која 

фамилија од множества. На пример, за било кои две множества А и 

В имаме дека A B  или A B.  

Да забележиме дека било која релација R од множество А во 

множество В дефинира единствено подмножество R̂  од AxB  на 

следниот начин 

R̂ {(a,b) | aRb}  
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Од аспект на погорната кореспонденција помеѓу релации од 

множество А во множество В и подмножество од AxB,  може да го 

редефинираме поимот за релација на следниот начин. 

Дефиниција. Релација R  од множество А во множество В е 

подмножество од AxB.  

 

Релација за еквиваленција  

Релација во множество А се нарекува релација за еквива-

ленција ако ги задоволува следните аксиоми 

1[E ]  Секое a A  е во релација со себе  

2[E ] Ако a  е во релација со b,  тогаш b  е во релација со а.  

3[E ] Ако a  е во релација со b  и b  е во релација со с, тогаш а е 

во релација со с.   

Во општ случај, за релација велиме дека е рефлексивна ако 

ја задоволува 1[E ],  симетрична ако ја задоволува 2[E ],  и транзи-

тивна ако ја задоволува 3[E ].  Со други зборови, релација е релаци-

ја за еквиваленција ако е рефлексивна, симетрична и транзитивна.  

Пример. Да ја разгледаме релацијата инклузија .  Според 

теорема А.1 имаме дека A A  за секое множество А. Ако A B  и 

B C,  тогаш A C.  Според тоа, релацијата инклузија   е рефлек-

сивна и транзитивна. Од друга страна, релацијата не е симетрична 

бидејќи A B  и A B  не повлекува B A.   

Пример. Во Евклидова геометрија, сличноста на триаголници 

е релација за еквиваленција. За било кои триаголници ,   и   има-

ме дека 

(i)    е сличен на себе 
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(ii)  ако   е сличен на ,  тогаш   е сличен на   

(iii)  ако   е сличен на   и   е сличен на ,  тогаш  е сличен 

на .  

Ако R  е релција за еквиваленција во А, тогаш класа на 

еквивеланција за било кој елемент a A  е множеството од сите 

елементи со кои што а е во релација 

[a] {x | aRx}  

Фамилијата од сите класи на еквиваленција се нарекува фак-

тор множество на А во однос на R   

A / R {[a]| a A}   

Во следната теорема е искажано фундаменталното својство на 

една релација за еквиваленција.  

Теорема А.4. Нека R  е релација за еквиваленција во А. Тогаш 

фактор множеството A / R  е партиција на А, односно секое a A  

припаѓа во член од A / R,  и членовите во A / R  се попарно дисјункт-

ни.  

Пример. Нека 5R  е релација во множесството од цели броеви 

Ÿ, дефинирана со  

x y   (mod5)  ако и само ако 5| x y  

односно, x  е конгруентно со y  по модул 5 ако и само 5  е делител 

на разликата на x  со y.  Лесно се проверува дека 5R  е релација за 

еквиваленција во Ÿ. Постојат точно 5 различни класи на еквивален-

ција во Ÿ/ 5R  

0A { , 10, 5,0,5,10, }     

1A { , 9, 4,1,6,11, }     
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2A { , 8, 3,2,7,12, }     

3A { , 7, 2,3,8,13, }     

4A { , 6, 1,4,9,14, }     

Сега секој цел број може да се запише на единствен начин како  

x 5q r    каде што 0 r 5   

Да забележиме дека класите на еквиваленција се попарно дисјункт-

ни и нивната унија е множеството цели броеви  

Ÿ  0 1 2 3 4A A A A A      



 

 

 

 

 

 

 

АЛГЕБАРСКИ СТРУКТУРИ  

Вовед 

Ќе ги дефинираме алгебарските структури кои се јавуваат во 

речиси сите гранки на математиката. Специјално, ќе ја дефинираме 

алгебарската структура поле која што се појавува во дефиницијата 

за векторски простор. Започнуваме со дефинирање на група, што е 

релативно едноставна алгебарска структура со само една операција 

и се користи како конструкција на многу други алгебарски системи. 

 

Групи 

Непразно множество G со бинарна операција која што на секој 

пар на елементи 2(a,b) G  му придружува елемент ab G  се наре-

кува група, ако се задоволени следните аксиоми: 

1[G ] За секои a,b,c G  важи  

(ab)c a(bc)  (асоцијативен закон) 
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2[G ]  Постои елемент e G,  наречен единица, така што  

ae ea a   за секое a G  

3[G ]  За секое a G  постои елемент 1a G,   наречен инвер-

зен на a, така што 

1 1aa a a e    

Групата G велиме дека е Абелова или комутативна, ако ва-

жи комутативниот закон, односно ако за секои a,b G  важи  

ab ba  

Кога бинарната операција е означена со „  “ за групата G вели-

ме дека е мултипликативна, додека кога групата G е Абелева и  

бинарната операција е означена со „  “ велиме дека е адитивна. Во 

таков случај, единицата на G  се означува со 0 и се нарекува нулти 

елемент, и инверзниот елемент на а се означува со a  и се наре-

кува спротивен на а.  

Ако A и B се подмножества од група G, тогаш запишуваме 

AB {ab | a A, b B}    или A B {a b | a A, b B}      

Исто така пишуваме а наместо {a}. 

Подмножество H на групата G се нарекува подгрупа од G ако 

H е група во однос на операцијата наследена од G. Ако H е подгрупа 

од G и a G,  тогаш множеството Ha се нарекува десен комплекс 

на H и множеството aH се нарекува лев комплекс на H. 

Дефиниција. Подгрупата H од G се нарекува нормална под-

група ако 1a Ha H   за секое a G.  Еквивалентно, H е нормална 
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подгрупа ако aH Ha  за секое a G,  односно ако десните и левите 

комплекси на Н се совпаѓаат. 

Да забележиме дека секоја подгрупа од Абелова група е нор-

мална. 

Теорема Б.1. Нека Н е нормална подгрупа на G.  Тогаш комп-

лексите на H во G формираат група со операцијата множење на 

комплекси. Оваа група се нарекува фактор група и се означува со 

G / H.  

Пример. Множеството Ÿ од цели броеви формира Абелова 

група со операцијата собирање. Забележуваме дека парните цели 

броеви формираат подгрупа од Z, но непарните цели броеви не 

формираат подгрупа. Нека H го означува множеството на множители 

од 5, односно  

H { , 10, 5,0,5,10, }     

Тогаш H е нормална подгрупа од Ÿ. Комплексите на H во Ÿ се 

0 0 H { , 10, 5,0,5,10, }       

1 1 H { , 9, 4,1,6,11, }       

2 2 H { , 8, 3,2,7,12, }       

3 3 H { , 7, 2,3,8,13, }       

4 4 H { , 6, 1,4,9,14, }       

За било кој друг цел број nŸ, комплексот n n H   е еднаков на 

еден од погорните копмлекси. Тогаш заради претходната теорема 
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заклучуваме дека Ÿ/Н {0,1,2,3,4}  е група во однос на операцијата 

собирање на комплекси дадена со следнава шема 

+ 0  1  2  3  4  

0  0  1  2  3  4  

1  1  2  3  4  0  

2  2  3  4  0  1  

3  3  4  0  1  2  

4  4  0  1  2  3  

 

Во шемата елементот од а-тиот ред и b -тата колона е  ab.  

Фактор групата Ÿ/Н се нарекува група на цели броеви модуло 5 и 

вообичаено се означуваме со Ÿ5. Слично, за било кој позитивен цел 

број n  може да се конструира група на цели броеви модуло n која се 

означува со Ÿn.  

Пример. Пермутациите на n симболи формираат група во 

однос на операцијата композиција на пресликувања, наречена група 

на симетрии со степен n и се означува со nS .На пример, елементите 

на групата 3S  се пермутациите 

1 2 3
1 2 3
 

   
 

              2

1 2 3
3 2 1
 

   
 

              1

1 2 3
2 3 1
 

   
 
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1

1 2 3
1 3 2
 

   
 

            3

1 2 3
2 1 3
 

   
 

              2

1 2 3
3 1 2
 

   
 

 

Овде 
1 2 3
i j k

 
 
 

 е пермутацијата која што 1 i,  2 j,  3 k.  

Непосредно се проверува дека мултипликативната шема за 3S  е 

  

    
1  2  3  1  2  

    
1  2  3  1  2  

1  1    
1  2  2  3  

2  2  2    
1  3  1  

3  3  1  2    
1  2  

1  1  3  1  2  2    

2  2  2  3  1    
1  

 

Множеството 1H { , }    е подгрупа на S3; неговите десни и 

леви комплекси се  

Десни комплекси             Леви комплекси  

1H { , }                          1H { , }    

1 1 2H { , }                      1 1 3H { , }           

2 2 3H { , }                      2 2 2H { , }          
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Да забележиме дека десните комплекси и левите комплекси се раз-

лични. Оттука следува дека H не е нормална подгрупа на S3.  

Пресликување f од групата G во група G  се нарекува хомо-

морфизам ако  

f(ab) f(a)f(b),  за секои a,b G  

Ако хомоморфизамот f е биекција, тогаш f се нарекува изо-

морфизам од групата G во група G ,  а за групите G и G велиме де-

ка се изоморфни.  

Ако f : G G  е хомоморфизам, тогаш јадро на f е множество-

то на сите елементи од G кои што се пресликуват во единицата на G, 

односно  

ker f {a G| f(a) e }    

Ако f : G G  е хомоморфизам, тогаш слика на групата G со f 

е множеството  

f(G) {f(a) | a G}   

Важи следната теорема. 

Теорема Б.2. Нека f : G G  е хомоморфизам со јадро К. 

Тогаш K е нормална подгрупа на G, и фактор групата G/K е 

изоморфна на сликата на f. 

Пример. Нека G е групата на реални броеви со операцијата 

собирање, и нека G  е групата на позитивни реални броеви со опе-

рацијата множење. Пресликувањето f : G G  дефинирано со 
af(a) 2  е хомоморфизам затоа што 

a b a bf(a b) 2 2 2 f(a)f(b)     

Освен тоа, да забележиме дека f е биекција, па оттука следува дека 

G и G  се изоморфни.  
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Пример. Нека G е групата на ненулти комплексни броеви со 

операцијата множење и G  е групата ненутли реални броеви со опе-

рацијата множење. Пресликувањето f : G G  дефинирано со 

f(z) | z |  е хомоморфизам затоа што 

1 2 1 2 1 2 1 2f(z z ) | z z | | z || z | f(z )f(z )    

Јадрото K на f се состои од сите комплексни броеви z на единичната 

кружница, односно сите комплексни броеви z такви што | z | 1.  За-

тоа, G/К е изоморфна со сликата на f, односно со групата на пози-

тивните реални броеви со операцијата множење.  

 

Прстени, интегрални домени и полиња 

Нека R е непразно множество со две бинарни операции, опера-

ција собирање и операција множење. Тогаш R се нарекува прстен, 

ако се задоволени следните аксиоми: 

1[R ]  За секои a,b,c R,  имаме (a b) c a (b c)      

2[R ]  Постои елемент 0 R,  наречен нулти елемент, така што 

a 0 0 a a     за секое a R  

3[R ]  За секое a R  постои елемент a R,   наречен спроти-

вен на a, така што a ( a) ( a) a 0       

4[R ]  За секои a,b R,  имаме a b b a    

5[R ]  За секои a,b,c R,  имаме (ab)c a(bc)  

6[R ]  За секои a,b,c R,  имаме a(b c) ab bc    

Да забележиме дека заради аксиомите 1 4[R ] [R ]  имаме дека R 

е Абелева група во однос на собирањето.  
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Одземањето во R е дефинирано со a b a ( b),     за секои 

a,b R.  

Може да се покаже дека a0 0a 0,   за секое a R.  Навистина, 

имаме дека 

a0 a(0 0) a0 a0,     и  

0a (0 0)a 0a 0a     

од каде што следува заклучокот.  

R се нарекува комутативен прстен ако ab ba,  важи за се-

кои a,b R.  Исто така, R се нарекува прстен со единица ако постои 

ненулен елемент 1 R  така што a1 1a a,   за секое a R.  

Непразно подмножество S од R се нарекува потпрстен на R 

ако S е прстен во однос на операциите наследени од R. Да забеле-

жиме дека S е потпрстен на R ако и само ако a,b R  повлекува 

a b S   и ab S.  

Непразно подмножество I од R се нарекува лев идеал во R 

ако  

(i) a b I,   за секои a,b I,  и  

(ii) ra I,  за секое r R  и за секое a I.  

Да забележиме дека лев идеал I во R е исто така потпрстен на R. 

Слично, можеме да дефинираме десен идеал и двостран идеал. 

Јасно е дека сите идеали во комутативните прстени се двострани. 

Под идеал ќе подразбираме двостран идеал, ако поинау не е назна-

чено.  

Теорема Б.3. Нека I  е двостран идеал во прстен R.  Тогаш 

комплексите  

{a I | a R}   
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формираат прстен со операцијата собирање на комплекси и множе-

ње на комплекси. Овој прстен се означува со R / I  и се нарекува 

фактор прстен. 

Сега, нека R е комутативен прстен со единица. За било кое 

a R,  множеството  

(a) {ra | r R}   

е идеал којшто се нарекува главен идеал генериран од a. Ако секој 

идеал во R е главен идеал тогаш R се нарекува прстен на главни  

идеали.   

Дефиниција. Комутативен прстен R  со единица се нарекува 

интегрален домен ако за секои a,b R,  ab 0  повлекува a 0  

или b 0.  

Дефиниција. Комутативниот прстен R со единица се нарекува 

поле ако секој ненулти елемент a R  има инверзен во R,  односно 

ако постои елемент 1a R   така што 1 1aa a a 1.    

Секое поле е интегрален домен бидејќи ако ab 0  и a 0,  

тогаш  
1 1b 1 b a ab a 0 0        

Забележуваме дека полето исто така може да се смета за кому-

тативен прстен во којшто ненултите елементи формираат група во 

однос на операцијата множење. 

Пример. Множеството Ÿ од цели броеви со вообичаените 

операции на собирање и множење е класичен пример на интегрален 

домен со единица. Секој идеал I во Z е главен идеал, односно  

I (n),  за некој цел број n. 
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Фактор прстенот Ÿ n Ÿ /(n)  се нарекува прстен од цели 

броеви модул по n. Ако n е прост број, тогаш Ÿn е поле. Од друга 

страна, ако n не е прост број, тогаш Ÿn има нулти делители. На 

пример, во прстенот Ÿ6 имаме дека 23 0  и 2 0  и 2 0.   

Пример. Рационалните броеви – и реалните броеви — форми-

раат поле во однос на вообичаените операции на собирање и мно-

жење.  

Пример. Нека ¬ го означува множеството од сите подредени 

парови на реални броеви со собирање и множење дефинирани со 

(a,b) (c,d) (a c,b d)     

(a,b) (c,d) (ac bd,ad bc)    

Тогаш ¬ ги задоволува сите потребни својства за поле. Всушност, ¬ 

е токму полето на комплексните броеви.  

Пример. Множеството  

F {a b 2 | a,b   се рационални броеви}  

e поле, додека множеството  

 D {a b 2 | a,b   се цели броеви}  

е интегрален домен, но не e поле.   

Пример. Множеството М од сите 2x2  матрици со реални 

елементи формира некомутативен прстен со нулти делители со 

операциите собирање на матрици и множење на матрици.  

Пример. Нека R е било кој прстен. Тогаш множеството R[x]  

од сите полиноми над R формира прстен во однос на вообичаените 

операции на собирање и множење на полиноми. Покрај тоа, ако R е 

интегрален домен тогаш R[x]  е исто така интегрален домен.  

Сега, нека D е интегрален домен.  
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Велиме дека b го дели а во D ако a bc  за некое c D.   

Елемент u D  се нарекува единица ако u го дели 1, односно 

ако u има инверзен во однос на множењето.  

Елемент b D  се нарекува асоциран на a D  ако b ua  за 

некоја единица u D.   

Елемент којшто не е единица p D  се вели дека е иредуци-

билен ако p ab  повлекува a е единица или b е единица. 

Интегралниот домен D се нарекува домен со еднозначна 

факторизација ако секој елемент различен од единица може да се 

запише на единствен начин како производ на иредуцибилни елемен-

ти. 

Пример. Прстенот Ÿ од цели броеви е класичен пример за до-

мен со еднозначна факторизација. Единиците на Ÿ се 1 и 1.  Един-

ствените асоцирани на nŸ се n  и n.  Иредуцибилните елементи 

на Ÿ се простите броеви.  

Пример. Множеството  

D {a b 13 | a,b   се  цели броеви}  

е интегрален домен. Единиците на D се 1,  18 5 13  и 18 5 13.   

Елементите 2, 3 13  и 3 13   се иредуцибилни во D. Да забеле-

жиме дека 4 2 2 (3 13)( 3 13).       Според тоа, D не е домен со 

единствена факторизација.  

Нека R и R  се прстени. Пресликување f : R R  се нарекува 

хомоморфизам или хомоморфизам на прстени, ако се задово-

лени следниве услови  

(i) f(a b) f(a) f(b),    за секои a,b R  

(ii) f(ab) f(a)f(b),  за секои a,b R  
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Може да се докаже дека ако f : R R  е хомоморфизам, тогаш 

множеството  

K {r R | f(r) 0}     

е идеал во R. Множеството K се нарекува јадро на хомоморфиз-

мот f. 

 

Модули 

Нека M е адитивна Абелова група и нека R е прстен со еди-

ница. Тогаш М се нарекува (лев) R-модул ако постои пресликување 

RxM M  што ги задоволува следните аксиоми: 

1[M ]  1 2 1 2r(m m ) rm rm ,    за секои r R  и 1 2m m M   

2[M ]  (r s)m rm sm,    за секои r,s R  и m M  

3[M ]  (rs)m r(sm),  за секои r,s R  и m M  

4[M ]  1 m m,   за секое m M  

Да забележиме дека поимот R-модул е генерализација на пои-

мот векторски простор каде што скаларите се менуваат во прстен 

наместо во поле. 

Пример. Нека G  е адитивна Абелова група. Можеме да го 

сметаме G  за модул над прстенот Ÿ од цели броеви ако дефинираме 
n пати

ng g g g,


   


    0g 0,   ( n)g ng    

каде што n е било кој позитивен цел број.  

Пример. Нека R е прстен и нека I  е идеал во R. Тогаш I  

може да се смета за модул над прстенот R.  

Пример. Нека V е векторски простор над поле K и нека 

T : V V  е линеарно пресликување. Можеме да го сметаме V за 

модул над прстенот K[x]  на полиноми над K ако дефинираме  
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f(x)v f(T)(v)  

Може да се провери дека множењето со скалар е добро дефинира-

но.  

Нека M е модул над прстен R. Адитивна подгрупа N од M се на-

рекува подмодул од M ако u N  и k R  повлекува ku N.  Да 

забележиме дека во тој случај N е модул над прстенот R. 

Нека М и M  се R-модули. Пресликување T :M M  се нареку-

ва хомоморфизам или R-хомоморфизам или R-линеарно, ако 

се задоволени следниве услови  

(i) T(u v) T(u) T(v),    за секои u, v M  

(ii) T(ku) kT(u),  за секои u M  и k R.  

Може да се докаже дека ако f : R R  е хомоморфизам, тогаш 

множеството  

K {u M| f(u) 0}     

е подмодул од R.  Множеството K се нарекува јадро на хомомор-

физмот f. 

Ако M е R-модул со подмодул N, тогаш може да се покаже дека 

комплексите {u N|u M}   формираат R-модул со операциите соби-

рање и множење со скалар дефинирани со  

1 2 1 2(u N) (u N) (u u ) N        и r(u N) ru N    

Вака дефинираниот модул се означува со M / N  и се нарекува 

фактор модул. 



 

 

 

 

 

 

 

ПОЛИНОМИ НАД ПОЛЕ  

Вовед 

Во ова поглавје ќе ги испитаме полиномите над поле К и ќе по-

кажеме дека тие имаат многу својства што се аналогни на својствата 

на целите броеви. Овие резултати играат важна улога во добивање-

то на канонските форми на линеарен оператор Т на векторски прос-

тор V над поле К. 

 

Прстен на полиноми 

Нека K е поле. Формално, полиномот на f над K е бесконечна 

низа на елементи од K во која сите освен конечен број од нив се 0 

n 1 0f ( ,0,a , ,a ,a )    

Низата ја запишуваме така што да се протега налево наместо надес-

но. Членот ka  се нарекува k  ти коефициент на f. Ако n е најголе-

миот број за којшто na 0,  тогаш велиме дека степенот на f е n, и 

запишуваме  
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degf n  

Исто така, na  го нарекуваме водечки коефициент на f, и ако 

na 1  полиномот го нарекуваме моничен полином. Од друга стра-

на, ако секој коефициент на f е 0 тогаш f се нарекува нулти поли-

ном и запишуваме f 0.  Степенот на нултиот полином не е дефини-

ран. 

Сега, ако g е друг полином над K, на пример,  

m 1 0g ( ,0,b , ,b ,b )    

тогаш збирот f g  е полиномот добиен со собирање на соодветни-

те коефициенти. Поточно, ако m n  тогаш 

n 1 0 m 1 0f g ( ,0,a , ,a ,a ) ( ,0,b , ,b ,b )        

               n m m 1 1 0 0( ,0,a , ,a b , ,a b ,a b )       

Понатаму, производот fg е полиномот 

n 1 0 m 1 0fg ( ,0,a , ,a ,a )( ,0,b , ,b ,b )      

           n m 1 0 0 1 0 0( ,0,a b , ,a b a b ,a b )    

односно, k  тиот коефициентот на производот fg е 

k

k i k i 0 k 1 k 1 k 0
i 0

c ab a b a b a b 


       

Се применува следнава теорема. 

Теорема. Множеството Р на полиноми над поле К со горенаве-

дените операции на собирање и множење претставува комутативен 
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прстен со единица и без нулти делители, односно претставува ин-

тегрален домен. Ако f и g се ненулти полиноми во P, тогаш 

deg(fg) deg(f) deg(g).   

 

Нотација 

Ќе го идентификуваме скаларот 0a K  со полиномот 

0 0a ( ,0,a )   

Исто така, ќе избереме симбол, на пример t, за да го означиме 

полиномот 

t ( ,0, t,0)   

Симболот t  ќе го нарекуваме променлива. Множeјќи го t  со себе, 

добиваме 

2t ( ,0,1,0,0),   3t ( ,0,1,0,0,0),    

Така, горенаведениот полином може да се запише на единствен на-

чин во вообичаениот облик  

n
n 1 0f a t a t a     

Кога симболот t е избран како променлива, прстенот на полиноми 

над K се означува со 

K[t]  

а полиномот f  често се означува со f(t).  

Исто така, полето К го сметаме за подмножество од K[t]  со 

горенаведената идентификација. Ова е можно затоа што операциите 
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на собирање и множење на елементи од К се зачувани при оваа 

идентификација: 

0 0 0 0( ,0,a ) ( ,0,b ) ( ,0,a b ),      и 

0 0 0 0( ,0,a ) ( ,0,b ) ( ,0,a b ),     

Забележуваме дека ненултите елементи на K се единиците на прсте-

нот K[t].  

Исто така, забележуваме дека секој ненулти полином е асоци-

ран на единствен моничен полином. Затоа, ако d  и d  се монични 

полиноми за кои што важи дека d  го дели d  и d  го дели d, тогаш 

d d .  Да напоменеме дека полином g дели полином f ако постои по-

лином h  така што f hg.  

 

Деливост  

Следната теорема го формализира алгоритамот за делење на 

полиноми. 

Теорема. (Алгоритам за делење) Нека f и g се полиноми 

над поле K така што g 0.  Тогаш постојат полиноми q и r, така што 

f qg r   

каде што или r 0  или degr degg.  

Доказ. Ако f 0  или ако degr degg,  тогаш ја имаме барана-

та репрезентација  

f 0g r   

Сега да претпоставиме дека degf degg,  на пример, 

n
n 1 0f a t a t a     и m

m 1 0g b t b t b     
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каде што n ma ,b 0  и n m.  Тогаш го формираме полиномот 

n mn
1

m

a
f f t g

b
                                                      (1) 

Тогаш 1degf degf.  Со индукција, постојат полиноми 1q  и r, така 

што 

1 1f q g r   

каде што или r 0  или degr degg.  Заменувајќи го ова во (1) и 

решавајќи го добиениот израз по f, наоѓаме дека  

n mn
1

m

a
f q t g r

b
 

   
 

 

што ја претставува бараната репрезентација. ■ 

Теорема. Прстенот K[t]  на полиноми над поле К е прстен со 

главни идеали. Ако I  е идеал во K[t],  тогаш постои единствен мони-

чен полином d  којшто го генерира I,  односно таков што d го дели 

секој полином f I.  

Доказ. Нека d  е полином со најмал степен во I. Бидејќи може-

ме да го помножиме d  со ненулти скалар и производот повторно да 

биде полином во I,  без губење на општоста можеме да претпоста-

виме дека d  е миничен полином. Понатаму, претпоставуваме дека 

f I.  Според претходната теорема постојат полиноми q и r така што 

f qd r,    каде што или r 0  или degr deg  

Сега имаме дека f,d I  што повлекува дека qd I.  Оттука заклучу-

ваме дека r f qd I.    Но d е полином со најмал степен во I. Спо-

ред тоа, r 0  и f qd,  односно полиномот d  го дели полиномот f.  
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Преостанува да покажеме дека полиномот d  е единствен. Ако 

d  е друг моничен полином којшто го генерира идеалот I, тогаш d го 

дели d  и d  го дели d. Ова имплицира дека d d ,  бидејќи d и d  се 

монични. Со тоа го комплетиравме доказот на теоремата. ■ 

Теорема. Нека f и g се ненулти полиноми во K[t].  Тогаш 

постои единствен моничен полином d така што  

(i) d ги дели f и g, и  

(ii) ако d  ги дели f и g, тогаш d  го дели d. 

Дефиниција. Горенаведениот полином d  се нарекува најго-

лем заеднички делител на f и g.  

Ако d 1 тогаш за полиномите f и g велиме дека се заемно 

прости. 

Доказ за теоремата. Множеството  

I {mf ng|m,n K[t]}    

е идеал. Нека d е моничен полином којшто го генерира идеалот I. Да 

забележиме дека f,g I,  што значи дека d  ги дели f и g. Сега да 

претпоставиме дека d  ги дели f и g. Нека J  е идеалот генериран од 

d .  Тогаш f,g J  па имаме дека I J.  Според тоа, d  го дели d како 

што тврдевме.  

Преостанува да покажеме дека полиномот d  е единствен. Ако 

1d  е друг моничен најголем заеднички делител на f и g, тогаш d го 

дели 1d  и 1d  го дели d. Ова имплицира дека 1d d  бидејќи d  и 1d   

се монични полиноми. Со тоа го комплетиравме доказот на теорема-

та. ■ 

Последица. Нека d  е најголемиот заеднички делител на по-

линомите f и g. Тогаш постојат полиноми m и n така што  
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d mf ng   

Специјално, ако f и g се заемно прости, тогаш постојат полиноми m 

и n, така што mf ng 1.   

Последицата следува директно од фактот дека полиномот d  го 

генерира идеалот. 

I {mf ng|m,n K[t]}    

 

Факторизација 

За полином p K[t]  велиме дека е иредуцибилен ако p fg  

имплицира f е скалар или g е скалар. 

Лема. Нека полином p K[t]  е иредуцибилен. Ако p го дели 

производот fg на полиномите f,g K[t],  тогаш p го дели f или p го 

дели g. Поопшто, ако полиномот р го дели производот на полиноми-

те 1 2 nf , f , , f ,  тогаш p дели еден од нив. 

Доказ. Да претпоставиме дека p го дели производот fg, но не 

го дели полиномот f. Бидејќи р е иредуцибилен, полиномите f  и р 

мора да бидат заемно прости. Според тоа, постојат полиноми 

m,n K[t]  така што mf np 1.   Со множење на оваа равенка со g, 

добиваме дека mfg npg g.   Но, полиномот p го дели производот fg 

па според тоа и производот mfg. Освен тоа, p го дели производот 

npg. Оттука следува дека p го дели збирот g mfg npg.   

Сега да претпоставиме дека p го дели производот 1 2 nf f f .  Ако 

p го дели f1, тогаш лемата е докажана. Ако p не го дели f1, тогаш го 

дели производот 2 nf f .  Со индукција по n  заклучуваме дека p дели 

еден од полиномите 1 2 nf , f , , f .  Со тоа лемата е докажана. ■ 
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Теорема. (Теорема за единственост на факторизација) 

Нека f  е ненулти полином во K[t].  Тогаш f може да се запише на 

единствен начин како производ од облик  

1 2 nf kp p p   

каде што k K  и pi се монични иредуцибилни полиноми во K[t].  

Доказ. Прво го докажуваме постоењето на таков производ. 

Ако f е иредуцибилен полином или ако f K,  тогаш јасно е дека 

таков производ постои. Oд друга страна, претпоставуваме дека 

f gh,  каде што f и g не се скалари. Тогаш g и h имаат степени 

помали од степенот на f. Со индукција, можеме да претпоставиме 

дека 

1 1 2 rg k g g g   и 2 1 2 sh k h h h   

каде што 1 2k ,k K  и ig  и ih  се монечни иредуцибилни полиноми. 

Според тоа, имаме дека  

1 2 1 2 r 1 2 sf (k k )g g g h h h    

е бараната репрезентација. 

Сега да докажеме единственост на таквиот производ за поли-

номот f.  Да претпоставиме дека  

1 2 n 1 2 mf kp p p k q q q    

каде што k,k K   и 1 2 n 1 2 mp ,p , ,p ,q ,q , ,q   се монични иредуцибил-

ни полиноми. Сега p1 го дели производот 1 2 mk q q q .   Бидејќи p1 е 

иредуцибилен, тој мора да дели еден од полиномите qi заради горе-

наведената лема. Без губење на општоста може да претпоставиме 

дека p1 го дели q1. Бидејќи p1 и q1 се монични иредуцибилни полино-

ми добиваме дека 1 1p q .  Според тоа, добиваме дека  
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2 n 2 mkp p k q q   

Според индукција, имаме дека n m  и 1 1p q ,  2 2 n mp q , ,p q   за 

некои преуредување на qi. Исто така имаме дека k k .  Со тоа го 

комплетиравме доказот на теоремата. ■ 

Ако полето K  е полето комплексни броеви ¬, тогаш го имаме 

следниот резултат којшто е познат како основна теорема на алгебра. 

Неговиот доказ е надвор од доменот на овој учебник. 

Теорема. (Фундаментална теорема на алгебрата) Нека 

f(t)  е ненулти полином над полето комплексни броеви поле ¬. То-

гаш f(t)  може да се запише на единствен начин, со занемарување 

на редоследот на множителите, како производ од облик  

1 2 nf(t) k(t r )(t r ) (t r ),      каде што ik,r ¬, 

односно како производ на линеарни полиноми. 

Во случај кога f(t)  е полином над полето реални броеви — го 

имаме следниов резултат. 

Теорема. Нека f(t)  е ненулти полином над полето реални 

броеви —. Тогаш f(t)  може да се запише на единствен начин како 

производ од облик  

1 2 mf(t) kp (t)p (t) p (t)   

каде што k — и ip (t)  се монични иредуцибилни полиноми со степен 

еден или два. 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                              LITERATURA 

 
[1]    Axler S., Linear Algebra Done Right, Springer, New York, 1977 
 
[2]    Воеводин, В.В. Линейная  алгебра, Наука, Москва, 1974 
 
[3]    Целакоски Н., Задачи по линеарна алгебра, Просветно дело,  
Скопје, 1996 
  
[4]    Halmos P., Finite - Dimensional Vector Spaces, Springer, New York, 
1987 
 
[5]    Карчицка Д., Конечно димензионални векторски простори, 
Униниверзитет Св. Кирил и Методиј, Скопје, 1985 
 
[6]    Kurepa S., Uvod u Linearnu algebru, {kolska knjiga, Zagrab, 1987 
 
[7]    Kurepa S., Konačno dimenzionalni vektorski prostori, Sveučilišna 
naklada Liber, Zagreb, 1976  
 
[8]    Lipschutz S., Linear Algebra, McGraw-Hill Companies, New York, 
2009 
 
[9]    Mitrinović D.S., Mihailović D., Vasić P.M., Linearna algebra, 
Polonomi, Analitička geometrija, Građevinska knjiga, Beograd, 1975  
 
[10]  Постников, Линейная алгебра, Наука, Москва, 1979 
 
[11]    Proskuryakov I. V., Problems in Linear Algebra, Mir Publishers, 
Moscow, 1978 
 



 Литература   

                                                       405 
 

[12]    Radenovic S., Radenovic D., Linearna algebra, zbirka reshenih 
zadataka, Beograd, 1996 
 
[13]    Strang G., Introduction to Linear Algebra, Springer, New York,  
2016  
  
[14]   Strang G., Linear Algebra and its Applications, MIT, Academic Pres, 
1976  
  
[15]   Тышкевич Р. И., Феденко А. С.: Линейная алгебра и 
аналитическая геометрия, Вышэйшая школа, Минск, 1968 
 
[16]   Tren~evski K., Dimovski D., Tren~evski G., Krsteska B.,  

Kondinska L., Linearna lgebra i analiti~ka geometrija za III godina 

na reformiranoto gimnazisko obrazovanie, Prosvetno delo, Skopje, 

2002      
 
[17]   Шилов Г. Е., Конечномерные линейные пространства, Наука, 
Москва, 1964 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 Литература   

                                                       406 
 

Ниту еден дел од оваа публикација не смее да биде репродуциран 
на било кој начин без 
претходна писмена согласност на авторот 
 
Е-издание: 
http://www.ukim.edu.mk/mk_content.php?meni=53&glavno=41  
 
 


