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Namesto predgovor

Zaqetocite na teorijata na verojatnost datiraat od sedumnaesettiot

vek so prepiskite pomeǵu dvajcata golemi francuski matematiqari

Blez Paskal (Blaise Pascal) i Pjer de Ferma (Pierre de Fermat) okolu dva

problema povrzani so igrite na sreḱa. Osnovite na teorijata na vero-

jatnost gi postavuva ruskiot matematiqar Andrej Kolmogorov vo 1933

godina so aksiomite so koi se postavuva prostorot na verojatnost.

Ovoj uqebnik e namenet, pred sè, za predmetot Verojatnost, kako

i za del od predmetot Verojatnost i statistika za studiite od prv cik-

lus na Fakultetot za informatiqki nauki i kompjutersko in�enerstvo.

No, isto taka, mo�e da se koristi i za site predmeti od tehniqkite

studii od prv i vtor ciklus, vo koi se izuquvaat izbrani poglavja od

teorijata na verojatnosta. Na krajot od uqebnikot e daden i dodatok

vo koj se dadeni dokazi na nekoi potexki teoremi, pa zatoa uqebnikot

mo�e da se koristi i za soodveten predmet na studii po matematika.

Uqebnikot se sostoi od qetiri glavi: Prostor na verojatnost,

Sluqajni promenlivi, Brojni karakteristiki na sluqajni promenlivi

i Graniqni teoremi.

Na poqetokot na prvata glava se definiraat poimite eksperi-

ment i sluqaen nastan i se dava statistiqkata definicija na vero-

jatnost. Se definira mno�estvo na sluqajni nastani i operacii so

sluqajnite nastani. Potoa, se voveduva aksiomatikata na Kolmogorov

i se definira prostor na verojatnost (Ω,F , P ), kade xto Ω e mno�estvo
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Teorija na verojatnost

elementarni nastani, F e σ-algebra od podmno�estva od Ω, a P e funk-

cija na verojatnost. Se definira diskreten prostor na verojatnost,

se dava klasiqna definicija na verojatnost, geometriska definicija

na verojatnost, uslovna verojatnost, nezavisnost na nastani i Bernu-

lieva xema.

Vo vtorata glava od uqebnikot e definiran poimot sluqajna

promenliva. Posebno se razgledani sluqajnite promenlivi od diskre-

ten i apsolutno-neprekinat tip. Se definiraat i sluqajnite vektori

kako poveḱedimenzionali sluqajni promenlivi, i nivni karakteris-

tiki, marginalni raspredelbi. Se voveduva poimot nezavisnost na

sluqajni promenlivi, kako i funkcii od sluqajni promenlivi.

Vo tretata glava se definiraat nekoi osnovni brojni karakte-

ristiki na sluqajni promenlivi, i toa: matematiqko oqekuvaǌe, dis-

perzija, momenti na sluqajni promenlivi i sluqajni vektori.

Vo qetvrtata glava, najprvo se voveduva karakteristiqna funk-

cija na sluqajna promenliva. Potoa, se definiraat nekolku vidovi na

konvergencija na sluqajni promenlivi. Na kraj se dadeni nekolku teo-

remi koi go pretstavuvaat zakonot na golemite broevi i centralnata

graniqna teorema (teoremata na Linderberg-Levi).

Na krajot od uqebnikot e daden Prilog vo koi se dadeni dokazi

na nekoi potexki teoremi koi ne se predavaat vo kursot po verojatnost

i koi se pred sè nameneti za podobrite studenti koi sakaat samostojno

da go prodlaboquvaat svoeto znaeǌe.

Bi sakala da ja iska�am mojata golema blagodarnost do recen-

zentite za detalnoto qitaǌe na trudot i korisnite zabelexki koi se

sostaven del na ovoj uqebnik.

Od avtorot



Glava 1

Prostor na verojatnost

1.1 Eksperimenti i nastani

Sekoja realizacija na mno�estvo uslovi S se narekuva opit ili

eksperiment. Vakvoto opredeluvaǌe na poimot eksperiment napolno

odgovara i za takanareqenite pasivni eksperimenti (vo koi qovekot

ne vlijae) i za takanareqenite aktivni eksperimenti (koi qovekot gi

organizira i sproveduva so odredena cel).

Primer 1.1 Da gi razgledame slednive primeri na eksperimenti.

a) Edna moneta se frla vo vozduh i po nejzinoto paǵaǌe na zemja, na

gornata strana od monetata mo�e da se pojavi ,,petka“ ili ,,glava“. So

frlaǌeto na monetata sme izvrxile eden eksperiment i kako rezultat

na toj eksperiment mo�e da se dobie eden od slednive ishodi: ,,na gor-

nata strana od monetata se pojavi petka“ ili ,,na gornata strana od

monetata se pojavi glava“.

b) Ako voda se zagreva na 100 ◦C, togax taa ḱe poqne da vrie. Ovde e

izvrxen eden eksperiment (zagrevaǌe na voda) i kako rezultat na toj

eksperiment se javuva ishodot – ,,vodata vrie“.

v) Ako se proveruva ispravnosta na proizvodite vo edna fabrika, to-
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gax se zema po eden proizvod, se proveruva negoviot kvalitet i se

utvrduva dali e ispraven ili ne. Znaqi, eksperimentot e proverka na

kvalitetot, a mo�ni ishodi se: ,,proizvodot e ispraven“ i ,,proizvodot

ne e ispraven“.

g) Se sproveduva test za da se proveri znaeǌeto na uqenicite. Ocenu-

vaǌeto na testot se pravi so poeni od 0 do 100. Togax eksperimentot

e ocenuvaǌe na eden uqenik, a mo�ni ishodi se – ,,uqenikot osvoi i

poeni“, kade xto i = 0, 1, . . . , 100.

Sekoj rezultat (ishod) od eksperimentot S se narekuva nastan

vo vrska so eksperimentot S. Nastanite se obele�uvaat so golemi

peqatni bukvi od latinicata: A, B, C, . . . Eden eksperiment mo�e da

bide deterministiqki i nedeterministiqki. Ako ishodot na eden eks-

periment e odnapred poznat, togax toj eksperiment e deterministiqki,

vo sprotivno, ako ishodot ne mo�e so sigurnost da se znae odnapred,

toj eksperiment e nedeterministiqki. Na primer, eksperimentot so

zagrevaǌe na voda e deterministiqki. Imeno, poznato e deka ako voda

se zagreva, taa ḱe poqne da vrie na 100 ◦C. Od druga strana, ostanatite

eksperimenti vo primer 1.1 se nedeterministiqki. Taka, ako se frla

moneta vo vozduh, togax ne mo�e so sigurnost da se ka�e koj ḱe bide

ishodot na toj eksperiment.

Pri podlaboko prouquvaǌe na prirodnite i opxtestvenite po-

javi se zabele�uva deka postojat sosema malku zakoni koi se strogo de-

terministiqki. Najgolem del od eksperimentite vo sebe go vkluquvaat

elementot na sluqajnost. Vo teorijata na verojatnosta se naoǵaat za-

konitostite za nastanite koi se rezultat na eksperimentite koi imaat

neednoznaqen ishod. Imeno, i kaj eksperimentite so neednoznaqen is-

hod se vooquvaat odredeni zakonitosti.

Primer 1.2 Da go razgledame povtorno eksperimentot frlaǌe moneta

i nastanot A: ,,padna petka“. Ako eksperimentot se izveduva ednax,

togax ne mo�e so sigurnost da se ka�e koj ḱe bide negoviot ishod.

Zatoa, neka se izvedeni 8 serii od po 1000 eksperimenti pod ednakvi

uslovi.
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So ni(A) se oznaquva brojot na eksperimen-

tite od i - tata serija vo koi se pojavil

nastanot A. Rezultatite od ovie osum

serii se pretstaveni vo tabela dadena

desno. Vo poslednata kolona se dadeni

vrednostite na koliqnikot
ni(A)

n
, kade xto

n e brojot na izvedenite eksperimenti vo

edna serija. Vo naxiot sluqaj, n = 1000.

Mo�e da se vooqi deka site vrednosti vo

ovaa kolona se blisku do 0.5. Pritoa, ako

brojot na eksperimentite vo edna serija

se zgolemuva, togax toj koliqnik se prib-

li�uva sè poveḱe do 0.5.

i ni(A)
ni(A)

n
1 502 0.502

2 504 0.504

3 492 0.492

4 500 0.500

5 510 0.510

6 490 0.490

7 493 0.493

8 509 0.509

Nastanot A vo vrska so eksperimentot S se narekuva sluqaen

nastan, ako se ispolneti slednite dva uslova:

1◦ Eksperimentot S mo�e da se povtori pri isti uslovi kolku xto

sakame pati;

2◦ Relativnite frekvencii na nastanot A, vo sekoja od poveḱe izve-

deni serii eksperimenti, se broevi koi se pribli�no ednakvi.

Toa znaqi deka ako se izvedat serii od po n1, n2,. . . , nk eksperi-

menti, togax:
n1(A)

n1
≈ n2(A)

n2
≈ · · · ≈ nk(A)

nk
.

Relativnata frekvencija
n(A)

n
vo edna serija eksperimenti e

pribli�na objektivna merka za mo�nosta za pojavuvaǌe na nastanot

A. Meǵutoa, relativnite frekvencii za razliqni serii eksperimenti

se razlikuvaat pomeǵu sebe. No, sepak tie se natrupuvaat okolu nekoj

realen broj. Realniot broj okolu koj se natrupuvaat relativnite

frekvencii na nastanot A se narekuva statistiqka (ili empiriska)

verojatnost na nastanot A.
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Uslovot 2◦ obezbeduva statistiqka stabilnost (nepromen-

livost) na relativnite frekvencii, a uslovot 1◦ obezbeduva proverka

na uslovot 2◦. Vo praktikata, sluqajni nastani se nastanite za koi se

ispolneti uslovite 1◦ i 2◦, a nivnite verojatnosti se opredeluvaat,

vo opxt sluqaj, so statistiqki metodi. Postojat mnogu malku vidovi

na eksperimenti koi ovozmo�uvaat opredeluvaǌe na verojatnosta so

strogo matematiqki metodi.

Za sekoj eksperiment S mo�e da se razgledaat dva specijalni

nastana.

Siguren nastan vo vrska so daden eksperiment e nastanot koj

se pojavuva pri sekoja realizacija na toj eksperiment. Nevozmo�en

nastan vo vrska so daden eksperiment e nastan xto ne se pojavuva

nikogax pri realizacija na dadeniot eksperiment.

Primer 1.3 Da gi razgledame slednite eksperimenti i nastanite vo

vrska so niv.

a) Neka eksperimentot e frlaǌe kocka. Se razgleduvaat nastanite:

A1: padna broj od 1 do 6, A2: padna brojot 7.

b) Eksperimentot e izvlekuvaǌe na topqe od kutija vo koja ima

5 beli topqiǌa. Se razgleduvaat nastanite:

B1: izvleqeno e belo topqe, B2: izvleqeno e crno topqe.

v) Eksperimentot e ocenuvaǌe na sluqajno izbran uqenik. Se

razgleduvaat nastanite:

C1 : uqenikot dobi ocenka od 1 do 5,

C2 : uqenikot dobi ocenka 12.

Nastanite A1, B1 i C1 se javuvaat pri sekoja realizacija na

soodvetniot eksperiment, pa tie se sigurni nastani. Od druga strana,

nastanite A2, B2 i C2 ne se pojavuvaat nikogax pri realizacija na
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soodvetniot eksperiment, xto znaqi deka tie se nevozmo�ni nastani.

Ako eksperimentot S se izveduva n pati, togax sigurniot nas-

tan ḱe se pojavi n pati, a nevozmo�niot se pojavuva 0 pati. Ottuka,

relativnata zaqestenost na sigurniot nastan e
n

n
= 1, a na nevozmo�-

niot nastan
0

n
= 0. Ova va�i za sekoja serija eksperimenti S. Taka,

sigurniot i nevozmo�niot nastan gi zadovoluvaat uslovite 1◦ i 2◦,

xto znaqi deka i tie se sluqajni nastani.

1.2 Mno�estvo elementarni nastani. Sluqajni nastani

Primer 1.4 Da go razgledame eksperimentot frlaǌe kocka. Nekoi od

mo�nite nastani vo vrska so ovoj eksperiment se slednive:

A: padna paren broj; E3: padna brojot 3;

B: padna broj deliv so 3; E4: padna brojot 4;

E1: padna brojot 1; E5: padna brojot 5;

E2: padna brojot 2; E6: padna brojot 6.

Da vooqime deka nastanot A se pojavuva ako se pojavi eden od

nastanite E2, E4 ili E6, a nastanot B se pojavuva ako se pojavi nastanot

E3 ili ako se pojavi E6. Znaqi, nastanot A mo�e da se razlo�i na

nastanite E2, E4 i E6, a nastanot B mo�e da se razlo�i na nastanite

E3 i E6.

Od druga strana, nastanite E1, E2, E3, E4, E5 i E6 ne mo�e da se

razlo�at na drugi nastani. Zatoa, tie nastani gi narekuvame elemen-

tarni nastani. Elementarnite nastani ḱe gi oznaquvame so simbolot

E so indeks 1,2,...
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Elementaren nastan vo vrska so daden eksperiment e sekoj

logiqki ishod koj ne mo�e da se razlo�i na drugi nastani.

Pritoa, pri sekoja realizacija na eksperimentot se pojavuva

eden i samo eden elementaren nastan.

Mno�estvoto od site vakvi nastani vo vrska so eden eksperi-

ment se narekuva mno�estvo elementarni nastani i se oz-

naquva so Ω.

Definicija 1.1

Primer 1.5 Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe kocka. Pri sekoja

realizacija na eksperimentot se pojavuva eden i samo eden od nasta-

nite E1, E2, E3, E4, E5 i E6. Zatoa mno�estvoto elementarni nastani

vo vrska so ovoj eksperiment e

Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}.

Primer 1.6 Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe na dve moneti. Pri

frlaǌe na edna moneta, mo�en ishod e ,,padna petka“ ili ,,padna glava“

(ḱe pixuvame kratko ,,petka“ ili ,,glava“). No, eksperimentot se sos-

toi od frlaǌe na dvete moneti zaedno, pa mo�nite ishodi ḱe bidat

podredeni parovi, kade xto prviot element ḱe go oznaquva ishodot na

prvata moneta, a vtoriot element – ishodot na vtorata moneta. So

drugi zborovi, mno�estvoto elementarni nastani e slednovo:

Ω = {(glava, glava), (glava, petka), (petka, glava), (petka, petka)}.

Primer 1.7 Neka eksperimentot e frlaǌe moneta sè dodeka ne se

pojavi petka. Mno�estvoto elementarni nastani e od oblik Ω =

{E1, E2, . . . }, kade xto E1 = (petka), E2 = (glava, petka), itn. Vo opxt
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sluqaj, za fiksno i = 2, 3, . . . , elementarniot nastan

Ei = (glava, glava,. . . , glava
︸ ︷︷ ︸

i−1

,petka)

i toj se pojavuva ako vo prvite i−1 frlaǌa na monetata se pojavi glava,

a vo i-toto frlaǌe se pojavi petka. Vo ovoj sluqaj, mno�estvoto ele-

mentarni nastani e beskoneqno prebrojlivo mno�estvo, bidejḱi teoret-

ski eksperimentot mo�e nikogax da ne zavrxi.

Primer 1.8 Se nabǉuduva vremeto na neprekinata rabota na nekoja

maxina. Elementani nastani za ovoj eksperiment se:

Et : maxinata raboti vreme t, t ∈ [0, T ],

kade xto T e maksimalniot (garantiran) vek na rabota na nabǉudu-

vanata maxina. Ottuka, mno�estvoto elementarni nastani za ovoj eks-

periment e:

Ω = {Et|t ∈ [0, T ]}.

Vo ovoj sluqaj, Ω e beskoneqno neprebrojlivo mno�estvo.

Od prethodnite primeri mo�eme da vooqime deka zavisno

od eksperimentot, mno�estvoto elementarni nastani mo�e da bide

koneqno, beskoneqno prebrojlivo ili beskoneqno neprebrojlivo mno-

�estvo.

Vo Primer 1.4 zakluqivme deka nastanot A se pojavuva ako se

pojavi eden od nastanite E2, E4 ili E6, a nastanot B se pojavuva ako

se pojavi eden od nastanite E3 ili E6. Ottuka, nastanite A i B mo�e

da se zapixat na sledniov naqin: A = {E2, E4, E6}, B = {E3, E6}. Da

vooqime deka nastanite A i B se pretstaveni kako podmno�estva od

mno�estvoto elementarni nastani Ω.
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Sluqaen nastan e proizvolno podmno�estvo od mno�estvoto

elementarni nastani Ω.

Ḱe velime deka se pojavil nastanot A, ako se pojavil nekoj od

elementarnite nastani koi pripaǵaat na podmno�estvoto ele-

mentarni nastani soodvetno na nastanot A.

Definicija 1.2

Primer 1.9 Neka eksperimentot e frlaǌe na dve moneti. Da se opixe

nastanot C: barem ednax padna petka.

Rexenie: Nastanot C ḱe se pojavi ako na edna od monetite padne

petka, a na drugata glava ili ako na dvete moneti padne petka, t.e.

C = {(glava, petka), (petka, glava), (petka, petka)}.

�

Primer 1.10 Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe na dve kocki. Da se

opixe mno�estvoto elementarni nastani i slednive sluqajni nastani:

A: na dvete kocki padna paren broj;

B: na prvata kocka padna paren, a na vtorata neparen broj.

Rexenie: Mno�estvoto elementarni nastani za ovoj eksperiment ḱe

se sostoi od podredeni parovi (x, y), kade xto x e ishodot na prvata

kocka, a y - ishodot na vtorata kocka, x, y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ottuka,

Ω = {(x, y)|x, y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.

Za nastanot A se dobiva slednovo: A = {(x, y)|x, y ∈ {2, 4, 6}} ili vo

razviena forma

A = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)},
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a za nastanot B imame: B = {(x, y)|x ∈ {2, 4, 6}, y ∈ {1, 3, 5}} ili

B = {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5), (6, 1), (6, 3), (6, 5)}.

�

Sigurniot nastan se pojavuva sekogax koga se realizira ekspe-

rimentot, t.e. sekoj elementaren nastan doveduva do negovo pojavuvaǌe.

Zatoa, toj se oznaquva so Ω. Nevozmo�niot nastan, pak, ne se pojavuva

nikogax koga se realizira eksperimentot, odnosno nieden elementaren

nastan ne doveduva do negovo pojavuvaǌe. Ottuka, nevozmo�niot nas-

tan ḱe go oznaquvame so ∅.

Proizvod na nastanite A i B e nastan koj se pojavuva togax i

samo togax koga ḱe se pojavat i dvata nastana A i B. Toj nastan

e opredelen so mno�estvo elementarni nastani xto e presek od

mno�estvata elementarni nastani na nastanot A i nastanot B.

Proizvodot na dva nastana A i B se oznaquva so A ∩B ili AB.

Definicija 1.3

Primer 1.11 Neka eksperimentot e frlaǌe kocka. Gi razgleduvame

nastanite:

A: padna broj pomal ili ednakov na 3;

B: padna broj deliv so 3;

C: padna broj pogolem od 4.

Da se opredeli proizvodot na nastanite A i B i proizvodot na nasta-

nite A i C.

Rexenie: Nastanite A, B i C se opixuvaat na sledniov naqin:

A = {E1, E2, E3}, B = {E3, E6}, C = {E5, E6}.
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Nastanot A ∩B oznaquva deka se pojavil broj koj e pomal ili ednakov

na 3 i deliv so 3, pa taka A ∩ B = {E3}. Nastanot A ∩ C oznaquva deka

se pojavil broj koj e pomal ili ednakov na 3 i pogolem od 4, xto e

nevozmo�no. Znaqi, nastanite A i C ne mo�e da se pojavat istovremeno,

t.e. A ∩ C = ∅. �

Ako dva nastana A i B ne mo�e da se pojavat istovremeno togax

tie se narekuvaat disjunktni nastani. Nivniot proizvod e

nevozmo�en nastan, t.e. A ∩B = ∅.

Definicija 1.4

Zbir na nastanite A i B e nastan koj se pojavuva togax i samo

togax koga ḱe se pojavi barem eden od nastanite A ili B. Toj

nastan e opredelen so mno�estvo elementarni nastani xto e

unija od mno�estvata elementarni nastani na nastanot A i nas-

tanot B.

Zbirot na dva nastana A i B, vo opxt sluqaj, se oznaquva so

A ∪ B. Dokolku nastanite A i B se disjunktni, togax nivniot

zbir ḱe go oznaquvame so A+B.

Definicija 1.5

Koga se veli deka se pojavil barem eden od nastanite A ili B,

togax se podrazbira deka se pojavil ili samo nastanot A ili samo

nastanot B ili i dvata nastana istovremeno.

Ako nastanite A i B se disjunktni, togax istovremeno pojavu-

vaǌe na dvata nastana e nevozmo�no, pa pojavuvaǌe na nastanot A ∪B

podrazbira deka ḱe se pojavi ili samo nastanot A, ili samo nastanot

B. Zatoa, vo ovoj sluqaj, za zbir na dva nastana se koristi oznakata

A+B. Znaqi, A+B = A ∪B , ako AB = ∅.
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Primer 1.12 Opredeli go zbirot na nastanite A i B; kako i na nas-

tanite A i C, ako A, B i C se nastanite definirani vo primer 1.11.

Rexenie: Nastanite A, B i C se opredeleni so: A = {E1, E2, E3}, B =

{E3, E6}, C = {E5, E6}. Nastanot A ∪B oznaquva deka ḱe se pojavi broj

pomal od 3 ili broj deliv so 3, i toj mo�e da se opixe na sledniov

naqin:

A ∪B = {E1, E2, E3, E6}.

Nastanot A∪C oznaquva deka ḱe se pojavi broj koj ne e pogolem

od 3 ili broj koj e pogolem od 4. Isto taka, vo primer 1.11 vooqivme

deka nastanite A i C se disjunktni. Ottuka, za nivniot zbir se dobiva

A+ C = {E1, E2, E3, E5, E6}. �

Sprotiven nastan na nastanot A e nastanot koj se pojavuva to-

gax i samo togax koga ne se pojavuva nastanot A. Ovoj nastan se

oznaquva so A. Mno�estvoto elementarni nastani na nastanot

A e komplement na mno�estvoto elementarni nastani soodvetni

na nastanot A vo odnos na Ω. Za sekoj nastan A va�i:

A ∩ A = ∅, A ∪ A = Ω.

Definicija 1.6

Primer 1.13 Opredeli gi sprotivnite nastani na nastanite A i B od

primer 1.11.

Rexenie: Nastanot A nema da se pojavi, ako se pojavi eden od nas-

tanite E4, E5 ili E6, pa zatoa A = {E4, E5, E6}. Soodvetno, B =

{E1, E2, E4, E5}. �
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Razlika na nastanite A i B e nastan koj se pojavuva togax

i samo togax koga ḱe se pojavi nastanot A, a ne se pojavuva

nastanot B. Toj nastan e opredelen so mno�estvo elementarni

nastani xto e razlika od mno�estvata elementarni nastani na

nastanot A i nastanot B.

Definicija 1.7

Da vooqime deka soglasno so prethodnite oznaki, razlikata na

nastanite A i B e, vsuxnost, nastanot AB.

Primer 1.14 Vo primer 1.11, razlikata na nastanite A i B e oprede-

lena so AB = {E1, E2}.

Nastanot A go povlekuva nastanot B (pixuvame A ⊆ B), ako

sekogax koga se pojavuva nastanot A se pojavuva i nastanot B.

Definicija 1.8

Primer 1.15 Da go razgledame povtorno eksperimentot frlaǌe na

dve moneti. Neka

A : padna toqno edna glava; B : padna barem edna glava.

Mo�e da se vooqi deka sekogax koga ḱe se pojavi nastanot A se pojavuva

i nastanot B, t.e. A ⊆ B.

Ako A ⊆ B i B ⊆ A, togax za nastanite A i B velime deka se

ednakvi.

Definicija 1.9
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Bidejḱi sluqajnite nastani se podmno�estva od mno�estvoto

elementarni nastani vo vrska so eden eksperiment, za operaciite so

nastani va�at istite zakoni kako za operaciite so mno�estva. Nekoi

od niv, koi ḱe gi koristime vo ponatamoxnite izlagaǌa se slednive.

Distributivnite zakoni: De Morganovite zakoni:

A(B ∪ C) = AB ∪ AC A ∪B = A ∩B

(A ∪B)C = AC ∪BC A ∩B = A ∪B

Ponatamu, ḱe gi obopxtime definiciite za zbir i proizvod na

poveḱe od dva nastana.

Zbir na nastanite A1, A2,. . . , An e nastanot koj se pojavuva to-

gax i samo togax koga ḱe se pojavi barem eden od nastanite A1,

A2,. . . , An. Ovoj nastan se oznaquva so A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, a ne-

govoto mno�estvo elementarni nastani e unija od mno�estvata

elementarni nastani soodvetni na sekoj od nastanite A1, A2,. . . ,

An.

Definicija 1.10

Proizvod na nastanite A1, A2,. . . , An e nastanot koj se pojavuva

togax i samo togax koga ḱe se pojavat istovremeno site nastani

A1, A2,. . . , An. Ovoj nastan se oznaquva so A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An

(ili A1A2 . . . An), a negovoto mno�estvo elementarni nastani e

presek od mno�estvata elementarni nastani soodvetni na sekoj

od nastanite A1, A2,. . . , An.

Definicija 1.11

Zabelexka 1.1 Definiciite za zbir i proizvod na nastani mo�e da se

obopxtat i za prebrojlivo mnogu nastani. Imeno, zbir na nastanite

A1, A2,. . . e nastanot koj se pojavuva togax i samo togax koga ḱe se

pojavi barem eden od nastanite A1, A2,. . . , a niven proizvod e nastanot
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koj se pojavuva togax i samo togax koga ḱe se pojavat istovremeno site

nastani A1, A2,. . .

Primer 1.16 Vo cel se strela tri pati. Se razgleduvaat nastanite

A1, A2 i A3 koi oznaquvaat pogoduvaǌe na celta vo prvoto, vtoroto i

tretoto strelaǌe, soodvetno. So pomox na ovie nastani, da se opixat

slednive sluqajni nastani:

B: postignati se tri pogodoci;

C: celta e tri pati promaxena;

D: postignat e barem eden pogodok;

E: postignato e barem edno promaxuvaǌe;

F : postignati se ne poveḱe od dva pogodoka;

G: do tretoto strelaǌe nemalo pogodok.

Rexenie: Nastanot B ḱe se pojavi ako se pojavat site tri nastani A1,

A2 i A3, istovremeno. Ottuka, B = A1A2A3.

Nastanot C ḱe se pojavi ako ne se pojavi nieden od nastanite A1,

A2 i A3, t.e. ako se pojavat nivnite sprotivni nastani, pa C = A1 A2 A3.

Nastanot D ḱe se pojavi ako se pojavi barem eden od nastanite

A1, A2 i A3, pa D = A1 ∪ A2 ∪ A3 Soodvetno, E = A1 ∪ A2 ∪A3.

Da vooqime deka ako se postignati najmnogu dva pogodoka, togax

mora da ima barem edno promaxuvaǌe. Ottuka, nastanot F ḱe se pojavi

ako se pojavi nastanot E, i obratno, pojavuvaǌeto na nastanot F go

povlekuva pojavuvaǌeto na nastanot E. Znaqi, F = E.

Nastanot G ḱe se pojavi ako ne se pojavat nastanite A1 i A2, pa

G = A1 A2. �

Primer 1.17 Eksperiment se sostoi vo frlaǌe moneta sè dodeka ne

padne petka. Neka

An : vo n-toto po red frlaǌe padna petka, n ∈ N.

So pomox na nastanite An, da se opixat slednive nastani:
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B5: eksperimentot se izveduva toqno 5 pati;

C: eksperimentot zavrxi;

D: eksperimentot nema da zavrxi.

Rexenie: Nastanot B5 ḱe se pojavi ako vo prvite qetiri eksperimenti

ne se pojavi petka, t.e. se pojavuva glava, a vo petoto frlaǌe se pojavi

petka. Ottuka,

B5 = A1A2A3A4A5.

So Bn go oznaquvame nastanot ,,eksperimentot ḱe zavrxi vo n-

toto frlaǌe“. Toj ḱe se pojavi, ako petka se pojavi za prv pat toqno

vo n-toto frlaǌe, t.e. Bn = A1A2 . . . An−1An. Sega,

C =
+∞⋃

n=1

Bn.

Nastanot D ḱe se pojavi, ako petka ne se pojavi voopxto, t.e. vo

site eksperimenti se pojavuva glava. Taka,

+∞⋂

n=1

An.

�

Primer 1.18 Neka A1, A2,. . . , An,. . . e prebrojliva niza od sluqajni

nastani. Da se opixe nastanot D: se pojavija beskoneqno mnogu nas-

tani od nizata A1, A2,. . .

Rexenie: Nastanot
+∞⋃

i=n

Ai oznaquva deka se pojavuva barem eden nastan

od A1, A2,. . . Togax

D =

+∞⋂

n=1

+∞⋃

i=n

Ai.

�
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Neka A1, A2,. . . , An se nastani vo vrska so eden eksperiment,

taka xto Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j i
n∑

i=1

Ai = Ω. Togax za nastanite A1,

A2,. . . , An velime deka se disjunktno razlo�uvaǌe na Ω, t.e. Ω

e disjunktna suma na nastanite A1, A2,. . . , An.

Definicija 1.12

Zabelexka 1.2 Mno�estvoto elementarni nastani Ω mo�e da se pret-

stavi i kako disjunktna suma na prebrojlivo mnogu nastani A1, A2,. . . ,

ako Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j i
+∞∑

i=1

Ai = Ω

Primer 1.19 Eksperimentot se sostoi vo trikratno frlaǌe na mo-

neta. Ako so 0 se oznaqi ishodot ,,padna petka“, a so 1 - ishodot ,

,padna glava“, togax mno�estvoto elementarni nastani za ovoj ekspe-

riment e

Ω = {(x, y, z)|x, y, z ∈ {0, 1}}.

So Ai go oznaquvame nastanot ,,glava padna i pati“, i = 0, 1, 2, 3. Togax

A0 = {(0, 0, 0)}
A1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
A2 = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}
A3 = {(1, 1, 1)}

Jasno e deka nastanite Ai, i = 0, 1, 2, 3 se disjunktni i A0+A1+A2+A3 = Ω,

t.e. A0, A1, A2 i A3 se disjunktno razlo�uvaǌe na Ω.

1.3 Aksiomatika na Kolmogorov

Neka F e familija podmno�estva od mno�estvoto elementarni

nastani Ω, t.e. F e familija sluqajni nastani vo vrska so dadeniot
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eksperiment.

Familijata F se narekuva σ-algebra od podmno�estva od Ω, ako

gi zadovoluva slednive tri uslovi:

σ.1. Ω ∈ F;

σ.2. Ako A ∈ F, togax A ∈ F;

σ.3. Ako Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , togax
+∞⋃

i=1

Ai ∈ F;

Definicija 1.13

Elementite na σ-algebrata se narekuvaat sluqajni nastani. Od

σ.1 sleduva deka Ω e sluqaen nastan, koj se narekuva siguren nastan. Od

σ.2 sleduva deka ako A e sluqaen nastan, togax i A e sluqaen nastan, a

od σ.3 sleduva deka ako A1, A2, . . . se sluqajni nastani, togax i nivniot

prebrojliv zbir e sluqaen nastan.

Za sekoja σ-algebra F se toqni slednive svojstva:

i) ∅ ∈ F;

ii) Ako Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , togax
+∞⋂

i=1

Ai ∈ F;

iii) Ako A,B ∈ F, togax A ∪B ∈ F, A ∩B ∈ F.

Teorema 1.1

Dokaz: i) So koristeǌe na definicija 1.13, σ.1 i σ.2, se dobiva.

Ω ∈ F σ.2
=⇒ ∅ = Ω ∈ F ,

t.e. nevozmno�niot nastan e isto taka, sluqaen nastan.
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ii) Ako A1, A2, · · · ∈ F, togax od

+∞⋂

i=1

Ai =

+∞⋃

i=1

Ai,

se dobiva slednovo:

Ai ∈ F , i = 1, 2,
σ.2
=⇒ Ai ∈ F , i = 1, 2,

σ.3
=⇒

+∞⋃

i=1

Ai ∈ F

σ.2
=⇒

+∞⋂

i=1

Ai =
+∞⋃

i=1

Ai ∈ F .

iii) Ako vo σ.3 stavime A1 = A, A2 = B, Ai = ∅, i = 3, 4, . . . , togax se dobiva:

+∞⋃

i=1

Ai = A ∪B ∈ F .

Ako pak, vo tvrdeǌeto ii) od ovaa teorema se stavi A1 = A, A2 = B,

Ai = Ω, i = 3, 4, . . . , togax se dobiva deka
+∞⋂

i=1

Ai = A ∩B ∈ F . �

Od prethodnoto mo�e da se zakluqi deka sekoja σ-algebra gi so-

dr�i ∅ i Ω i zatvorena e vo odnos na operaciite komplement, koneqna i

prebrojliva unija i koneqen i prebrojliv presek. Zatoa vo prodol�e-

nie, ḱe pretpostavuvame deka rabotime vo σ-algebra xto ḱe obezbeduva

zatvorenost na ovie operacii na nastani.

Neka A e dadena familija podmno�estva od dadeno neprazno

mno�estvo Ω. Vo slednata teorema qij dokaz e daden vo prilog A.1

na ovoj uqebnik, se poka�uva deka postoi najmala σ-algebra F(A) od

podmno�estva od Ω, koja ja sodr�i familijata A.



Prostor na verojatnost 21

Neka Ω e proizvolno neprazno mno�estvo i A e proizvolna

familija od podmno�estva od Ω. Togax postoi najmala σ-

algebra F(A) od podmno�estva od Ω, koja ja sodr�i familijata

A. F(A) se narekuva σ-algebra generirana od familijata A.

Teorema 1.2

Vo slednata definicija, ḱe definirame dve specijalni σ-

algebri, generirani od mno�estvoto polusegmenti A = {[a, b)|a, b ∈ R},
t.e. od mno�estvoto A = {(x1, x2 . . . , xn) | ai ≤ x < bi, ai, bi ∈ R, i =

1, 2, . . . , n}.

i) Neka A = {[a, b)|a, b ∈ R} e dadena familija od polusegmenti od

oblik [a, b), a, b ∈ R. σ-algebrata generirana od familijata A se

narekuva Borelova σ-algebra i se oznaquva so B1.

ii) Ako A = {(x1, x2 . . . , xn) | ai ≤ x < bi, ai, bi ∈ R, i =

1, 2, . . . , n}, togax σ-algebrata F(A) generirana od A se narekuva

n-dimenzionalna Borelova σ-algebra i se oznaquva so Bn.

Definicija 1.14

Slednata definicija e, vsuxnost, definicija na verojatnost na slu-

qajni nastani.
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Neka F e σ-algebra od podmno�estva od Ω. Preslikuvaǌeto

P : F → R, kade R e mno�estvoto realni broevi se narekuva

verojatnost, ako se zadovoleni slednive tri uslovi:

P.1. P (A) ≥ 0, za sekoj nastan A ∈ F

P.2. P (Ω) = 1.

P.3. Ako Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , i AiAj = ∅, za i 6= j, togax

P
(
+∞∑

i=1

Ai

)
=

+∞∑

i=1

P (Ai).

Definicija 1.15

Podredenata trojka (Ω,F , P ), kade xto Ω e proizvolno neprazno

mno�estvo, F e σ-algebra od podmno�estva od Ω i P e verojatnost (nad

F) xto gi zadovoluva aksiomite P1, P2 i P3 se narekuva prostor na

verojatnost. Ovaa konstrukcija koja gi vkluquva definiciite 1.13 i

1.15 e predlo�ena od Kolmogorov 1933 i se narekuva aksiomatika na

Kolmogorov.

1.4 Svojstva na verojatnosta

Osnovnite svojstva na verojatnosta se dadeni vo slednava teo-

rema.
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Verojatnosta P gi ima slednive svojstva:

i) P (∅) = 0;

ii) P
( n∑

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai);

iii) Ako A ⊆ B, togax P (A) ≤ P (B);

iv) Za sekoj A ∈ F, 0 ≤ P (A) ≤ 1;

v) P (A) = 1− P (A);

vi) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Teorema 1.3

Dokaz: i) Od P.1 sleduva deka P (∅) ≥ 0. Sega, Ω mo�e da se pretstavi

vo oblik:

Ω = Ω + ∅+ ∅+ . . .

Od P.3 dobivame:

P (Ω) = P (Ω) + P (∅) + P (∅) + . . .

= P (Ω) +

+∞∑

i=1

P (∅).

Ottuka, dobivame deka
+∞∑

i=1

P (∅) = 0. Bidejḱi P (∅) e nenegativno, posled-

niot zbir ḱe bide 0 ako i samo ako P (∅) = 0.

ii) Neka An+1 = An+2 = · · · = ∅. Togax od i) i od P.3 sleduva deka

P
(

n∑

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai).

iii) Bidejḱi A ⊆ B, nastanot B mo�e da se zapixe vo oblik:

B = ΩB = (A+A)B = AB +AB = A+AB.



24 Teorija na verojatnost

Sega, so primena na svojstvoto ii), dobivame:

P (B) = P (A) + P (AB) ≥ P (A),

bidejḱi P (AB) ≥ 0.

iv) Za sekoj nastan A, toqno e deka ∅ ⊆ A ⊆ Ω. Sega, od svojstvoto iii),

sleduva deka P (∅) ≤ P (A) ≤ P (Ω), t.e. 0 ≤ P (A) ≤ 1.

v) Od ravenstvoto Ω = A + A i od ii) sleduva deka P (Ω) = P (A) + P (A),

t.e. 1 = P (A) + P (A). Ottuka, P (A) = 1− P (A).

vi) Nastanot A ∪B mo�e da se pretstavi vo oblik:

A ∪B = A+AB,

od kade xto so primena na ii), se dobiva:

P (A ∪B) = P (A) + P (AB). (1.1)

Od druga strana, od ravenstvoto

B = ΩB = (A+A)B = AB +AB,

so primena na ii), se dobiva:

P (B) = P (AB) + P (AB).

Ottuka, P (AB) = P (B)−P (AB). So zamena na posledniot izraz vo (1.1),

se dobiva deka P (A ∪B) = P (A) + P (AB) = P (A) + P (B)− P (AB). �

Za proizvolni Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . toqno e slednovo neravenstvo:

P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

≤
+∞∑

i=1

P (Ai).

Teorema 1.4 (Lema za pokrivaǌe)
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Dokaz: Nastanot
+∞⋃

i=1

Ai ḱe go pretstavime kako disjunkten zbir na nas-

tani na sledniov naqin:

+∞⋃

i=1

Ai = A1 +A2A1 +A3A2A1 + . . .

Sega, od P.3 se dobiva:

P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

= P (A1) +

+∞∑

i=2

P (AiAi−1 . . . A2A1). (1.2)

Bidejḱi AiAi−1 . . . A2A1 ⊆ Ai, od svojstvoto iii) sleduva deka

P (AiAi−1 . . . A2A1) ≤ P (Ai), i = 2, 3, . . . .

So zamena vo (1.2), go dobivame neravenstvoto:

P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

≤
+∞∑

i=1

P (Ai).

�

Neka Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . .

a) Ako A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ . . . , togax P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

= lim
n→+∞

P (An).

b) Ako A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ . . . , togax P
(+∞⋂

i=1

Ai

)

= lim
n→+∞

P (An).

Teorema 1.5 (Teorema za neprekinatost na verojatnosta)

Dokaz: a) Nastanot
+∞⋃

i=1

Ai ḱe go pretstavime kako disjunkten zbir na

nastani, imajḱi predvid deka Ai ⊆ Ai+1, za sekoj i = 1, 2, . . .

+∞⋃

i=1

Ai = A1 +A1A2 +A2A3 + · · · = A1 +

+∞∑

k=2

Ak−1Ak.
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So primena na P.3 se dobiva:

P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

= P (A1) +
+∞∑

k=2

P (Ak−1Ak) =
+∞∑

k=1

P (Ak−1Ak), kade xto A0 = ∅.

Sega,

P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

= lim
n→+∞

n∑

k=1

P (Ak−1Ak) = lim
n→+∞

P
( n∑

k=1

Ak−1Ak

)

= lim
n→+∞

P (An).

b) Od A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ . . . sleduva deka A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ . . . , pa

od tvrdeǌeto a) i De Morganovite zakoni dobivame:

+∞⋂

i=1

Ai =
+∞⋃

i=1

Ai.

Ottuka, so primena na tvrdeǌeto pod a) vo ovaa teorema, dobivame:

P
(+∞⋂

i=1

Ai

)

= 1− P
(+∞⋂

i=1

Ai

)

= 1− P
(+∞⋃

i=1

Ai

)

= 1− lim
n→+∞

P (An) = lim
n→+∞

P (An).

�

1.5 Diskreten prostor na verojatnost

Neka (Ω,F , P ) e daden prostor na verojatnost. Ako mno�estvoto

elementarni nastani Ω e diskretno (koneqno ili prebrojlivo) mno-

�estvo, a F = B(Ω), togax (Ω,F , P ) se narekuva diskreten prostor na

verojatnost.

1.5.1 Koneqen prostor na verojatnost

Najprvo ḱe go razgledame sluqajot koga Ω = {E1, E2, . . . , En} e

koneqno mno�estvo. Neka p1, p2,. . . , pn se realni broevi takvi xto



Prostor na verojatnost 27

pi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n i
n∑

i=1

pi = 1. Neka pi = P (Ei), i = 1, 2, . . . , n. Defini-

rame funkcija P : F → R na sledniov naqin:

P (A)
def.
=

k∑

r=1

P (Eir ) =

k∑

r=1

pir , kade xto A = {Ei1 , Ei2 , . . . , Eik} ∈ F . (1.3)

Ḱe poka�eme deka vakadefiniranata funkcija P e verojatnost, t.e. gi

zadovoluva svojstvata P.1-P.3.

P.1. P (A) =

k∑

r=1

pir ≥ 0, bidejḱi pir ≥ 0, za sekoj r = 1, 2, . . . , k.

P.2. P (Ω) =

n∑

i=1

pi = 1.

P.3. Neka A = {Ei1 , Ei2 , . . . , Eik}, B = {Ej1 , Ej2 , . . . , Ejm} i A i B se dis-

junktni nastani, t.e. AB = ∅. Togax

A+B = {Ei1 , Ei2 , . . . , Eik , Ej1 , Ej2 , . . . , Ejm}.

Sega, so primena na definicijata (1.3), se dobiva:

P (A+B) =

k∑

r=1

pir +

m∑

r=1

pjr = P (A) + P (B).

Da napomeneme deka vo P.3. ne mo�e da se zemat prebrojlivo

mnogu disjunktni nastani od Ω, bidejḱi Ω e koneqno mno�estvo i brojot

na disjunktni podmno�estva e koneqen.

Primer 1.20 Eden koxarkar izveduva dve slobodni frlaǌa. Pritoa

se mo�ni slednive elementarni nastani:

E1: pogodok vo prvoto i pogodok vo vtoroto frlaǌe;

E2: pogodok vo prvoto i promaxuvaǌe vo vtoroto frlaǌe;

E3: promaxuvaǌe vo prvoto i pogodok vo vtoroto frlaǌe;

E4: promaxuvaǌe vo prvoto i promaxuvaǌe vo vtoroto frlaǌe.

Verojatnostite na elementarnite nastani se slednive: P (E1) =
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0.49, P (E2) = P (E3) = 0.21 i P (E4) = 0.09. Da se opredeli verojatnosta na

slednive nastani:

A: igraqot ḱe postigne pogodok vo prvoto frlaǌe;

B: igraqot ḱe postigne pogodok vo vtoroto frlaǌe;

C: igraqot ḱe postigne pogodok vo dvete frlaǌa;

D: igraqot ḱe postigne barem eden pogodok vo dvete frlaǌa.

Rexenie: Nastanite A, B i C mo�e da se pretstavat kako A = {E1, E2},
B = {E1, E3}, C = {E1}, D = {E1, E2, E3}. Ottuka, za nivnata verojatnost

se dobiva:

P (A) = p1 + p2 = 0.49 + 0.21 = 0.7,

P (B) = p1 + p3 = 0.49 + 0.21 = 0.7,

P (C) = p1 = 0.49,

P (D) = p1 + p2 + p3 = 0.49 + 0.21 + 0.21 = 0.91.

�

Primer 1.21 Edna nehomogena kocka za igraǌe e napravena taka xto

qestotata da se pojavi opredelena strana (po sluqajno frlaǌe na koc-

kata) e proporcionalna so brojot na toqkite na nea. Da se opredeli

verojatnosta na nastanot A: padna paren broj.

Rexenie: Poznato e deka za ovoj eksperiment Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}.
Neka p1 = P (E1) = x. Togax pi = P (Ei) = i · x, i = 1, . . . , 6. Od uslovot
6∑

i=1

pi = 1, se dobiva:

x(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 1, t.e. x =
1

21
.

Ottuka, pi =
i

21
. Sega, A = {E2, E4, E6}, pa

P (A) = p2 + p4 + p6 =
2

21
+

4

21
+

6

21
=

12

21
.
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�

Ḱe razgledame eden specijalen sluqaj na prethodno defini-

ranata verojatnost.

Neka Ω = {E1, E2, . . . , En} e dadeno koneqno mno�estvo elemen-

tarni nastani i neka site ovie elementarni nastani imaat ista vero-

jatnost da se pojavat, t.e. pi = pj, za i, j = 1, 2, . . . , n. Od uslovot

p1 + p2 + · · · + pn = 1, sleduva deka pi =
1

n
, za site i = 1, 2, . . . , n. Ot-

tuka, ako e daden nastan A = {Ei1 , Ei2 , . . . , Eik}, za negovata verojatnost

se dobiva deka

P (A) = pi1 + pi2 + · · ·+ pik =
1

n
+ · · ·+ 1

n
︸ ︷︷ ︸

k pati

=
k

n
.

Neka Ω = {E1, E2, . . . , En} e dadeno koneqno mno�estvo elemen-

tarni nastani i neka sekoj od niv ima ista verojatnost da se

pojavi, t.e. P (Ei) =
1

n
, i = 1, 2, . . . , n. Ako A e sluqaen nastan vo

vrska so dadeniot eksperiment vo koj se sodr�at k elementarni

nastani, togax verojatnosta na nastanot A se opredeluva so:

P (A) =
k

n
. (1.4)

Definicija 1.16 (Klasiqna definicija na verojatnost)

Da vooqime deka n e vkupniot broj na elementarni nastani, t.e. brojot

na elementi vo Ω. Ḱe oznaqime n = |Ω|. Sekoj elementaren nastan mo�e

da go tolkuvame kako ,,mo�en sluqaj“ vo vrska so daden eksperiment.

Od druga strana, k e brojot na elementarni nastani koi se sodr�at vo

nastanot A, t.e. k = |A| i sekoj elementaren nastan od A ḱe go tolkuvame

kako ,,povolen sluqaj“ za pojavuvaǌe na nastanot A. Soglasno so kla-

siqnata definicija, verojatnosta na daden sluqaen nastan A e ednakva
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na koliqnikot od brojot na povolni sluqai za pojavuvaǌe na nastanot

A i brojot na site mo�ni sluqai za dadeniot eksperiment, t.e.

P (A) =
|A|
|Ω| .

Primer 1.22 Da se opredeli verojatnosta pri frlaǌe na homogena

kocka da se dobie paren broj.

Rexenie: Ako eksperimentot e frlaǌe kocka, mno�estvoto elemen-

tarni nastani Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}, kade xto Ei e nastanot ,,se po-

javi brojot i“, i = 1, 2, . . . , 6. Nastanot A: padna paren broj, mo�e da

se opixe so A = {E2, E4, E6}. Znaqi, brojot na povolni mo�nosti za

pojavuvaǌe na nastanot A e 3, a vkupniot broj na mo�nosti pri rea-

lizacija na eksperimentot e 6. Ottuka, spored klasiqnata definicija

na verojatnost, za verojatnosta na nastanot A se dobiva:

P (A) =
3

6
=

1

2
.

�

Primer 1.23 Vo edna kutija ima 5 beli i 4 crni topqiǌa. Od kuti-

jata se izvlekuvaat dve topqiǌa naednax. Da se opredeli verojatnosta

deka dvete izvleqeni topqiǌa se beli.

Rexenie: Go oznaquvame nastanot A: izvleqeni se dve beli topqi-

ǌa. Brojot na mo�ni ishodi na eksperimentot, t.e. vkupniot broj na

elementarni nastani e C2
9 =

(
9

2

)

= 36, a brojot na povolni mo�nosti

za da se pojavi nastanot A e C2
5 =

(
5

2

)

= 10. Znaqi, verojatnosta za

pojavuvaǌe na nastanot A e

P (A) =
10

36
=

5

18
.

�

Primer 1.24 Na edna polica, spored sluqaen redosled, se naredeni
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40 knigi, meǵu koi i eden roman vo tri toma. Da se najde verojatnosta

deka ovie tri toma ḱe bidat naredeni vo rasteqki redosled (1,2,3).

Rexenie: Postojat vkupno 40! razliqni rasporedi, t.e. |Ω| = 40!. Go

oznaquvame so A nastanot ,,trite toma se naredeni vo rasteqki re-

dosled“. Sega, na C3
40 naqini mo�e da se izberat trite pozicii (od

vkupno 40) na koi ḱe se fiksiraat trite toma vo rasteqki redosled.

Ostanatite knigi mo�e da se rasporeda na 37! naqini. Ottuka, brojot

na povolni mo�nosti za pojava na nastanot A, t.e. brojot na elemen-

tarni nastani vo nastanot A e:

|A| = C3
40 · 37!,

pa spored klasiqnata definicija za verojatnosta na A dobivame:

P (A) =
C3

40 · 37!
40!

=
1

6
.

�

Primer 1.25 Grupa od n luǵe (n ≥ 2), na sluqaen naqin se rasporedeni

na kru�na masa. Meǵu niv samo dvajca se poznanici. Da se najde

verojatnosta tie dvajca da sedat eden do drug.

Rexenie: Vkupniot broj na elementarni nastani e, vsuxnost, bro-

jot na site cikliqni permutacii so n elementi, t.e. |Ω| = (n− 1)!.

Neka A e nastanot ,,poznanicite sedat eden do drug“. Togax

|A| = 2(n− 2)!. Imeno, pri sekoe rasporeduvaǌe, poznanicite se treti-

raat kako eden qovek, a se rasporeduvaat n − 1 luǵe. Brojot na takvi

cikluqni permutacii e (n − 2)!. No, pri sekoj raspored, poznanicite

mo�e da sedat edniot desno od drugiot ili obratno (xto dava razliqen

raspored), pa ottuka mno�itelot 2 vo |A|. Sega,

P (A) =
2(n− 2)!

(n− 1)!
=

2

n− 1
.

�
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1.5.2 Prebrojliv prostor na verojatnost

Neka Ω = {E1, E2, . . . } e prebrojlivo mno�estvo. Definicijata

na verojatnosta P e so obopxtuvaǌe na definicijata (1.3) na sledniov

naqin. Se izbira niza od realni broevi p1, p2,. . . , takvi xto pi ≥ 0,

i = 1, 2, . . . , n i
+∞∑

i=1

pi = 1. Ako pi = P (Ei), i = 1, 2, . . . , togax definirame:

P (A)
def.
=

∑

i:Ei∈A

pi. (1.5)

Sliqno kako kaj koneqen prostor na verojatnost se poka�uva deka vaka

definiranata funkcija gi zadovoluva P.1-P.3, t.e. P e verojatnost.

Primer 1.26 Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe moneta sè dodeka ne

se pojavi ,,glava“.

a) Da se opredeli mno�estvoto elementarni nastani Ω i da se najde

verojatnosta za pojavuvaǌe na sekoj od elementarnite nastani.

b) Da se opredeli verojatnosta na nastanot A: eksperimentot ḱe se

izveduva pomalku od 5 pati.

Rexenie: a) Mno�estvoto elementarni nastani mo�e da se pretstavi

vo oblik:

Ω = {E1, E2, . . . , En, . . . },

kade xto En oznaquva deka se izvedeni n frlaǌa do pojavuvaǌe na

glava. En mo�e da se zapixe kako

En = (Π,Π, . . . ,Π
︸ ︷︷ ︸

n−1

,Γ), n = 1, 2, . . .

Nastanot E1 oznaquva deka glava se pojavuva vo prvoto frlaǌe. Ot-

tuka, spored klasiqnata definicija na verojatnosta:

p1 = P (E1) =
1

2
.
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Ako eksperimentot se izveduva dvapati (t.e. ako monetata se

frla dvapati), mo�ni ishodi se: (Π,Π), (Π,Γ), (Γ,Π) i (Γ,Γ). Znaqi

imame vkupno 4 mo�ni ishodi, od koi samo eden e povolen, a toa e

E2 = (Π,Γ). Povtorno spored klasiqnata definicija na verojatnost, se

dobiva deka:

p2 = P (E2) =
1

4
.

Ako eksperimentot se izveduva tri pati, togax mo�ni ishodi

ima 8 i toa: (Π,Π,Π), (Π,Π,Γ), (Π,Γ,Π), (Γ,Π,Π), (Π,Γ,Γ), (Γ,Π,Γ), (Γ,Γ,Π)

i (Γ,Γ,Γ), a povolen e samo eden, a toa e E3 = (Π,Π,Γ). Znaqi,

p3 = P (E3) =
1

8
.

Za proizvolno fiksno n, ako eksperimentot se izveduva n pati,

togax mo�ni ishodi ima vkupno 2n, a povolen e samo eden, pa

pn = P (En) =
1

2n
.

Pritoa,
+∞∑

n=1

pn =

+∞∑

n=1

1

2n
=

1/2

1− 1/2
= 1.

b) Eksperimentot ḱe se izveduva pomalku od 5 pati, ako se padne

,, glava“ ili vo prvoto ili vo vtoroto ili vo tretoto ili vo qetvrtoto

frlaǌe. Zatoa, A = {E1, E2, E3, E4}, pa

P (A) = p1 + p2 + p3 + p4 =
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
=

15

16
.

�

1.6 Geometriska verojatnost

Neka prostorot na elementarni nastani Ω e beskoneqen nepre-

brojliv, no dopuxta geometriska interpretacija i pritoa, soodvet-
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nata figura (koja ja oznaquvame so Ω) ima koneqna mera m(Ω) (dol�ina

na Ω ili ploxtina na Ω ili volumen na Ω, itn.). Imeno, ako Ω e del od

kriva, togax m(Ω) e nejzinata dol�ina, ako Ω e del od ramnina, m(Ω) e

nejzinata ploxtina, ako Ω e del od prostorot, togax m(Ω) e nejziniot

volumen, itn. Vo site sluqai, pretpostavuvame deka m(Ω) postoi i e

koneqno.

Sluqajni nastani po definicija se site podmno�estva od Ω, koi

poradi koneqnata mera na Ω, isto taka, imaat koneqna mera. Togax

verojatnosta na daden sluqaen nastan A se opredeluva so:

P (A) =
m(A)

m(Ω)
.

Pretpostavkata za vakvoto opredeluvaǌe na verojatnosta na nastanot

A se dol�i na pretpostavkata za ednakva verojatnost na site elemen-

tarni nastani (od klasiqna definicija), xto ovde znaqi deka verojat-

nosta da se pojavi koja bilo toqka od A e proporcionalna na m(A).

Primer 1.27 Na otseqkata AB = a sluqajno se frla edna toqka. Da

se najde verojatnosta deka toqkata:

a) ḱe padne poblisku do sredinata otkolku do toqkata A;

b) ḱe padne poblisku do sredinata otkolku do eden od

kraevite na otseqkata;

v) ḱe pogodi eden od kraevite na otseqkata.

Rexenie:

◦
A

◦
B

◦
O

◦
C

◦
D

Slika 1.1.

a) Neka S e nastanot ,,sluqajno izbranata toqka ḱe bide poblisku do

sredinata O na otseqkata otkolku do toqkata A“. S ḱe se pojavi ako
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toqkata padne na otseqkata CB, a CB =
3

4
AB (slika 1.1). Taka,

P (S) =
CB

AB
=

3

4
.

b) Go definirame nastanot T : sluqajno izbranata toqka ḱe bide pob-

lisku do O otkolku do eden od kraevite na otseqkata. Nastanot T ḱe se

pojavi ako toqkata padne na otseqkata CD. Pritoa, CD =
1

2
AB (slika

1.1), pa

P (T ) =
CD

AB
=

1

2
.

v) Verojatnosta da se pogodi eden od kraevite na otseqkata e 0, bidejḱi

merata na sekoja poedineqna toqka od otseqkata e 0, pa i merata na

toqkite A i B e 0. �

Primer 1.28 Dve lica se dogovorile da se sretnat na odredeno mesto

pomeǵu 8 i 9 qasot. Momentite na nivnoto doaǵaǌe na dogovorenoto

mesto se meǵu sebe nezavisni i sluqajni. Sekoj od niv doaǵa na dogo-

vorenoto mesto, qeka toqno 20 minuti i ako ne se sretne so drugiot,

zaminuva. Da se opredeli verojatnosta deka tie ḱe se sretnat.

Rexenie: Mno�estvoto elementarni nastani mo�e da se pretstavi

kako

Ω = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ 60},

kade xto x e moment na doaǵaǌe na prvoto, a y na vtoroto lice vo raz-

gleduvaniot qas pomeǵu 8 i 9 qasot. Merata na Ω e vsuxnost, negovata

ploxtina (ploxtina na kvadrat so strana 60), pa m(Ω) = 602 = 3600.

Neka S e nastanot deka licata ḱe se sretnat. Togax

S = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ 60, |x− y| ≤ 20}.

Grafiqki pretstaveno S e zatemnetata povrxina na slika 1.2. Toa e

delot od kvadratot Ω xto e pomeǵu pravite x− y = 20 i x− y = −20.

Preseqni toqki na pravite x − y = 20 i x− y = −20 so kvadratot
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(40,60) 

(0,20) 

(60,40) 

(20,0) 

W 

S 
 

Slika 1.2.

koj ja opredeluva Ω se (20, 0), (60, 40), (0, 20) i (40, 60). Ploxtinata na S

e m(S) = 602 − 402 = 3600 − 1600 = 2000. Sega, verojatnosta da se pojavi

nastanot S e

P (S) =
m(S)

m(Ω)
=

2000

3600
=

5

9
.

�

1.7 Uslovna verojatnost

Qesto se sluquva verojatnosta za pojavuvaǌe na eden nastan da

zavisi od toa dali ḱe se pojavi ili ne drug nastan. Da gi razgledame

slednive nastani:

A : ḱe vrne B : na neboto ima oblaci.

Jasno e deka verojatnosta za pojava na nastanot A zavisi od toa dali

ḱe se pojavi ili ne nastanot B. Imeno, informacijata deka se pojavil

nastanot B, ja zgolemuva verojatnosta na pojavuvaǌe na nastanot A.
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Zatoa, se javuva potrebata za definiraǌe na takanareqena uslovna

verojatnost. Uslovnata verojatnost na nastanot A pri uslov B e vero-

jatnosta da se pojavi nastanot A, ako se pojavil nastanot B.

Motivot za toa kako da se definira uslovnata verojatnost

doaǵa od relativnata frekvencija kako merka na mo�nosta za pojavu-

vaǌe na odreden nastan. Imeno, neka se izveduvaat n eksperimenti vo

koi mo�e da se pojavat nastanite A i B. Neka n(B) e brojot na eksperi-

menti vo koi se pojavil nastanot B, a n(AB) e brojot na eksperimenti

vo koi se pojavil nastanot AB. Togax
n(AB)

n(B)
e relativnata qestota na

pojavuvaǌe na nastanot A, ako se pojavil nastanot B. Dobivame,

n(AB)

n(B)
=

n(AB)

n
n(B)

n

≈ P (AB)

P (B)
.

Poslednoto pribli�uvaǌe va�i za golemi vrednosti na n i kolku n e

pogolemo, pribli�uvaǌeto e podobro.

Neka (Ω,F , P ) e daden prostor na verojatnost i neka B ∈ F ima

pozitivna verojatnost, t.e. P (B) > 0. Vrz osnova na prethodnoto, se

nametnuva idejata za razgleduvaǌe na funkcija PB : F → R koja se

definira so:

PB(A) =
P (AB)

P (B)
, A ∈ F . (1.6)

Ḱe poka�eme deka funkcijata definirana na ovoj naqin e verojatnost.

Toa e tvrdeǌeto na slednata teorema.

Preslikuvaǌeto PB : F → R definirano so (1.6) e verojatnost

definirana na F i pritoa, PB(B) = 1.

Teorema 1.6

Dokaz: Za da poka�eme deka PB e verojatnost treba da poka�eme deka

gi zadovoluva uslovite P.1-P.3 od definicija 1.15.
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P.1. Bidejḱi P (AB) ≥ 0 i P (B) > 0, sleduva deka PB(A) ≥ 0, za sekoj A ∈ F.

P.2. Od B ⊆ Ω, sleduva deka ΩB = B. Zatoa,

PB(Ω) =
P (ΩB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1.

P.3. Neka Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . i pritoa AiAj = ∅, za i 6= j. Togax AiB∩AjB =

∅, za i 6= j. Sega,

PB

( +∞∑

i=1

Ai

)

=

P
(( +∞∑

i=1

Ai

)

B
)

P (B)
=

P
(+∞∑

i=1

AiB
)

P (B)

=

+∞∑

i=1

P (AiB)

P (B)
=

+∞∑

i=1

P (AiB)

P (B)
=

+∞∑

i=1

PB(Ai).

Prvoto ravenstvo vo vtoriot red e toqno, zatoa xto P e verojatnost

na prostorot (Ω,F , P ).

Znaqi, funkcijata PB gi zadovoluva uslovite P.1-P.3 od defini-

cija 1.15, pa PB e verojatnost.

Na kraj,

PB(B) =
P (BB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1.

�

Verojatnosta PB se narekuva uslovna verojatnost pri uslov B.

Ponatamu, ḱe oznaquvame

P (A|B) = PB(A),

pa ottuka

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
, A ∈ F . (1.7)

Primer 1.29 Eksperimentot se sostoi vo frlaǌe kocka. Da se opre-

deli verojatnosta deka padnal paren broj, ako e poznato deka padnal

broj koj e pomal ili ednakov na 3.
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Rexenie: Da gi oznaqime slednive nastani:

A : se pojavil paren broj; B : se pojavil broj pomal ili ednakov na 3.

Vo toj sluqaj, nastanot AB oznaquva deka se pojavil paren broj koj e

najmnogu 3. Verojatnosta na nastanite B i AB e:

P (B) =
3

6
=

1

2
, P (AB) =

1

6
.

Na krajot, verojatnosta P (A|B) spored (1.7), ḱe bide:

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

1/6

1/2
=

1

3
.

�

Analogno, spored definicijata za uslovna verojatnost dadena

so ravenstvoto (1.7), uslovnata verojatnost na nastanot B pri uslov

A (ako P (A) > 0) se opredeluva so formulata:

P (B|A) = P (AB)

P (A)
(1.8)

Sega, od ravenstvata (1.7) i (1.8) mo�e da se izrazi verojat-

nosta za proizvod na dva nastana:

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B). (1.9)

Primer 1.30 Vo edna kutija ima 4 beli i 3 crni topqiǌa. Od ku-

tijata se izvlekuvaat dve topqiǌa edno po edno, bez vraḱaǌe. Da se

opredeli verojatnosta deka dvete izvleqeni topqiǌa se beli.

Rexenie: Da gi oznaqime nastanite

A1 : vo prvoto izvlekuvaǌe e dobieno belo topqe,

A2 : vo vtoroto izvlekuvaǌe e dobieno belo topqe.
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Ja barame verojatnosta na nastanot A1A2. Spored ravenstvata (1.9)

imame deka P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1). Pritoa, P (A1) =
4

7
, a verojatnosta

P (A2|A1) =
3

6
=

1

2
, bidejḱi ako se izvleqe belo topqe vo prvoto izvleku-

vaǌe, vo kutijata ostanuvaat 6 topqiǌa od koi 3 se beli. Ottuka,

P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =
4

7
· 1
2
=

2

7
.

�

Formulata za verojatnost na proizvod na dva nastana mo�e da

se obopxti za proizvod na n nastani so slednava teorema.

Za proizvolni n nastani A1, A2, . . . , An ∈ F, verojatnosta na niv-

niot proizvod mo�e da se opredeli so formulata:

P (A1A2A3 . . . An−1An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A2A1) . . . P (An|An−1 . . . A2A1).

(1.10)

Teorema 1.7

Dokaz: Tvrdeǌeto ḱe go doka�eme so matematiqka indukcija. Za n = 2,

dobivame P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1), xto sleduva direktno od raven-

stvoto (1.9).

Da pretpostavime deka tvrdeǌeto va�i za k = n− 1.

Za k = n dobivame:

P (A1A2A3 . . . An−1An) = P ((A1A2A3 . . . An−1)An)

spored (1.9) = P (A1A2A3 . . . An−1)P (An|A1A2A3 . . . An−1).

So primena na induktivnata pretpostavka za P (A1A2A3 . . . An−1), se do-

biva:

P (A1A2A3 . . . An−1An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A2A1) . . . P (An|An−1 . . . A2A1).

�
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Primer 1.31 Vo edna kutija ima 4 beli i 5 crni topqiǌa. Igraqot

izvlekuva po edno topqe od kutijata, bez vraḱaǌe, sè dodeka ne izvleqe

belo topqe. Da se opredeli verojatnosta deka toj ḱe izvlekuva toqno

4 pati.

Rexenie: Igraqot ḱe izvlekuva toqno 4 pati, ako vo prvite 3 obidi

izvleqe crno topqe, a vo qetvrtiot obid - belo. Ako Ai e nastanot deka

igraqot ḱe izvleqe belo topqe vo i-toto izvlekuvaǌe, i = 1, 2, 3, 4, to-

gax ja barame verojatnosta na nastanot A1A2A3A4. Spored ravenstvoto

(1.10), imame:

P (A1A2A3A4) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A2A1)P (A4|A3A2A1).

Pritoa, P (A1) =
5

9
. Ako vo prvoto izvlekuvaǌe e izvleqeno crno topqe,

togax vo kutijata ostanale 4 crni od vkupno 8 topqiǌa, pa

P (A2|A1) =
4

8
=

1

2
.

Ako vo prvite dve izvlekuvaǌa se dobieni dve crni topqiǌa, vo kuti-

jata ḱe ima 3 crni od vkupno 7 topqiǌa, pa

P (A3|A2A1) =
3

7
,

i na krajot, po 3 izvleqeni crni topqiǌa, vo kutijata ima 2 crni i 4

beli topqiǌa, pa

P (A4|A3A2A1) =
4

6
=

2

3
.

Ottuka,

P (A1A2A3A4) =
5

9
· 1
2
· 3
7
· 2
3
=

5

63
.

�
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1.8 Nezavisnost na nastani

Neka (Ω,F , P ) e daden prostor na verojatnost i A,B ∈ F taka xto

P (A) > 0 i P (B) > 0. Za nastanot A velime deka e nezavisen od nastanot

B, ako

P (A|B) = P (A). (1.11)

Toa znaqi, deka pojavuvaǌeto na nastanot B ne ja menuva verojatnosta

da se pojavi nastanot A.

Ako nastanot A e nezavisen od nastanot B, togax so primena na

(1.11), imame:

P (B|A) = P (AB)

P (A)
=

P (A|B)P (B)

P (A)

(1.11)
=

P (A)P (B)

P (A)
= P (B),

a toa znaqi deka i nastanot B e nezavisen od nastanot A. Togax za A

i B velime deka se nezavisni nastani. Vo toj sluqaj,

P (AB) = P (A|B)P (B) = P (A)P (B). (1.12)

Obratno, ako (1.12) e ispolneto, togax

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

(1.12)
=

P (A)P (B)

P (B)
= P (A),

xto znaqi deka A e nezavisen od B, pa spored prethodnoto A i B se

nezavisni nastani. So ova e doka�ana slednava teorema.

Nastanite A i B se nezavisni ako i samo ako

P (AB) = P (A)P (B).

Teorema 1.8

Vo nekoi sluqai nezavisnosta mo�e da se sogleda od samite uslovi
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na zadaqata. Na primer, ako se frlaat dve kocki i se nabǉuduvaat

nastanite

A : na prvata kocka padna xestka, B : na vtorata kocka padna petka,

togax e jasno deka A i B se nezavisni nastani, bidejḱi ishodot na

ednata ne vlijae vrz ishodot na drugata kocka. No, vo nekoi sluqai

neophodno e da se proveri uslovot za nezavisnost so koristeǌe na

poslednata teorema.

Primer 1.32 Od xpil so 52 karti se izvlekuva edna karta. Da gi

razgledame slednive nastani:

A : izvleqena e karta na koja e brojot pet,

B : izvleqenata karta e list.

Proveri dali nastanite A i B se nezavisni.

Rexenie:

P (A) =
4

52
=

1

13
, P (B) =

13

52
=

1

4
, P (AB) =

1

52
=

1

13
· 1
4
= P (A)P (B).

Znaqi, uslovot za nezavisnost e ispolnet, pa A i B se nezavisni nas-

tani, iako intuitivno toa ne izgleda taka (pomeǵu kartite so znak

list ima petka i pomeǵu qetirite petki ima petka list). �

Primer 1.33 Dvajca strelci strelaat vo edna meta nezavisno eden od

drug. Verojatnosta prviot od niv da ja pogodi metata e 0.7, a vtoriot

0.9. Da se opredeli verojatnosta deka metata ḱe bide pogodena barem

ednax.

Rexenie: Gi oznaquvame nastanite

A : prviot strelec ja pogodil metata,

B : vtoriot strelec ja pogodil metata.
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Od uslovite na zadaqata e jasno deka A i B se nezavisni nastani

bidejḱi dvajcata strelci strelaat nezavisno eden od drug. Pritoa,

P (A) = 0.7, a P (B) = 0.9. Ja barame verojatnosta na nastanot P (A ∪ B).

Dobivame:
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)

= P (A) + P (B)− P (A)P (B)

= 0.7 + 0.9− 0.7 · 0.9 = 0.97.

�

Primer 1.34 Za nastanite A i B od primer 1.32, utvrdivme deka se

nezavisni. Proveri ja nezavisnosta na parovite nastani A i B; A i B;

kako i A i B.

Rexenie: Od Primer 1.32, imame deka

P (A) =
4

52
=

1

13
, P (B) =

13

52
=

1

4
.

Nastanot AB oznaquva deka e izvleqena karta so brojot 5 koja ne e

list. Postojat 3 povolni mo�nosti za ovoj nastan, pa

P (AB) =
3

52
=

1

13
· 3
4
= P (A)P (B).

Znaqi, A i B se nezavisni nastani.

Soodvetno, AB e nastanot: izvleqena e karta so znakot list na

koja e broj xto e razliqen od 5. Ima 12 povolni mo�nosti za ovoj

nastan. Ottuka,

P (AB) =
12

52
=

12

13
· 1
4
= P (A)P (B),

t.e. i nastanite A i B se nezavisni.

Na krajot, A B e nastanot: izvleqena e karta koja ne e petka i

ne e list. Povolni mo�nosti ima 36, pa

P (A B) =
36

52
=

12

13
· 3
4
= P (A)P (B).

Ottuka, i A i B se nezavisni nastani. �
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Ḱe poka�eme deka rezultatite od prethodniot primer va�at i

vo opxt sluqaj.

Ako A i B se nezavisni nastani, togax nezavisni se i parovite:

A i B; A i B; kako i A i B.

Teorema 1.9

Dokaz: Ako A i B se nezavisni nastani, togax P (AB) = P (A)P (B). Sega,

A = AΩ = A(B +B) = AB +AB, pa za verojatnosta na A se dobiva:

P (A) = P (AB) + P (AB).

Od pretpostavkata za nezavisnost na A i B imame:

P (A) = P (A)P (B) + P (AB),

pa

P (AB) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1 − P (B)) = P (A)P (B).

Od poslednoto ravenstvo zakluquvame deka A i B se nezavisni nastani.

Nezavisnosta na A i B sleduva zaradi simetrija, a nezavisnosta na

A i B e posledica od nezavisnosta na prethodnite dva para nastani.

�

Ako se nezavisni parovite nastani A i B1, kako i A i B2 i ako

B1B2 = ∅, togax nezavisni se i nastanite A i B1 +B2.

Teorema 1.10
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Dokaz: Od B1B2 = ∅ sleduva deka AB1 ∩ AB2 = ∅, pa

P (A(B1 +B2)) = P (AB1 +AB2) = P (AB1) + P (AB2)

= P (A)P (B1) + P (A)P (B2)

= P (A)(P (B1) + P (B2))

= P (A)P (B1 +B2),

xto znaqi deka A i B1 +B2 se nezavisni nastani. �

Vo prodol�enie, ḱe go obopxtime poimot za nezavisnost na pro-

izvolen (koneqen) broj sluqajni nastani.

Za nastanite A1, A2,. . . , An velime deka se nezavisni vo celina,

ako za proizvolen k (2 ≤ k ≤ n) i za koj bilo izbor na indeksi

i1 < i2 < · · · < ik va�i:

P (Ai1Ai2 . . . Aik) = P (Ai1)P (Ai2 ) . . . P (Aik).

Definicija 1.17

Za nastanite A1, A2,. . . , An velime deka se nezavisni po parovi,

ako za proizvolni i, j ∈ {1, 2, . . . , n} (i 6= j), Ai i Aj se nezavisni

nastani, t.e. va�i:

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj).

Definicija 1.18

Da vooqime deka A1, A2,. . . , An se nezavisni vo celina, togax

za k = 2 i za koj bilo izbor na indeksi i < j, nastanite Ai i Aj se ne-

zavisni. Ottuka, sleduva deka nezavisnost vo celina povlekuva neza-

visnot po parovi. Obratnoto tvrdeǌe vo opxt sluqaj ne va�i. Toa ḱe

go poka�eme so sledniot primer.
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Primer 1.35 Stranite na eden pravilen homogen tetraedar se oboeni

na sledniov naqin: ednata e bela, vtorata crvena, tretata sina, a na

qetvrtata gi ima site tri boi. Tetraedarot se frla na ramnina i se

nabǉuduva stranata xto le�i na ramninata. Gi oznaquvame nastanite:

A1 : na stranata xto se nabǉuduva ima bela boja;

A2 : na stranata xto se nabǉuduva ima crvena boja;

A3 : na stranata xto se nabǉuduva ima sina boja.

Za verojatnostite na ovie nastani se dobiva:

P (A1) = P (A2) = P (A3) =
2

4
=

1

2
.

Sega,

P (A1A2) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A1)P (A2), pa A1 i A2 se nezavisni nastani.

P (A1A3) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A1)P (A3), pa A1 i A3 se nezavisni nastani.

P (A2A3) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A2)P (A3), pa A2 i A3 se nezavisni nastani.

Znaqi, nastanite A1, A2 i A3 se nezavisni po parovi.

Od druga strana,

P (A1A2A3) =
1

4
6= 1

8
= P (A1)P (A2)P (A3),

t.e. ovie nastani ne se nezavisni vo celina.

Ovoj primer e dovolen da potvrdi deka vo opxt sluqaj, neza-

visnost po parovi ne povlekuva nezavisnost vo celina.

Slednata teorema na nekoj naqin e obopxtuvaǌe na teo-

rema 1.9.
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Ako nastanite A1, A2,. . . , An, B1, B2,. . . ,Bm se nezavisni vo

celina togax nezavisni vo celina se i nastanite A1, A2,. . . ,

An, B1, B2,. . . , Bm.

Teorema 1.11

Dokaz: Dovolno e da se poka�e deka A1, A2,. . . , An, B1 se nezavisni vo

celina. Za proizvolni i1 < i2 < · · · < ik (k ≤ n), imame:

Ai1Ai2 . . . Aik = Ai1Ai2 . . . AikΩ = Ai1Ai2 . . . Aik (B1 + B1)

= Ai1Ai2 . . . AikB1 +Ai1Ai2 . . . AikB1

Sega,

P (Ai1Ai2 . . . Aik ) = P (Ai1Ai2 . . . AikB1) + P (Ai1Ai2 . . . AikB1),

pa od nezavisnosta na A1, A2,. . . , An, B1, sleduva deka

P (Ai1Ai2 . . . AikB1) = P (Ai1Ai2 . . . Aik )− P (Ai1Ai2 . . . AikB1)

= P (Ai1 )P (Ai2) . . . P (Aik )− P (Ai1 )P (Ai2) . . . P (Aik )P (B1)

= P (Ai1 )P (Ai2) . . . P (Aik )(1− P (B1))

= P (Ai1 )P (Ai2) . . . P (Aik )P (B1).

So ova poka�avme deka nastanite A1, A2,. . . , An, B1 se nezavisni vo

celina. So indukcija, tvrdeǌeto na teoremata sleduva direktno.

�

1.9 Formula za totalna verojatnost i Bejesovi formuli

Vo slednite dve teoremi ḱe dademe formuli koi vo odredeni

sluqai se mnogu korisni pri presmetuvaǌe na verojatnost na nas-

tani.
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Neka Hi ∈ F , i = 1, 2, . . . n, HiHj = ∅, za i 6= j i neka
n∑

i=1

Hi = Ω.

Togax za proizvolen sluqaen nastan A ∈ F e toqna slednava

formula:

P (A) =
n∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi).

Teorema 1.12 (Formula za totalna verojatnost)

Dokaz: Od HiHj = ∅ sleduva deka AHi∩AHj = ∅. Koristejḱi go toj fakt,

dobivame:

A = AΩ = A
( n∑

i=1

Hi

)

=

n∑

i=1

AHi.

Sega,

P (A) = P
( n∑

i=1

AHi

)

=
n∑

i=1

P (AHi) =
n∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi).

�

Sluqajnite nastani Hi ∈ F, i = 1, 2, . . . , n, vo formulata za

totalna verojatnost se narekuvaat hipotezi. Nivnite verojatnosti

P (Hi), direktno presmetani, se narekuvaat apriorni verojatnosti

(ili verojatnosti apriori). Qesto pati se javuva potrebata za pres-

metuvaǌe na uslovnite verojatnosti P (Hj |A), j = 1, 2, . . . , t.e. da se

procenat verojatnostite na hipotezite otkako ḱe zavrxi eksperimen-

tot i ḱe se pojavi nastanot A. Tie uslovni verojatnosti se narekuvaat

aposteriorni verojatnosti, t.e. verojatnosti aposteriori i se opre-

deluvaat so slednava teorema.
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Pri uslovi kako vo teorema 1.12, toqni se slednite formuli:

P (Hj |A) =
P (Hj)P (A|Hj)

P (A)
=

P (Hj)P (A|Hj)
n∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi)
, j = 1, 2, . . . n

Teorema 1.13 (Bejesovi formuli)

Dokaz:

P (Hj |A) =
P (AHj)

P (A)
=

P (Hj)P (A|Hj)

P (A)
.

�

Zabelexka 1.3 Formulata za totalna verojatnost i Bejesovite for-

muli va�at i vo beskoneqen sluqaj, t.e. ako H1, H2,. . . e prebrojlivo

disjunktno razlo�uvaǌe na Ω, togax verojatnosta na proizvolen nas-

tan A mo�e da se presmeta so:

P (A) =
+∞∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi),

a aposteriornite verojatnosti na hipotezite se opredeluvaat so:

P (Hj |A) =
P (Hj)P (A|Hj)

P (A)
=

P (Hj)P (A|Hj)
+∞∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi)

, j = 1, 2, . . .

Primer 1.36 Vo edna kutija se naoǵaat 2 beli i 3 crni, a vo druga 4

beli i 3 crni topqiǌa.

a) Ako sluqajno se izbere edna kutija i od nea se izvleqe edno topqe,

da se opredeli verojatnosta deka izvleqenoto topqe e crno. Se

smeta deka izborot na kutiite e ednakvo verojaten.

b) Ako e konstatirano deka e izvleqeno crno topqe, da se opredeli

verojatnosta deka izvlekuvaǌeto e napraveno od prvata kutija.
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Rexenie: Neka Hi go oznaquva nastanot deka e izbrana i-tata kutija,

i = 1, 2. Togax H1 + H2 = Ω i H1H2 = ∅. Bidejḱi izborot na kutiite e

ednakvoverojaten, dobivame deka P (H1) = P (H2) = 1/2.

a) Neka A: izvleqeno e crno topqe. Togax, P (A|H1) = 3/5, a P (A|H2) =

3/7. Soglasno formulata za totalna verojatnost, dobivame:

P (A) =

2∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi) =
1

2

(
3

5
+

3

7

)

=
18

35
.

b) Spored Bejesovata formula:

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

7

12
.

�

Primer 1.37 Edna kompjuterska programa se sostoi od dva modula.

Prviot modul sodr�i grexka so verojatnost 0.2. Vtoriot modul so-

dr�i grexka so verojatnost 0.4, nezavisno od prviot modul. Grexka

samo vo prviot modul ja blokira programata so verojatnost 0.5. Za

vtoriot modul, taa verojatnost e 0.8. Ako ima grexka vo dvata mo-

dula, programata blokira so verojatnost 0.9. Da pretpostavime deka

programata blokirala. Da se opredeli verojatnosta deka se pojavila

grexka vo dvata modula.

Rexenie: Gi oznaquvame slednive nastani:

A : Prviot modul sodr�i grexka;

B : Vtoriot modul sodr�i grexka;

C : Programata blokira;

H1 : Samo prviot modul sodr�i grexka;

H2 : Samo vtoriot modul sodr�i grexka;

H3 : Dvata modula sodr�at grexka;

H4 : Nieden modul ne sodr�at grexka.

Jasno e deka H1+H2+H3+H4 = Ω i HiHj = ∅, za i 6= j, t.e. H1, H2, H3
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i H4 e disjunktno razlo�uvaǌe na Ω. Od uslovite na zadaqata P (A) =

0.2, P (B) = 0.4 i A i B se nezavisni nastani. Od nivnata nezavisnost,

mo�eme da gi opredelime verojatnostite na hipotezite:

P (H1) = P (AB) = P (A)P (B) = 0.2 · 0.6 = 0.12

P (H2) = P (AB) = P (A)P (B) = 0.8 · 0.4 = 0.32

P (H3) = P (AB) = P (A)P (B) = 0.2 · 0.4 = 0.08

P (H4) = P (A B) = P (A)P (B) = 0.8 · 0.46 = 0.48.

Od uslovite na zadaqata imame deka:

P (C|H1) = 0.5, P (C|H2) = 0.8, P (C|H3) = 0.9, P (C|H4) = 0.

Soglasno formulata za totalna verojatnost,

P (C) =

4∑

i=1

P (Hi)P (C|Hi) = 0.12 · 0.5 + 0.32 · 0.8 + 0.08 · 0.9 + 0.48 · 0 = 0.388.

Se bara verojatnosta,

P (H3|C) =
P (H3)P (C|H3)

P (C)
=

0.08 · 0.9
0.388

= 0.185567.

�

1.10 Bernulieva xema

Bernulieva xema od n eksperimenti e serija od n nezavisni i

ednakvi eksperimenti vo koi se nabǉuduva samo pojavuvaǌeto (ili ne

pojavuvaǌeto) na odreden nastan A.

Neka p e verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo sekoj eks-

periment, a q = 1 − p = P (A). Za fiksen broj k (0 ≤ k ≤ n), go oznaqime

nastanot:
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Bk : vo Bernulieva xema od n eksperimenti nastanot A

ḱe se pojavi toqno k pati.

Neka Pn(k) e verojatnosta na ovoj nastan, t.e. Pn(k) = P (Bk). Znaqi,

nastanot Bk ḱe se pojavi, ako vo Bernulieva xema od n eksperimenti,

nastanot A se pojavi k pati, a ostanatite (n−k) pati se pojavi nastanot

A. Poradi nezavisnosta na eksperimentite eden od drug, verojatnosta

nastanot A da se pojavi vo prvite k eksperimenti, a A vo poslednite

n − k eksperimenti, e pkqn−k. No, nastanot Bk ḱe se pojavi pri bilo

koj raspored na k pojavuvaǌa na nastanot A i n − k pojavuvaǌa na A.

Brojot na takvi rasporedi e

(
n

k

)

. Zatoa,

Pn(k) = P (Bk) =

(
n

k

)

pkqn−k, k = 0, 1, . . . , n. (1.13)

Primer 1.38 Kocka se frla 8 pati. Kolkava e verojatnosta deka bro-

jot dva ḱe se pojavi tri pati vo tie 8 frlaǌa?

Rexenie: Vo sekoj od 8-te eksperimenti se nabǉuduva pojavuvaǌeto

ili nepojavuvaǌeto na nastanot A: pri frlaǌe na kockata ḱe se pojavi

brojot dva. Pritoa, p = P (A) =
1

6
, a q = 1− p =

5

6
. Se bara verojatnosta

P8(3) =

(
8

3

)(
1

6

)3(
5

6

)5

= 0.10419.

�

Za nastanite Bk, definirani prethodno, mo�e da se vooqi deka

BiBj = ∅, za i 6= j i B0 +B1+ · · ·+Bn = Ω, t.e. B0, B1, . . . , Bn e disjunktno

razlo�uvaǌe na Ω.

Verojatnosta vo Bernulieva xema so n eksperimenti, nastanot

A da se pojavi najmalku m pati, kade m e daden broj (0 ≤ m ≤ n), ḱe

ja oznaqime so Pn(k ≥ m). Poradi disjunktnosta na Bi, i = m, . . . , n, taa

verojatnost se opredeluva na sledniov naqin:

Pn(k ≥ m) =

n∑

k=m

Pn(k) =

n∑

k=m

(
n

k

)

pkqn−k. (1.14)
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Primer 1.39 Ispit se sostoi od 6 praxaǌa. Na sekoe praxaǌe

ima po 4 mo�ni odgovori. Student doaǵa nepodgotven na ispitot,

pa nema drug izbor osven da gi pogoduva odgovorite sluqajno. Toj

ḱe go polo�i ispitot, ako gi pogodi toqno odgovorite na barem tri

praxaǌa. Kolkava e verojatnosta deka toj ḱe polo�i?

Rexenie: Postaveniot problem mo�e da se razgleduva kako Bernuli-

eva xema so 6 eksperimenti. Vo sekoj od niv se nabǉuduva pojavuva-

ǌeto na nastanot A: studentot ḱe go pogodi toqniot odgovor. Pritoa,

p = P (A) =
1

4
, a q = 1 − p =

3

4
. Studentot ḱe go polo�i ispitot so

verojatnost

P6(k ≥ 3) = P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6)

=

(
6

3

)(
1

4

)3(
3

4

)3

+

(
6

4

)(
1

4

)4(
3

4

)2

+

(
6

5

)(
1

4

)5(
3

4

)1

+

(
6

6

)(
1

4

)6(
3

4

)0

= 0.169434.

�

1.10.1 Najverojaten broj

Se razgleduva Bernulieva xema so n eksperimenti i vo sekoj

od niv se nabǉuduva pojavuvaǌeto na nastanot A. Neka p = P (A), a

q = 1 − p. Celta e od site verojatnosti Pn(k), k = 0, 1, . . . , n, da se najde

najgolemata. Brojot k za koj verojatnosta Pn(k) e najgolema se narekuva

najverojaten broj ili moda.

Od Pn(k + 1) =

(
n

k + 1

)

pk+1qn−k−1 i Pn(k) =

(
n

k

)

pkqn−k, se dobiva:

Pn(k + 1)

Pn(k)
=

(
n

k + 1

)

pk+1qn−k−1

(
n

k

)

pkqn−k

=
n− k

k + 1

p

q
. (1.15)

Neka k e daden priroden broj, 0 ≤ k ≤ n. Togax mo�ni se tri
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sluqai:

i) Ako np− q > k, togax

np− q > k(p+ q)

(n− k)p > (k + 1)q

Sega, od (1.15)
Pn(k + 1)

Pn(k)
=

n− k

k + 1

p

q
> 1,

pa Pn(k + 1) > Pn(k).

ii) Ako np − q = k, togax isto kako i prethodno dobivame deka

Pn(k + 1) = Pn(k).

iii) Ako pak, np− q < k, togax Pn(k + 1) < Pn(k).

Ḱe razgledame dva sluqaja.

I. Neka np−q = k0 e priroden broj, t.e k0 ∈ N. Ako k < k0, togax k = k0−r,

kade r > 0, pa ḱe gi dobieme slednive podreduvaǌa:

k < k + 1 < k + 2 < · · · < k + r − 1 < k + r = k0 = np− q.

So posledovatelna primena na i), imame deka

Pn(k) < Pn(k + 1) < Pn(k + 2) < · · · < Pn(k + r − 1) < Pn(k0).

Dobivme deka Pn(k0) e najgolema od site verojatnosti Pn(k), za k < k0.

Od druga strana, od ii) sleduva deka Pn(k0) = Pn(k0 + 1).

Neka sega, k > k0 + 1, t.e. k − j = k0, za j > 1. Togax, mo�eme da

zapixeme:

k − 1 > k − 2 > · · · > k − j + 1 > k − j = k0 = np− q.
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So posledovatelna primena na iii), dobivame:

Pn(k) < Pn(k − 1) < · · · < Pn(k − j + 2) < Pn(k − j + 1) = Pn(k0 + 1) = Pn(k0).

Znaqi, Pn(k0) e najgolema verojatnost i od site verojatnosti Pn(k), za

k > k0 + 1.

Spored prethodnoto dobivme deka ako np−q = k0 e priroden broj,

togax

Pn(k0) = Pn(k0 + 1)

i ovie se najgolemi od site verojatnosti Pn(k), za k = 0, 1, . . . , n, t.e. k0

i k0 + 1 se dva najverojatni broja na pojavuvaǌa na nastanot A.

II. Neka np − q ne e priroden broj i neka k0 e najmaliot priroden

broj xto e pogolem od np− q. Toa znaqi deka

k0 = [np− q] + 1,

kade xto [·] oznaquva cel del od daden broj, t.e. k0− 1 < np− q < k0. Ako

k < k0, togax za daden priroden broj r mo�e da se zapixe:

k < k + 1 < k + 2 < · · · < k + r − 1 = k0 − 1 < np− q < k0.

Sliqno kako i prethodno, so posledovatelna primena na i), se dobiva:

Pn(k) < Pn(k + 1) < Pn(k + 2) < · · · < Pn(k + r − 1) < Pn(k0).

Ako, pak k > k0, togax za nekoj priroden broj j, mo�e da se

zapixe nizata podreduvaǌa:

k − 1 > k − 2 > · · · > k − j = k0 > np− q,

pa so posledovatelna primena na iii), se dobiva deka:
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Pn(k) < Pn(k − 1) < · · · < Pn(k − j + 2) < Pn(k − j) = Pn(k0).

Znaqi, ako np− q ne e priroden broj, togax od site verojatnosti Pn(k)

(k = 0, 1, . . . , n), najgolema e Pn(k0), t.e. k0 e najverojaten broj na pojavu-

vaǌa na nastanot A.

So ova e poka�ana slednava teorema.

Neka p e verojatnosta na sluqajniot nastan A vo Bernulieva

xema so n eksperimenti i neka q = 1− p. Togax:

I. Ako np − q = k0 e priroden broj, togax k0 i k0 + 1 se naj-

verojatni broevi (modi) za nastapuvaǌe na nastanot A vo

celata serija od n eksperimenti.

II. Ako np−q ne e priroden broj, najverojaten broj za pojavuva-

ǌe na nastanot A vo serijata od n eksperimenti e najmaliot

priroden broj k0 xto e pogolem od np− q.

Teorema 1.14

Primer 1.40 Verojatnosta deka eden koxarkar ḱe postigne pogodok

pri slobodno frlaǌe iznesuva 0.4 za sekoe isfrluvaǌe na topkata.

Da se opredeli najverojatniot broj na pogodoci, kako i negovata vero-

jatnost, ako koxarkarot 10 pati izveduva slobodni frlaǌa.

Rexenie: Brojot na izvedeni eksperimenti e n = 10, verojatnosta za

pogodok pri edno frlaǌe p = 0.4, a q = 1 − p = 0.6. Se opredeluva

vrednosta na sledniov izraz:

np− q = 10 · 0.4− 0.6 = 3.4.

3.4 ne e priroden broj, pa najverojaten broj na pogodoci e najmaliot

priroden broj xto e pogolem od nego, t.e. najgolema e verojatnosta deka

pri 10 frlaǌa, koxarkarot ḱe postigne 4 pogodoci. Verojatnosta deka
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ḱe se sluqi toa e:

P10(4) =

(
10

4

)

· 0.44 · 0.66 = 0.25.

�

Primer 1.41 Vo edna gradina bile nasadeni 28 sadnici so ista vero-

jatnost za razvivaǌe na sekoja od niv. Kolkava e taa verojatnost, ako

17 i 18 se najverojatni broevi za uspexno razvieni sadnici?

Rexenie: Bidejḱi postojat dva posledovatelni broja na uspexno

razvieni sadnici (17 i 18), mo�e da se zakluqi deka np−q = 28p−(1−p) =

29p− 1 e priroden broj i uxte 29p− 1 = 17. Ottuka, baranata verojat-

nost e p = 18/29. �

Primer 1.42 Kolku pati treba da se frli kocka za da najverojatniot

broj na ,,xestki“ bide 10?

Rexenie: Verojatnosta za dobivaǌe ,,xestka“ vo eden eksperiment e

p = 1/6, pa q = 1 − p = 5/6. Najverojaten broj na pojaveni xestki e 10 i

toa e najmaliot priroden broj xto e pogolem od np− q. Znaqi,

9 < np− q < 10.

So zamena na p i q, se dobiva:

9 <
n

6
− 5

6
< 10

54 < n− 5 < 60,

t.e. 59 < n < 65. �

1.10.2 Asimptotski formuli za opredeluvaǌe na verojat-

nostite Pn(k) vo Bernulieva xema

Pri presmetuvaǌeto na verojatnostite Pn(k) spored formulata
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(1.13), se sooquvame so seriozni tehniqki texkotii, ako vrednosta na

n e golema. Da go razgledame sledniov primer.

Primer 1.43 Verojatnosta deka eden televizor ḱe bide proizveden so

defekt iznesuva 0.002. Verojatnosta deka vo edno proizvolno mno-

�estvo od 1000 televizori ḱe ima 502 defektni e:

P1000(502) =

(
1000

502

)

0.002502 · 0.998498.

Samiot izraz poka�uva deka prvo binomniot koeficient e mnogu

golem, a pri presmetuvaǌe na stepenot 0.002502 ḱe se javi mnogu mala

vrednost, mnogu bliska do 0. Zatoa, za golemi vrednosti na n ne e seko-

gax ednostavno da se opredelat verojatnostite Pn(k) spored formulata

(1.13).

Ottuka, se javuva potrebata za opredeluvaǌe na asimptotski

formuli koi so dovolen stepen na toqnost ḱe ovozmo�at opredelu-

vaǌe na pribli�ni vrednosti na tie verojatnosti. Vo prodol�enie,

ḱe bidat dadeni tri teoremi za taa namena. Dokazite na ovie tri

teoremi se dadeni vo prilog A.2. Prvata od niv dava formula za pri-

bli�no opredeluvaǌe na verojatnosta Pn(k), za dadeno k (0 ≤ k ≤ n).

Neka p = P (A) vo Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, pri

n → +∞ va�i slednoto:

Pn(k) ≈
1√

2πnpq
e−x2/2, kade x =

k − np√
npq

. (1.16)

Teorema 1.15 (Lokalna teorema na Muavr-Laplas)

Primer 1.44 Nov virus napaǵa 200 datoteki vo edna papka. Sekoja

datoteka mo�e da bide oxtetena so verojatnost 0.15 nezavisno od os-

tanatite datoteki. Kolkava e verojatnosta deka ḱe bidat oxteteni 20

datoteki?
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Rexenie: Brojot na izvedeni eksperimenti ,,napad na datoteki“ e

n = 200, a verojatnosta da se pojavi nastanot ,,datotekata e oxtetena“

e p = 0.15. Se bara verojatnosta P200(20). Spored (1.15), dobivame:

x =
k − np√

npq
=

20− 200 · 0.15√
200 · 0.15 · 0.85

= −1.9803.

Sega,

P200(20) ≈
1√

2πnpq
e−x2/2 =

1√
2π · 200 · 0.15 · 0.85

e−(−1.9803)2/2 = 0.0111194.

�

Vtorata teorema dava graniqna formula na verojatnosta deka

vo Bernulieva xema od n eksperimenti, nastanot A ḱe se pojavi pomeǵu

r i m pati, koga n → +∞. Ovaa verojatnost ḱe ja oznaqime so

Pn(r ≤ k ≤ m) =

m∑

k=r

Pn(k).

Neka p = P (A) vo Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, za

n → +∞ va�i slednoto:

Pn(r ≤ k ≤ m) −→ 1√
2π

xm∫

xr

e−t2/2dt, (1.17)

kade xr =
r − np√

npq
, xm =

m− np√
npq

.

Teorema 1.16 (Integralna teorema na Muavr-Laplas)

Spored integralnata teorema na Muavr-Laplas, za golemi
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vrednosti na n sleduva deka:

Pn(r ≤ k ≤ m) ≈ 1√
2π

xm∫

xr

e−t2/2dt.

Na krajot od ovoj uqebnik vo prilog A.9, dadeni se tablici vo

koi se tabelirani vrednostite na funkcii od oblik:

Φ(x) =

x∫

−∞

e−t2/2dt.

So koristeǌe na ovie funkcii, mo�e da zapixeme deka:

Pn(r ≤ k ≤ m) ≈ Φ(xm)− Φ(xr).

Primer 1.45 Pri uslovi kako vo Primer 1.44, da se opredeli vero-

jatnosta deka brojot na oxteteni datoteki e pomeǵu 20 i 50.

Rexenie: Se bara verojatnosta P200(20 ≤ k ≤ 50). Opredeluvame:

x20 =
20− 200 · 0.15√
200 · 0.15 · 0.85

= −1.9803, x50 =
50− 200 · 0.15√
200 · 0.15 · 0.85

= 3.96059.

Sega, od tablicata za funkcijata Φ(x) naoǵame deka Φ(−1.9803) = 0.0239,

a Φ(3.96059) = 1. Ottuka,

P200(20 ≤ k ≤ 50) ≈ Φ(3.96059)− Φ(−1.9803) = 1− 0.0239 = 0.9761.

�

Ḱe razgledame edno obopxtuvaǌe na Bernulieva xema, koe se

narekuva xema na Puason. Taa se sostoi vo slednovo: Se razgleduva

edna niza od serii od nezavisni eksperimenti vo koja n-tiot qlen od
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nizata se sostoi od n nezavisni i ednakvi eksperimenti:

S11

S21, S22

S31, S32, S33

. . .

Sn1, Sn2, . . . , Snn

Vo sekoj od eksperimentite se razgleduva eden nastan A i vo sekoj

od eksperimentite od n-tata serija toj nastapuva so ista verojatnost

pn = P (A), n = 1, 2, . . .

Za verojatnosta Pn(k) deka nastanot A ḱe nastapi k pati vo n-

tata serija vo Puasonova xema, ako lim
n→+∞

npn = λ, va�i:

lim
n→+∞

Pn(k) =
λk

k!
e−λ.

Teorema 1.17 (Teorema na Puason)

Spored ovaa teorema, formulata za Puasonova aproksimacija na Pn(k),

za golemi vrednosti na n, glasi:

Pn(k) ≈
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Zabelexka 1.4 Teoremata na Poason dava dobra aproksimacija, ako

A e od takanareqenite retki nastani, t.e. ako brojot na eksperimenti

n e golem, a verojatnosta p za pojavuvaǌe na nastanot A e mala. Vo

praktikata, najqesto se zema n ≥ 100, a np ≤ 10. Vo site ostanati

sluqai, teoremite na Muavr-Laplas davaat podobro pribli�uvaǌe.

Primer 1.46 Verojatnosta deka eden televizor ḱe bide proizveden so

defekt iznesuva 0.002. Kolkava e verojatnosta deka vo edno proizvolno

mno�estvo od 500 televizori ḱe ima:
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a) 2 televizora proizvedeni so defekt;
b) barem eden televizor proizveden so defekt?

Rexenie: Brojot na izvedeni eksperimenti ,,proizvodstvo na televi-

zor“ e n = 500, a verojatnosta da se pojavi nastanot ,,televizorot e

defekten“ e p = 0.002. Pritoa, λ = np = 1 ≤ 10, pa soglasno teoremata na

Puason:

a) P500(2) ≈
12

2!
e−1 = 0.184

b) P500(k ≥ 1) = 1− P500(0) ≈ 1− 10

0!
e−1 = 0.632

Da napomeneme deka postoi tablica od koja pri Puasonova

aproksimacija, mo�e direktno da se proqitaat verojatnostite Pn(k),

za dadeno n i za dadeno k. �





Glava 2

Sluqajni promenlivi

2.1 Definicija na sluqajna promenliva.

Funkcija na raspredelba

Poimot sluqajna promenliva e eden od osnovnite poimi vo

teorijata na verojatnost. Mnogu qesto se sluquva na sekoj elementaren

nastan da mu se pridru�i nekoj broj. Eve nekolku primeri.

Primer 2.1 Ako eksperimentot e frlaǌe kocka, togax mno�est-

voto elementarni nastani e Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}, kade xto ele-

mentarniot nastan Ei oznaquva deka na gornata strana na kockata se

pojavile i toqki. Vo vrska so ovoj eksperiment mo�e da se razgleduva

funkcija X od mno�estvoto elementarni nastani Ω vo mno�estvoto re-

alni broevi R zadadena so:

X(Ei) = i, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ovaa funkcija mo�e da se opixe kako broj na toqki pojaveni na gornata

strana na kockata.

65
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Primer 2.2 Neka eksperimentot se sostoi vo frlaǌe na moneta sè

dodeka ne se pojavi ,,glava“. Mno�estvoto elementarni nastani za ovoj

eksperiment e Ω = {E1, E2, . . . , }, kade xto En oznaquva deka se izvedeni n

frlaǌa, n = 1, 2, . . . Vo vrska so ovoj eksperiment mo�e da se razgleduva

funkcija Y : Ω → R, definirana so Y (En) = n, n = 1, 2, . . . Ovaa funkcija

mo�e da se opixe kako broj na frlaǌa do prvoto pojavuvaǌe na glava.

Primer 2.3 Neka eksperimentot se sostoi vo nabǉuduvaǌe na vre-

meto na neprekinata rabota na edna maxina. Soodvetnoto mno�estvo

elementarni nastani e Ω = {Et|t ∈ [0, T ]}, kade xto T e maksimalniot

vek na rabota na maxinata. Za ovoj eksperiment mo�e da se definira

funkcija Z : Ω → R so Z(Et) = t, za Et ∈ Ω, koja oznaquva vreme na

neprekinata rabota na nabǉuduvanata maxina.

Da vooqime deka site goredefinirani funkcii se realni

funkcii definirani na mno�estvoto elementarni nastani Ω. Tie se

narekuvaat sluqajni promenlivi, se oznaquvaat so latiniqnite bukvi

X,Y, Z, . . . i se definiraat na sledniov naqin:

Sluqajna promenliva X definirana na prostorot na verojat-

nost (Ω,F , P ) e funkcija X : Ω → R koja e F-izmerliva, t.e.

{E|X(E) < x} ∈ F , za sekoj x ∈ R. (2.1)

Definicija 2.1

Mo�e da se vooqi deka sekoja sluqajna promenliva e realna

funkcija so svojstvo za sekoj x ∈ R, mno�estvoto {E|X(E) < x} da e

sluqaen nastan, t.e. da pripaǵa na σ-algebrata F. Ottamu doaǵa i

terminot sluqajna promenliva. Voobiqaeno e za nastanot {E|X(E) < x}
da se koristat oznakite {X < x} ili {X ∈ (−∞, x)} ili X−1(−∞, x).

Ako Ω e koneqno mno�estvo i F = B(Ω), togax sekoja funkcija
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od Ω vo R e sluqajna promenliva, bidejḱi vo ovoj sluqaj F gi sodr�i

site podmno�estva od Ω, pa i onie za koi va�i uslovot (2.1).

Neka X e sluqajna promenliva definirana na prostorot

na verojatnost (Ω,F , P ). Soglasno prethodnata definicija, mno-

�estvata {E|X(E) < x}, za site x ∈ R se sluqajni nastani, pa za niv e

definirana verojatnost. Tokmu toa ovozmo�uva da se definira poimot

za funkcija na raspredelba na sluqajnata promenliva X.

Funkcija na raspredelba na sluqajnata promenliva X e funkci-

jata F : R → R definirana so

F (x) = P{E|X(E) < x} = P{X < x}, za sekoj x ∈ R. (2.2)

Definicija 2.2

Ponekogax, funkcijata na raspredelba na sluqajnata promen-

liva X se oznaquva so FX(x). Toa se pravi najqesto ako vo nekoj kon-

tekst se spomnuvaat poveḱe sluqajni promenlivi, taka xto treba da se

razgraniqi na koja sluqajna promenliva se odnesuva odredena funk-

cija na raspredelba.

Ako F (x) e funkcija na raspredelba na sluqajnata promenliva

X, togax

P{a ≤ X < b} = F (b)− F (a).

Teorema 2.1

Dokaz: Intervalot (−∞, b) mo�e da se pretstavi kako disjunktna unija

na sledniov naqin:

(−∞, b) = (−∞, a) + [a, b).
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Ottuka, za mno�estvata od sliki na funkcijata X ḱe va�i:

P{X ∈ (−∞, b)} = P{X ∈ (−∞, a)}+ P{X ∈ [a, b)},

P{X < b} = P{X < a}+ P{X ∈ [a, b)},

t.e.

F (b) = F (a) + P{X ∈ [a, b)},

od kade xto sledi tvrdeǌeto. �

Osnovnite svojstva koi gi ima funkcijata na raspredelba na

edna sluqajna promenliva se dadeni so slednava teorema.

Funkcijata na raspredelba na edna sluqajna promenliva e:

F1) monotono neopaǵaqka;

F2) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1;

F3) neprekinata od levo vo sekoja toqka x0 ∈ R.

Teorema 2.2

Dokaz: F1) Neka x1 < x2. Togax nastanot {X < x1} go povlekuva nas-

tanot {X < x2}, t.e. {X < x1} ⊂ {X < x2}. Spored osnovnite svojstva na

verojatnost sleduva deka P{X < x1} ≤ P{X < x2}, t.e. F (x1) ≤ F (x2).

F2) Neka {xn}+∞
n=1 e rasteqka niza od realni broevi i neka lim

n→+∞
xn = +∞.

Gi razgleduvame sluqajnite nastani An = {X < xn}, n = 1, 2, . . . Jasno e

deka za ovie nastani ḱe va�at slednive relacii:

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .

Ottuka, so koristeǌe na teoremata za neprekinatost na verojatnosta,

sleduva deka

P
( +∞⋃

n=1

An

)

= lim
n→+∞

P (An),
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t.e.

P
( +∞⋃

n=1

{X < xn}
)

= lim
n→+∞

P{X < xn} = lim
n→+∞

F (xn) = lim
x→+∞

F (x).

Od druga strana,

+∞⋃

n=1

{X < xn} =

+∞⋃

n=1

{E|X(E) < xn} = {E|X(E) < +∞} = Ω,

pa

P
( +∞⋃

n=1

{X < xn}
)

= P (Ω) = 1.

Znaqi, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Sega, neka {yn}+∞
n=1 e opaǵaqka niza od realni broevi i neka

lim
n→+∞

yn = −∞. Gi oznaquvame sluqajnite nastani Bn = {X < yn},
n = 1, 2, . . . Jasno e deka za ovie nastani ḱe va�at slednive relacii:

B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . .

Povtorno, so koristeǌe na teoremata za neprekinatost na verojat-

nosta, se dobiva deka

P
( +∞⋂

n=1

Bn

)

= lim
n→+∞

P (Bn),

t.e.

P
( +∞⋂

n=1

{X < yn}
)

= lim
n→+∞

P{X < yn} = lim
n→+∞

F (yn) = lim
y→−∞

F (y).

Od druga strana,

+∞⋂

n=1

{X < yn} =

+∞⋂

n=1

{E | X(E) < yn} = ∅,
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pa

P
( +∞⋂

n=1

{X < yn}
)

= P (∅) = 0.

Dobivme deka lim
x→−∞

F (x) = 0.

F3) Neka x0 e proizvolen realen broj i neka {xn}+∞
n=1 e rasteqka niza od

realni broevi takva xto lim
n→+∞

xn = x0. Treba da poka�eme deka

lim
x→x−

0

F (x) = F (x0),

od kade xto ḱe sleduva deka F (x) e neprekinata od levo vo x0. Gi

razgleduvame sluqajnite nastani An = {X < xn}, n = 1, 2, . . . Isto kako

i prethodno, za ovie nastani ḱe va�at slednive relacii:

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ,

pa spored teoremata za neprekinatost na verojatnosta,

P
( +∞⋃

n=1

An

)

= lim
n→+∞

P (An),

t.e.

P
( +∞⋃

n=1

{X < xn}
)

= lim
n→+∞

P{X < xn} = lim
n→+∞

F (xn) = lim
x→x−

0

F (x).

Od druga strana,

+∞⋃

n=1

{X < xn} =

+∞⋃

n=1

{E | X(E) < xn} = {X < x0},

pa

P
( +∞⋃

n=1

{X < xn}
)

= P{X < x0} = F (x0).

Znaqi, lim
x→x−

0

F (x) = F (x0), t.e. funkcijata F (x) e neprekinata od levo vo

toqkata x0. Od proizvolnosta na x0 sleduva deka F (x) e neprekinata

od levo vo sekoja toqka x ∈ R. �
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Slednata teorema dava potrebni i dovolni uslovi za edna funk-

cija da bide funkcija na raspredelba na edna sluqajna promenliva.

Funkcijata F (x), x ∈ R e funkcija na raspredelba na edna slu-

qajna promenliva X ako i samo ako gi zadovoluva svojstvata

F1), F2) i F3).

Teorema 2.3

Potrebniot uslov na ova tvrdeǌe sleduva direktno od teorema 2.2, a

obratnoto tvrdeǌe go davame bez dokaz.

Na kraj, da vooqime deka ednoelementnoto mno�estvo {x0} mo�e

da se pretstavi kako prebrojliv presek od sluqajni nastani na sled-

niov naqin:

{x0} =

+∞⋂

n=1

[x0, x0 +
1

n
).

Ottuka,

{X = x0} =

+∞⋂

n=1

{X ∈ [x0, x0 +
1

n
)}.

Gi oznaquvame nastanite Bn = {X ∈ [x0, x0 +
1

n
)}, n = 1, 2, . . . i sliqno

kako i prethodno za niv va�at slednive relacii:

B1 ⊃ B2 ⊃ B2 ⊃ . . .

Sega, so koristeǌe na teoremata za neprekinatost na verojatnosta se

dobiva:

P{X = x0} = P
( +∞⋂

n=1

Bn

)

= lim
n→+∞

P (Bn) = lim
n→+∞

P{X ∈ [x0, x0 +
1

n
)}

= lim
n+∞

P{x0 ≤ X < x0 +
1

n
} = lim

n→+∞

[

F
(

x0 +
1

n

)

− F (x0)
]

= lim
x→x+

0

F (x)− F (x0). (2.3)
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Od tuka direktno sleduva dokazot na slednata teorema.

Neka X e proizvolna sluqajna promenliva i F (x) e nejzinata

funkcija na raspredelba. Ako x0 e toqka na prekin na F (x), to-

gax P{X = x0} > 0. Ako F (x) e neprekinata funkcija vo x0, togax

P{X = x0} = 0, za sekoj x ∈ R.

Teorema 2.4

Dokaz: Ako F (x) e neprekinata funkcija vo x0, togax lim
x→x0

F (x) = F (x0),

pa i lim
x→x+

0

F (x) = F (x0). So zamena vo (2.3), se dobiva:

P{X = x0} = lim
x→x+

0

F (x)− F (x0) = F (x0)− F (x0) = 0.

Ako F (x) ima prekin vo x0, togax toj prekin e od desno (F (x) e

neprekinata od levo vo sekoja toqka od R). Zatoa, lim
x→x+

0

F (x) 6= F (x0), a

bidejḱi F (x) e monotono neopaǵaqka funkcija, sleduva deka lim
x→x+

0

F (x) >

F (x0). So zamena vo (2.3), imame:

P{X = x0} = lim
x→x+

0

F (x)− F (x0) > F (x0)− F (x0) = 0.

�

Zabelexka 2.1 Vo literaturata, se sreḱava i definicija na sluqajna

promenliva od sledniov oblik:

Sluqajna promenliva X definirana na prostorot na verojatnost

(Ω,F , P ) e funkcija X : Ω → R koja e F-izmerliva, t.e.

{E|X(E) ≤ x} ∈ F , za sekoj x ∈ R. (2.4)

Ako vaka se definira sluqajna promenliva, togax {E|X(E) ≤ x} ∈ F,
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za sekoj x ∈ R, pa funkcija na raspredelba se definira so ravenstvoto:

F (x) = P{X ≤ x}, x ∈ R.

Za vaka definiranata funkcija na raspredelba va�at svojstvata F1) i

F2) od teorema 2.2, no svojstvoto F3) dobiva oblik:

F3′) F (x) e neprekinata od desno vo sekoja toqka x0 ∈ R.

2.2 Sluqajni promenlivi od diskreten tip

Za sluqajnata promenliva X velime deka e od diskreten tip

(ili diskretna sluqajna promenliva), ako mno�estvoto vrednosti

(t.e. rangot) na funkcijata X e koneqno ili prebrojlivo. Pri-

toa, ako X prima vrednosti od mno�estvoto RX = {x1, x2, . . . , xn} (ili

RX = {x1, x2, . . . }) so verojatnosti pi = P{X = xi}, togax
∑

i

pi = 1 i

P{X ∈ RC
X} = 0.

Mno�estvoto vrednosti na sluqajnata promenliva X, zaedno so

soodvetnite verojatnosti pi, i = 1, 2, . . . go opredeluvaat zakonot na

raspredelba na sluqajnata promenliva. Ako mno�estvoto vrednosti

na sluqajnata promenliva sodr�i mal broj elementi, voobiqaeno e

zakonot na raspredelba na X da se zapixe na sledniov naqin:

X :




x1 x2 x3 . . . xn

p1 p2 p3 . . . pn



 .

Vooquvame deka vo prviot red se zapixuvaat vrednostite koi gi prima

sluqajnata promenliva X, a vo vtoriot red - soodvetnite verojatnosti.

Zakonot na raspredelba napolno ja opredeluva sluqajnata pro-

menliva. Ḱe poka�eme deka ako e zadaden zakonot na raspredelba, od

nego mo�e ednoznaqno da se opredeli funkcijata na raspredelba na

sluqajnata promenliva i obratno.



74 Teorija na verojatnost

Najprvo, neka e zadadena sluqajnata promenliva X so nejzi-

niot zakon na raspredelba, t.e. so mno�estvoto vrednosti RX =

{x1, x2, . . . , xn} i verojatnostite pi, i = 1, 2, . . . , n. Pretpostavuvame deka

elementite vo RX se indeksirani taka xto x1 < x2 < · · · < xn. Ḱe ja

opredelime funkcijata na raspredelba na X soglasno so definicijata

(2.2).

x ≤ x1 : F (x) = P{X < x} = P (∅) = 0

x1 < x ≤ x2 : F (x) = P{X < x} = P{X = x1} = p1

x2 < x ≤ x3 : F (x) = P{X < x} = P{X ∈ {x1, x2}} = p1 + p2

x3 < x ≤ x4 : F (x) = P{X < x} = P{X ∈ {x1, x2, x3}} = p1 + p2 + p3

. . .

xn−1 < x ≤ xn : F (x) = P{X < x} = P{X ∈ {x1, x2, . . . , xn−1}} = p1 + p2 + · · ·+ pn−1

x > xn : F (x) = P{X < x} = P{X ∈ {x1, x2, . . . , xn}} = p1 + p2 + · · ·+ pn = 1

Znaqi, funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X go ima

sledniov oblik:

F (x) =







0, x ≤ x1

p1, x1 < x ≤ x2

p1 + p2, x2 < x ≤ x3

p1 + p2 + p3, x3 < x ≤ x4

. . .

p1 + p2 + · · ·+ pn−1, xn−1 < x ≤ xn

1, x > xn

, ili kratko F (x) =
∑

i:xi<x

pi.

(2.5)

Grafikot na funkcijata na raspredelba na sluqajnata promen-

liva X ima skalesta forma so skokovi vo toqkite xi ∈ RX . Visinata

na skokot vo toqkata xi e pi = P{X = xi} = lim
x→x+

i

F (x) − F (xi) (slika 2.1).

Strelkite na grafikot oznaquvaat deka funkcijata ne gi prima tie

vrednosti vo soodvetnite toqki.

Primer 2.4 Neka sluqajnata promenliva X e zadadena so zakonot na
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x1 x2 x3 x4 x5 · · · xn−1 xn

1

· · ·

p1

p2

p3

p4

pn

Slika 2.1. Funkcija na raspredelba na diskretna sluqajna promenliva

raspredelba:

X :




1 3 4 7

0.1 0.3 0.1 0.5



 .

Spored (2.5), funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X

ima oblik:

F (x) =







0, x ≤ 1

0.1, 1 < x ≤ 3

0.4, 3 < x ≤ 4

0.5, 4 < x ≤ 7

1, x > 7

.

Obratno, ako sluqajnata promenliva X od diskreten tip e zada-

dena so nejzinata funkcija na raspredelba, od nea vednax mo�e da se

opredeli zakonot na raspredelba na X. Imeno, vo mno�estvoto vred-

nosti RX se onie realni broevi xi vo koi grafikot na F (x) ima skok,

a soodvetnata verojatnost pi e vsuxnost visinata na toj skok, t.e. se

opredeluva so formulata

pi = P{X = xi} = lim
x→x+

i

F (x)− F (xi).
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Primer 2.5 Funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva Y

e zadadena so:

F (x) =







0, x ≤ −2

0.2, −2 < x ≤ 1

0.7, 1 < x ≤ 5

1, x > 5

.

Mo�e da se vooqi deka F (x) ima prekin vo toqkite -2, 1, 5, pa mno-

�estvoto vrednosti na sluqajnata promenliva Y e RY = {−2, 1, 5}. Za

soodvetnite verojatnosti se dobiva:

P{X = −2} = lim
x→−2+

F (x)− F (−2) = 0.2− 0 = 0.2

P{X = 1} = lim
x→1+

F (x)− F (1) = 0.7− 0.2 = 0.5

P{X = 5} = lim
x→5+

F (x)− F (5) = 1− 0.7 = 0.3

Znaqi, zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X e:

X :




−2 1 5

0.2 0.5 0.3



 .

Primeri na poznati raspredelbi od diskreten tip

Indikator na nastan A. Neka A e daden nastan, taka xto

P (A) = p i neka q = 1 − p. Definirame sluqajna promenliva IA kako

broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo eden izveden eksperiment. Jasno

e deka RIA = {0, 1}, bidejḱi vo eden eksperiment nastanot A mo�e da

se pojavi ednax ili niednax. Znaqi deka ovaa sluqajna promenliva

prima vrednost 0, ako ne se pojavi nastanot A, ili vrednost 1, ako se

pojavi nastanot A. Ottuka,

P{IA = 0} = P (A) = 1− p = q,

P{IA = 1} = P (A) = p,



Sluqajni promenlivi 77

t.e.

IA :




0 1

q p



 .

Sluqajnata promenliva IA se narekuva indikator na nastanot A ili

sluqajna promenliva so Bernulieva raspredelba.

Binomna raspredelba. Neka sluqajnata promenliva X oz-

naquva broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo Bernulieva xema so n

eksperimenti, kade xto p = P (A), a q = 1 − p. Ottuka, mno�estvoto

vrednosti RX na sluqajnata promenliva X ḱe bide RX = {0, 1, 2, . . . , n},
a verojatnosta

pi = P{X = i} = Pn(i) =

(
n

i

)

piqn−i, i ∈ RX .

Pritoa,
n∑

i=0

pi =

n∑

i=0

(
n

i

)

piqn−i = (p+ q)n = 1.

Za vaka definiranata sluqajna promenliva X velime deka ima binomna

raspredelba so parametri n i p i oznaquvame X ∼ B(n, p).

Da vooqime deka Bernulievata raspredelba e specijalen sluqaj

na binomnata raspredelba xto se dobiva za n = 1, t.e. B(1, p) e vsuxnost

Bernulieva raspredelba.

Ramnomerna raspredelba. Za sluqajnata promenliva X

koja prima vrednosti od koneqno mno�estvo RX = {x1, x2, . . . , xn} so

ednakvi verojatnosti pi = P{X = xi} =
1

n
, i = 1, 2, . . . , n, velime deka

ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto RX i pixuvame

X ∼ U({x1, x2, . . . , xn}).

Hipergeometriska raspredelba. Neka vo dadeno mno-

�estvo od n razliqni objekti, m objekti poseduvaat odredeno svo-

jstvo A (m < n). Od dadenoto mno�estvo od n objekti, sluqajno se

izbiraat k (k < n). Neka sluqajnata promenliva X oznaquva broj

na objekti od izbranite k koi go poseduvaat svojstvoto A. Togax
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RX = {max{0,m + k − n}, . . . ,min{m, k}}. Za soodvetnite verojatnosti se

dobiva:

pi = P{X = i} =

(
m

i

)(
n−m

k − i

)

(
n

k

) , i ∈ RX .

Pritoa,
r∑

i=0

pi = 1. Za sluqajnata promenliva X velime deka ima hiper-

geometriska raspredelba so parametri n,m, k.

Geometriska raspredelba. Se izveduva serija od nezavisni

i ednakvi eksperimenti sè dodeka ne se pojavi nastanot A. Pritoa,

p = P (A) i q = 1 − p. Neka sluqajnata promenliva X oznaquva broj

na izvedeni eksperimenti od predhodno opixanata serija. Brojot na

izvedeni eksperimenti do pojavuvaǌe na nastanot A mo�e da bide 1

ili 2 ili 3 ili . . . . Ottuka, RX = {1, 2, 3, . . .}. Ḱe gi oznaqime so Ai

nastanite: vo i-tiot po red eksperiment se pojavi nastanot A, i = 1, 2, . . .

Ovie nastani se nezavisni, poradi nezavisnosta na eksperimentite i

P (Ai) = p, za sekoj i = 1, 2, . . . Nastanot {X = i} ḱe se pojavi, ako vo

prvite i − 1 izveduvaǌe na eksperimentot ne se pojavuva nastanot A,

t.e. se pojavuva nastanot A, a vo posledniot (i-tiot) eksperiment se

pojavuva nastanot A. Zatoa,

pi = P{X = i} = P (A1 A2 . . . Ai−1Ai)
nez.
== P (A1)P (A2) . . . P (Ai−1)P (Ai)

= qi−1p, i ∈ RX .

Pritoa, koristejḱi formula za presmetuvaǌe na zbir na geometriski

red, naoǵame deka
+∞∑

i=1

pi =

+∞∑

i=1

qi−1p =
p

1− q
= 1.

Za sluqajnata promenliva X velime deka ima geometriska raspredelba

so parametar p i pixuvame X ∼ Geo(p).

Negativna binomna raspredelba. Se izveduva serija od ne-
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zavisni i ednakvi eksperimenti sè do pojavuvaǌe na nastanot A toqno

k pati. Isto kako i prethodno, p = P (A) i q = 1 − p. Neka sluqajnata

promenliva X oznaquva broj na izvedeni eksperimenti od predhodno

opixanata serija. Ottuka, RX = {k, k + 1, k + 2, . . . } i

P{X = n} = P

{

vo prvite n− 1 eksperimenti, nastanot A se pojavi

k − 1 pati i A se pojavi vo posledniot n-ti eksperiment

}

=

(
n− 1

k − 1

)

(1 − p)n−kpk.

Za sluqajnata promenliva velime deka ima negativna binomna raspre-

delba so parametri k i p i pixuvame: X ∼ NB(k, p).

Puasonova raspredelba. Sluqajnata promenliva X ima Pua-

sonova raspredelba, ako RX = {0, 1, 2 . . .} i

pi = P{X = i} =
λi

i!
e−λ,

kade xto λ > 0 e dadena konstanta. Za sumata na verojatnostite se

dobiva:

+∞∑

i=0

pi =

+∞∑

i=0

λi

i!
e−λ = e−λ

+∞∑

i=0

λi

i!
= e−λeλ = 1,

t.e. pi, i = 0, 1, . . . navistina opredeluvaat zakon na raspredelba. Oz-

naquvame X ∼ P (λ) i X mo�e da se opixe kako broj na nezavisni nastani

koi se pojavuvaat vo edinica vreme.

2.3 Sluqajni promenlivi od apsolutno-neprekinat tip

Neka sluqajnata promenliva X gi prima site vrednosti od in-

tervalot (a, b) (mo�e a = −∞ ili b = +∞ ili e dvete) i neka nejzinata

funkcija na raspredelba e neprekinata na (a, b). Togax spored teo-
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rema 2.4, P{X = x0} = lim
x→x+

0

F (x) − F (x0) = 0, za sekoj x0 ∈ (a, b). Spored

toa, X ne mo�e da bide opredelena so verojatnostite so koi X prima

toqno odredeni vrednosti. Zatoa treba da se najde druga karakteris-

tika koja ḱe bide analogna na zakonot na raspredelba vo diskreten

sluqaj.

Neka x, x+∆x ∈ (a, b) i neka ∆x > 0. Ako postoi granicata

p(x) = lim
∆x→0

P{x ≤ X < x+∆x}
∆x

,

togax p(x) se narekuva gustina na raspredelba na verojatnostite na

sluqajnata promenliva X (ili kratko, gustina na X). Ako sluqajnata

promenliva X e zadadena so nejzinata funkcija na raspredelba, togax

spored teorema 2.1, gustinata na X mo�e da se izrazi na sledniov

naqin:

p(x) = lim
∆x→0

F (x+∆x) − F (x)

∆x
= F ′(x). (2.6)

Ako p(x) e integrabilna funkcija, togax od gornoto ravenstvo

sleduva deka

F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt, (2.7)

pri xto zemame deka p(x) = 0, za x ≤ a ili x ≥ b.

Ako postoi integrabilna funkcija p(x), takva xto za funkci-

jata na raspredelba na sluqajnata promenliva X e toqno raven-

stvoto (2.7), togax za sluqajnata promenliva X velime deka e

od apsolutno-neprekinat tip.

Definicija 2.3

Svojstvata na gustinata na edna sluqajna promenliva od

apsolutno-neprekinat tip se dadeni vo slednata teorema.
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Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip so

gustina na raspredelba p(x). Togax:

i) p(x) ≥ 0, za sekoj x ∈ R;

ii)

+∞∫

−∞

p(x)dx = 1;

iii) P{a < X < b} =

b∫

a

p(x)dx

Teorema 2.5

Dokaz: i) Bidejḱi p(x) = F ′(x), a funkcijata na raspredelba F (x) e ne-

opaǵaqka funkcija, sleduva deka F ′(x) ≥ 0, za sekoj x ∈ R, t.e. p(x) ≥ 0,

za sekoj x ∈ R.

ii) Od lim
x→+∞

F (x) = 1 i ravenstvoto (2.7), sleduva deka

1 = lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

x∫

−∞

p(t)dt =

+∞∫

−∞

p(t)dt.

iii) Sluqajnata promenliva X e od apsolutno neprekinat tip, pa

P{X = a} = 0. Ottuka,

P{a < X < b} = P{a ≤ X < b} = F (b)− F (a) =

b
∫

−∞

p(x)dx−

a
∫

−∞

p(x)dx =

b
∫

a

p(x)dx.

�

Primer 2.6 Vremeto (vo minuti) potrebno da se startuva eden sis-

tem e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zadadena so

gustina:

p(x) =







C(10− x)2, 0 < x < 10

0, vo ostanatite sluqai

a) Da se opredeli konstantata C;
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b) Da se opredeli verojatnosta deka vremeto na startuvaǌe e pomeǵu

1 i 2 minuti.

Rexenie: a) Konstantata C ḱe ja opredelime od uslovot

+∞∫

−∞

p(x)dx = 1.

Dobivame:

1 =

+∞∫

−∞

p(x)dx =

10∫

0

C(10− x)2dx =

[

−C
(10− x)3

3

]10

0

= 0 + C
103

3
.

Ottuka,

C =
3

1000
.

b)

P{1 < X < 2} =

2∫

1

p(x)dx =

2∫

1

3

1000
(10− x)2dx = − 3

1000

[
(10− x)3

3

]2

1

= − 3

1000

[
(10− 2)3

3
− (10− 1)3

3

]

=
217

1000
= 0.217.

�

Primer 2.7 Sluqajnata promenliva X od apsolutno-neprekinat tip e

zadadena so nejzinata funkcija na raspredelba

F (x) =







0, x ≤ 1

k(x− 1)2, 1 < x ≤ 3

1, x > 3

a) Da se opredeli konstantata k i gustinata na raspredelba na

sluqajnata promenliva X.

b) Kolkava e verojatnosta deka sluqajnata promenliva X vo

rezultatite od eksperimentot ḱe primi vrednosti od intervalot (1, 2).

Rexenie: a) X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip, pa

nejzinata funkcija na raspredelba mora da bide neprekinata funkcija.
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Tokmu od toj uslov ḱe ja opredelime nepoznatata konstanta k. F (x) mo�e

da ima prekin vo x = 1 ili vo x = 3. Pritoa, lim
x→1+

F (x) = lim
x→1+

k(x− 1)2 =

0 = F (1), za koja bilo vrednost na k. Od druga strana, F (3) = k(3− 1)2 =

4k, a lim
x→3+

F (x) = 1, pa F (x) ḱe bide neprekinata vo x = 3, ako 4k = 1, t.e.

k = 1/4. Znaqi,

F (x) =







0, x ≤ 1
1

4
(x− 1)2, 1 < x ≤ 3

1, x > 3

Gustinata na raspredelba na X, ḱe ja opredelime od ravenstvoto p(x) =

F ′(x). Taka,

p(x) =







1

2
(x − 1), 1 < x < 3

0, vo ostanatite sluqai
.

b)

P{1 < X < 2} = P{1 ≤ X < 2} = F (2)− F (1) =
1

4
(2− 1)2 − 0 =

1

4
.

�

Primeri na poznati raspredelbi od apsolutno-neprekinat tip

Ramnomerna raspredelba na interval (a, b). Za sluqajnata

promenliva X velime deka ima ramnomerna raspedelba na interval

(a, b) (i oznaquvame X ∼ U(a, b)), ako nejzinata gustina e konstantna na

ovoj interval, a e ednakva na 0, nadvor od nego, t.e.

p(x) =







C, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)

Konstantata C ḱe ja opredelime od uslovot ii) od teorema 2.5:

1 =

+∞∫

−∞

p(x)dx =

b∫

a

Cdx = C(b− a).
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Ottuka,

C =
1

b − a
, pa p(x) =







1

b − a
, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)
(2.8)

Gustinata na sluqajna promenliva X ∼ U(a, b) e pretstavena na slika

2.2 a).

p(x)

1

b a 

x
a b

F(x)

1

x
a b

a) b)
Slika 2.2. Gustina i funkcija na U(a, b) raspredelba

So koristeǌe na (2.7), funkcijata na raspredelba na sluqajnata

promenliva X so ramnomerna raspredelba na (a, b) se opredeluva na

sledniov naqin:

x ≤ a : F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt =

x∫

−∞

0 dx = 0,

a < x ≤ b : F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt =

a∫

−∞

0 dx+

x∫

a

1

b− a
=

x− a

b− a
,

x > b : F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt =

a∫

−∞

0 dx+

b∫

a

1

b− a
+

x∫

b

0 dx = 1,

,

t.e.

F (x) =







0, x ≤ a
x− a

b− a
, a < x ≤ b

1, x > b

. (2.9)
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Funkcijata na ramnomerna raspredelba e pretstavena na Slika 2.2 b).

Eksponencijalna raspredelba. Za sluqajnata promenliva X

velime deka ima eksponencijalna raspredelba so parametar λ i pixu-

vame X ∼ E(λ), ako nejzinata gustina e zadadena so:

p(x) =







0, x < 0

λe−λx, x ≥ 0
. (2.10)

So koristeǌe na (2.7), za funkcijata na raspredelba na X se dobiva:

F (x) =







0, x ≤ 0

1− e−λx, x > 0
. (2.11)

Gama raspredelba. Za sluqajnata promenliva X velime deka

ima gama raspredelba so parametri α i β i pixuvame X ∼ Γ(α, β), ako

nejzinata gustina e zadadena so:

p(x) =







0, x < 0

xα−1

Γ(α)βα
e−x/β, x ≥ 0

, (2.12)

kade xto Γ(α) =

∞∫

0

xα−1e−xdx e gama funkcija i za priroden broj α,

Γ(α) = (α− 1)!.

Da vooqime deka ako vo (2.12) stavime α = 1, a β = 1/λ, togax

gustinata na gama raspredelbata dobiva oblik (2.10). Toa znaqi deka

eksponencijalnata E(λ) e specijalen sluqaj na gama raspredelba koja

se dobiva za α = 1 i β = 1/λ.

Normalna (ili Gausova) raspredelba. Sluqajnata promen-

liva X ima normalna (ili Gausova) raspredelba so parametri a i σ2,

oznaquvame X ∼ N(a, σ2), ako nejzinata gustina e zadadena so:

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , (2.13)
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kade xto a ∈ R i σ > 0 se dadeni konstanti (slika 2.3).

1√
2πσ

a

p(x) = 1
σ
√

2π
e
− (x−µ)2

2σ2

Slika 2.3. Gustina na N(a, σ2)

Bidejḱi e−
(x−a)2

2σ2 ≤ 1, funkcijata p(x) ḱe ima maksimum, ako

e−
(x−a)2

2σ2 = 1, t.e. ako x = a. Toj maksimum e p(a) =
1√
2πσ

. Jasno e deka,

ako σ raste, maksimumot
1√
2πσ

se namaluva i obratno, ako σ opaǵa,

maksimumot na funkcijata p(x) se zgolemuva. Isto taka, za r ∈ R,

p(a+ r) = p(a− r) =
1√
2πσ

e−
r2

2σ2 ,

xto znaqi deka x = a e oska na simetrija na grafikot na funkcijata

p(x). Znaqi, prviot parametar a ja opredeluva polo�bata na grafikot

na p(x), t.e. pravata vo odnos na koja toj grafik e simetriqen, a vto-

riot parametar σ go opredeluva oblikot na grafikot, t.e. visinata

na maksimumot. Grafici za gustinata p(x) za razliqni vrednosti na

parametrite a i σ se dadeni na slika 2.4.

Koxieva raspredelba. Sluqajnata promenliva X ima

Koxieva raspredelba, ako nejzinata gustina e zadadena so:

p(x) =
1

π(1 + x2)
. (2.14)



Sluqajni promenlivi 87

1 2 3−1−2−3

a = 0
σ = 1

a = 0
σ = 2

a = 0
σ = 0.7

a = 2
σ = 1

Slika 2.4. Gustini na normalna raspredelba so razliqni parametri

2.4 Sluqajni vektori

2.4.1 Definicija na sluqaen vektor

Neka X1, X2, . . . , Xn se sluqajni promenlivi definirani na pros-

torot na verojatnost (Ω,F , P ). Togax na sekoj E ∈ Ω odgovara edna

podredena n-torka od realni broevi (X1(E), X2(E), . . . , Xn(E)) ∈ R
n. Na

toj naqin se dobiva edna funkcija X = (X1, X2, . . . , Xn) od Ω vo R
n opre-

deleno so n-torkata (X1, X2, . . . , Xn) koja se narekuva sluqaen vektor ili

poveḱedimenzionalna sluqajna promenliva.

Dokazot na slednata teorema e daden vo prilog A.3.

Funkcijata X = (X1, X2, . . . , Xn) od Ω vo R
n e n-dimenzionalna

sluqajna promenliva definirana na (Ω,F , P ) ako i samo ako za

sekoe n-dimenzionalno Borelovo mno�estvo B, X−1(B) ∈ F.

Teorema 2.6

Primer 2.8 (Polinomna raspredelba) Neka A1, A2, . . . , Ak se nastani
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koi opredeluvaat diskretno razlo�uvaǌe na Ω, t.e AiAj = ∅, za i 6= j i
k∑

i=1

Ai = Ω. Razgleduvame serija od N nezavisni i ednakvi eksperimenti

qie mno�estvo elementarni nastani e Ω. Gi definirame sluqajnite

promenlivi:

Xi - broj na eksperimenti od izvedenite N vo koi se pojavil nastanot

Ai, i = 1, 2, . . . , k.

Na toj naqin e definiran k-dimenzionalen sluqaen vektor

(X1, X2, . . . , Xk), kade xto RXi
= {0, 1, . . . , N}, za i = 1, 2, . . . , k. Neka n1 +

n2 + · · ·+ nk = N i ni e brojot na pojavuvaǌe na nastanot Ai vo serijata

od N eksperimenti. Togax,

P{X1 = n1, X2 = n2, . . . , Xk = nk} =
N !

n1!n2! · · ·nk!
pn1
1 pn2

2 · · · pnk

k ,

kade xto pi = P (Ai), i = 1, 2, . . . , k. Ako n1 + n2 + · · ·+ nk 6= N , togax

P{X1 = n1, X2 = n2, . . . , Xk = nk} = 0.

Za sluqajniot vektor (X1, X2, . . . , Xk) velime deka ima polinomna ras-

predelba.

Vo ponatamoxniot del od kursot ḱe rabotime samo so dvodi-

menzionalni sluqajni vektori (X,Y ). Site poimi xto ḱe se vovedat

za dvodimenzionalni sluqajni vektori mo�e da se obopxtat i za n-

dimenzionalni vektori (n > 2), no toa nema da se pravi vo ovoj uqeb-

nik.

2.4.2 Funkcija na raspredelba na sluqaen vektor

Funkcijata na raspredelba na sluqaen vektor se definira so

obopxtuvaǌe na poimot za funkcija na raspredelba na edna sluqajna

promenliva.
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Funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) e funkci-

jata F : R2 → R definirana so

F (x, y) = P ({X < x} ∩ {Y < y}) = P{X < x, Y < y}, (x, y) ∈ R
2.

Definicija 2.4

Ako F (x, y) e funkcija na raspredelba na dvodimenzionalniot

sluqaen vektor (X,Y ), togax za a < b i c < d, toqno e ravenstvoto:

P{a ≤ X < b, c ≤ Y < d} = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c). (2.15)

Teorema 2.7

Dokaz:

P{a ≤ X < b, c ≤ Y < d} = P{X < b, Y < d} − P{X < b, Y < c}
−P{X < a, Y < d}+ P{X < a, Y < c}

= F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c).

�

Ako F (x, y) e funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor

(X,Y ), togax F gi ima slednive svojstva:

FR1) F (x, y)e monotono neopaǵaqka po sekoja od promenlivite;

FR2) lim
x→−∞

F (x, y) = 0, lim
y→−∞

F (x, y) = 0;

lim
(x,y)→(+∞,+∞)

F (x, y) = 1;

FR3) F (x, y)e neprekinata od levo po sekoja od promenlivite.

Dokazot na ovie svojstva e sliqen kako dokazot na teorema 2.2,

pa zatoa tuka nema da bide daden. No, treba da se vooqi slednoto:

Uslovite F1, F2 i F3 se potrebni i dovolni (teorema 2.3) za edna
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funkcija F (x) da bide funkcija na raspredelba na edna sluqajna pro-

menliva. No, za dvodimenzionalna funkcija uslovite FR1, FR2 i FR3

se potrebni, no ne i dovolni za taa da bide funkcija na raspredelba

na eden sluqaen vektor (X,Y ). Toa najdobro ḱe bide ilustrirano so

sledniov primer.

Primer 2.9 Funkcijata

F (x, y) =







0, x ≤ 0 ili y ≤ 0 ili x+ y ≤ 1

1, vo ostanatite sluqai

gi zadoluva uslovite FR1, FR2 i FR3. No, ako pretpostavime deka

F (x, y) e funkcija na raspredelba, togax od (2.15) dobivame deka

P

{
1

2
≤ X < 1,

1

2
≤ Y < 1

}

= F (1, 1)− F (
1

2
, 1)− F (1,

1

2
) + F (

1

2
,
1

2
)

= 1− 1− 1 + 0 = −1,

xto e kontradikcija bidejḱi verojatnosta ne mo�e da bide negativna.

Za da se postigne i dovolnost na uslovite FR1, FR2 i FR3,

potrebno e da se dodade i uslovot za nenegativnost na izrazot od

desnata strana na (2.15), so xto se dobiva slednata teorema koja ja

davame bez dokaz.

Funkcijata F (x, y) e funkcija na raspredelba na dvodimen-

zionalen sluqaen vektor (X,Y ) ako i samo ako se ispolneti

slednive qetiri uslovi:

FR1) F (x, y) e monotono neopaǵaqka po sekoja od promenlivite;

FR2) lim
x→−∞

F (x, y) = 0, lim
y→−∞

F (x, y) = 0;

lim
(x,y)→(+∞,+∞)

F (x, y) = 1;

FR3) F (x, y) e neprekinata od levo po sekoja od promenlivite.

FR4) F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c) ≥ 0.

Teorema 2.8
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2.5 Sluqajni vektori od diskreten i od apsolutno- nep-

rekinat tip

Isto kako kaj sluqajni promenlivi i kaj sluqajni vektori ḱe de-

finirame dva tipa na sluqajni vektori: od diskreten i od apsolutno-

neprekinat tip. Tie se definiraat so prirodno obopxtuvaǌe na

definicijata za sluqajni promenlivi od diskreten, t.e. apsolutno-

neprekinat tip.

2.5.1 Sluqajni vektori od diskreten tip

Sluqajniot vektor (X,Y ) e od diskreten tip, ako postoi

diskretno (koneqno ili prebrojlivo) mno�estvo R(X,Y ) ⊆ R
2

taka xto P{(X,Y ) ∈ RC
(X,Y )} = 0.

Definicija 2.5

Sluqajniot vektor (X,Y ) od diskreten tip e napolno opredelen

so negoviot zakon na raspredelba, t.e. so mno�estvoto vrednosti R(X,Y )

i verojatnostite

pij = P{X = xi, Y = yj},

za site (xi, yj) ∈ R(X,Y ). Pritoa,
∑

i

∑

j

pij = 1.

Ako mno�estvoto vrednosti R(X,Y ) e koneqno, t.e. R(X,Y ) =

{(xi, yj) | i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n}, posebno vo sluqaj koga brojot na ele-

menti vo ova mno�estvo e mal, voobiqaeno e zakonot na raspredelba na

sluqajniot vektor (X,Y ) da se pretstavi so tabela od sledniov oblik:
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H
H
H
H
H
H
H

Y

X
x1 x2 . . . xm

y1 p11 p21 . . . pm1

y2 p12 p22 . . . pm2

...
...

...
.. .

...

yn p1n p2n . . . pmn

Isto kako i kaj sluqajni promenlivi i kaj sluqajni vektori, ako

e poznat zakonot na raspredelba na eden sluqaen vektor od diskreten

tip, ednoznaqno mo�e da se opredeli negovata funkcija na raspredelba

i obratno. Imeno, neka sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so negoviot

zakon na raspredelba. Za negovata funkcija na raspredelba se dobiva

slednovo:

Ako x ≤ x1 ili y ≤ y1, togax

F (x, y) = P{X < x, Y < y} = P (∅) = 0.

Ako xi < x ≤ xi+1, yj < y ≤ yj+1, togax

F (x, y) = P{X < x, Y < y} = P{X ∈ {x1, . . . , xi}, Y ∈ {y1, . . . , yj}}

=

i∑

r=1

j
∑

s=1

P{X = xr, Y = ys} =

i∑

r=1

j
∑

s=1

prs.
(2.16)

Mo�e da se vooqi deka ako xi < x ≤ xi+1, yj < y ≤ yj+1, togax vrednosta

na F (x, y) se dobiva so sobiraǌe na site verojatnosti od prethodnata

tabela so zakonot na raspredelba, koi se levo od kolonata soodvetna

na x = xi+1 i nad redicata soodvetna y = yj+1 (bez niv).

Primer 2.10 Edna programa se sostoi od dva modula. Zakonot na

raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ), kade xto X e brojot na grexki

vo prviot, a Y - brojot na grexki vo vtoriot modul, e zadaden so

slednata tabela.
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H
H
H
H
H
H
H

Y

X
1 2 3

1 0.2 0.1 0.1

2 0.15 0.25 0.2

Soglasno (2.16) i prethodnata diskusija za funkcijata na raspredelba

na vektorot (X,Y ) se dobiva:

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
x ≤ 1 1 < x ≤ 2 2 < x ≤ 3 x > 3

y ≤ 1 0 0 0 0

1 < y ≤ 2 0 0.2 0.3 0.4

y > 2 0 0.35 0.7 1

Obratno, neka sluqajniot vektor (X,Y ) od diskreten tip e

zadaden so funkcija na raspredelba F (x, y). Togax mno�estvoto vred-

nosti R(X,Y ) se sostoi od onie parovi toqki (xi, yj) vo koi funkcijata na

raspredelba ima prekin (skok). Za verojatnostite so koi sluqajniot

vektor gi prima tie parovi vrednosti, se dobiva:

P{X = xi, Y = yj} = lim
(ε1,ε2)→(0+,0+)

P{xi ≤ X < xi + ε1, yj ≤ Y < yj + ε2}

= lim
(ε1,ε2)→(0+,0+)

[F (xi + ε1, yj + ε2)− F (xi + ε1, yj)− F (xi, yj + ε2) + F (xi, yj)]

(2.17)

Mo�e da se vooqi deka koga se presmetuva P{X = xi, Y = yj}, togax vo

tabelata za funkcijata na raspredelba F (x, y) se razgleduva kvadratot

formiran od qetirite kelii soodvetni na kolonite {xi−1 ≤ X < xi},
{xi ≤ X < xi+1} i redicite {yj−1 ≤ Y < yj}, {yj ≤ Y < yj+1}, i od zbirot

na elementite po glavna dijagonala se odzema zbirot na elementite po

sporedna dijagonala.

Primer 2.11 Funkcijata na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y )

e zadadena so slednata tabela.
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H
H
H
H
H
H
H

Y

X
x ≤ 0 0 < x ≤ 2 x > 2

y ≤ 1 0 0 0

1 < y ≤ 3 0 0.2 0.4

3 < y ≤ 5 0 0.35 0.7

y > 5 0 0.4 1

Soglasno prethodnata diskusija, mno�estvoto vrednosti na sluqaj-

niot vektor e

R(X,Y ) = {(x, y)|x ∈ {0, 2}, y ∈ {1, 3, 5}} = {(0, 1), (0, 3), (0, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 5)},

a za verojatnostite, spored (2.17), se dobiva slednata tabela.

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
0 2

1 0.2 0.2

3 0.15 0.15

5 0.05 0.25

2.5.2 Sluqajni vektori od apsolutno-neprekinat tip

Sluqajniot vektor (X,Y ) e od apsolutno- neprekinat tip, ako

postoi nenegativna integrabilna funkcija p(x, y), x, y ∈ R, takva

xto

F (x, y) =

x∫

−∞

y∫

−∞

p(t1, t2)dt2dt1. (2.18)

Definicija 2.6

Funkcijata p(x, y) se narekuva gustina na raspredelba na sluqajniot
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vektor (X,Y ). Bidejḱi lim
(x,y)→(+∞,+∞)

F (x, y) = 1, dobivame deka

1 = lim
(x,y)→(+∞,+∞)

F (x, y) = lim
(x,y)→(+∞,+∞)

x∫

−∞

y∫

−∞

p(t1, t2)dt2dt1,

t.e
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

p(x, y)dydx = 1. (2.19)

Od druga strana, od (2.18), se dobiva:

∂2F (x, y)

∂x∂y
= p(x, y),

ako mexaniot izvod na F (x, y) postoi vo toqkata (x, y).

Primeri na poznati raspredelbi na sluqajni vektori od
apsolutno-neprekinat tip

Dvodimenzionalna normalna raspredelba. Sluqajniot vek-
tor (X,Y ) so dvodimenzionalna normalna raspredelba so parametri
mX ,mY , σ

2
X , σ2

Y i ρ se zadava so gustina

p(x, y) =
1

2πσXσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1− ρ2)

[

(x−mX)2

σ
2
X

− 2ρ
x−mX

σX

y −mY

σY

+
(y −mY )2

σ
2
Y

]}

.

Oznaquvame (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ).

Ramnomerna raspredelba na oblast G. Sluqajniot vektor

(X,Y ) ima ramnomerna raspredelba na oblast G ⊆ R
2, ako gustinata e

zadadena so

p(x, y) =







1

m(G)
, (x, y) ∈ G

0, (x, y) /∈ G
, (2.20)

kade xto m(G) e ploxtinata na oblasta G. Oznaquvame (X,Y ) ∼ U(G).

Ako G e krug so centar vo (0, 0) i radius r, t.e. G = {(x, y)|x2 + y2 ≤ r2},
togax ploxtinata na G e m(G) = r2π, pa za gustinata na ramnomerna
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raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) na oblasta G se dobiva:

p(x, y) =







1

r2π
, (x, y) ∈ G

0, (x, y) /∈ G
=







1

r2π
, x2 + y2 ≤ r2

0, x2 + y2 > r2
.

Primer 2.12 Neka sluqajniot vektor (X,Y ) ima ramnomerna raspre-

delba na pravoagolnikot (a, b) × (c, d). Ploxtinata na pravoagolnikot

e (b − a)(d− c). Soglasno (2.20), gustinata na (X,Y ) e zadadena so:

p(x, y) =







1

(b − a)(d− c)
, a < x < b, c < y < d

0, vo ostanatite sluqai
.

Po definicija, soglasno (2.19), funkcijata na raspredelba na sluqaj-

niot vektor (X,Y ) od apsolutno neprekinat tip e:

F (x, y) = P{X < x, Y < y} =

x∫

−∞

y∫

−∞

p(t1, t2)dt2dt1.

Za x ≤ a ili y ≤ c, se dobiva deka F (x, y) = 0, bidejḱi p(x, y) = 0. Neka

a < x ≤ b i c < y ≤ d. Togax, imame:

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

1

(b− a)(d − c)
dt2dt1 =

(x− a)(y − c)

(b − a)(d− c)
.

Za a < x ≤ b, a y > d, se dobiva:

F (x, y) =

x∫

a

d∫

c

1

(b− a)(d− c)
dt2d1 =

(x− a)(d− c)

(b− a)(d− c)
=

x− a

b− a
.

Za x > b i c < y ≤ d, imame:
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F (x, y) =

b∫

a

y∫

c

1

(b− a)(d − c)
dt2dt1 =

(b − a)(y − c)

(b − a)(d− c)
=

y − c

d− c
.

Na kraj, za x > b i y > d:

F (x, y) =

b∫

a

d∫

c

1

(b− a)(d − c)
dt2dt1 =

(b − a)(d− c)

(b − a)(d− c)
= 1.

Znaqi, za funkcijata na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) se

dobi slednovo:

F (x, y) =







0, x ≤ a ili y ≤ c

(x− a)(y − c)

(b− a)(d− c)
, a < x ≤ b, c < y ≤ d

x− a

b− a
, a < x ≤ b, y > d

y − c

d− c
, x > b, c < y ≤ d

1, x > b, y > d

.

Pokratko, ovaa funkcija na raspredelba mo�e da se zapixe vo sledniov

oblik:

F (x, y) =







0, x ≤ a ili y ≤ c

min

{
x− a

b− a
, 1

}

·min

{
y − c

d− c
, 1

}

, x > a, y > c.
.
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2.6 Marginalni raspredelbi

Vo ovoj del ḱe vidime kako ako sluqajniot vektor (X,Y ) e

zadaden so svojata raspredelba ḱe mo�e da se opredeli raspredelbata

na sekoja od promenlivite X i Y , poedineqno. Tie raspredelbi ḱe gi

narekuvame marginalni raspredelbi na promenlivite X i Y , soodvetno.

Najprvo, neka sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so svojata

funkcija na raspredelba F (x, y). Ḱe ja opredelime marginalnata funk-

cija na raspredelba FX(x) na promenlivata X, a potoa i marginalnata

funkcija na raspredelba FY (y) na promenlivata Y . Dobivame:

FX(x) = P{X < x} = P{X < x, Y < +∞
︸ ︷︷ ︸

Ω

} = lim
y→+∞

F (x, y)

FY (y) = P{Y < y} = P{X < +∞
︸ ︷︷ ︸

Ω

, Y < y} = lim
x→+∞

F (x, y).
(2.21)

Pritoa koristime deka nastanite {X < +∞} i {Y < +∞} se sigurni

nastani, t.e. se ednakvi na Ω. Znaqi, utvrdivme deka marginalna

funkcija na raspredelba na edna od promenlivite vo vektorot (X,Y )

se dobiva kako limes od zaedniqkata funkcija na raspredelba F (x, y)

koga se puxti argumentot, soodveten na drugata promenliva, da te�i

kon +∞.

Primer 2.13 Sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so negovata funkcija

na raspredelba dadena vo slednata tabela.

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
x ≤ 0 0 < x ≤ 2 x > 2

y ≤ 1 0 0 0

1 < y ≤ 3 0 0.2 0.4

3 < y ≤ 5 0 0.35 0.7

y > 5 0 0.4 1
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Soglasno (2.21), za funkciite na raspredelba na X i Y se dobiva:

FX(x) =







0, x ≤ 0

0.4, 0 < x ≤ 2

1, x > 2

, FY (y) =







0, y ≤ 1

0.4, 1 < y ≤ 3

0.7, 3 < y ≤ 5

1, y > 5

.

Da vooqime deka sluqajot y → +∞ soodvetstvuva na y > 5, pa vred-

nostite na marginalnata funkcija na raspredelba na X se, vsux-

nost, vrednostite od poslednata redica na tabelata vo koja e dadena

zaedniqkata funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ).

Analogno, sluqajot x → +∞ soodvetstvuva na x > 2, pa vrednostite

na marginalnata funkcija na raspredelba na Y se, vsuxnost, vrednos-

tite od poslednata kolona na tabelata vo koja e dadena zaedniqkata

funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ).

Primer 2.14 Neka sluqajniot vektor (X,Y ) ima ramnomerna raspre-

delba na pravoagolnikot (a, b) × (c, d). Kako xto utvrdivme vo primer

2.12, funkcijata na raspredelba na (X,Y ) e zadadena so:

F (x, y) =







0, x ≤ a ili y ≤ c

(x− a)(y − c)

(b− a)(d− c)
, a < x ≤ b, c < y ≤ d

x− a

b− a
, a < x ≤ b, y > d

y − c

d− c
, x > b, c < y ≤ d

1, x > b, y > d

.
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Soglasno ravenstvata (2.21), se dobiva slednovo:

FX(x) =







0, x ≤ a
x− a

b− a
, a < x ≤ b

1, x > b

,

kako i

FY (y) =







0, y ≤ c
y − c

d− c
, c < y ≤ d

1, y > d

Znaqi, sluqajnite promenlivi X i Y imaat ednodimenzionalna ram-

nomerna raspredelba, i toa X ∼ U(a, b), a Y ∼ U(c, d).

Vo prodol�enie, ḱe gi razgledame posebno sluqaite koga slu-

qajniot vektor e od diskreten i koga sluqajniot vektor e od apsolutno-

neprekinat tip, i ḱe vidime kako se opredeluva marginalniot zakon,

t.e. marginalnata gustina na sekoja od promenlivite.

Neka (X,Y ) e sluqaen vektor od diskreten tip zadaden so zakon

na raspredelba pij = P{X = xi, Y = yj}, (xi, yj) ∈ R(X,Y ). Za marginalniot

zakon na raspredelba na sluqajnata promenliva X se dobiva:

pi = P{X = xi} = P{X = xi, Y ∈ RY
︸ ︷︷ ︸

Ω

} =
∑

yj∈RY

P{X = xi, Y = yj}, (2.22)

za sekoj xi ∈ RX . Ako zakonot na raspredelba na (X,Y ) e zadaden so

tabela, togax soglasno (2.22), verojatnosta pi = P{X = xi} e suma na

site verojatnosti vo kolonata soodvetna na nastanot {X = xi}.

Analogno, za marginalniot zakon na raspredelba na Y se do-

biva:

qj = P{Y = yj} = P{X ∈ RX
︸ ︷︷ ︸

Ω

, Y = yj} =
∑

xi∈RX

P{X = xi, Y = yj}, (2.23)

za sekoj yj ∈ RY , t.e. qj e suma na verojatnostite vo redicata soodvetna
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na nastanot {Y = yj}.

Primer 2.15 Neka sluqajniot vektor (X,Y ) od diskreten tip e

zadaden so zakonot na raspredelba daden vo slednata tabela.

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
0 2

1 0.3 0.1

3 0.15 0.15

5 0.05 0.25

Spored (2.22) i (2.23), za opredeluvaǌe na marginalnite zakoni na

raspredelba na sluqajnite promenlivi X i Y treba da se presmeta

suma po site redici i site koloni na dadenata tabela. Ottamu, se

dobiva:

H
H

H
H
H
H
H

Y

X
0 2 Σ

1 0.3 0.1 0.4

3 0.15 0.15 0.3

5 0.05 0.25 0.3

Σ 0.5 0.5 1

Znaqi, za marginalnite zakoni na sluqajnite promenlivi X i Y se

dobiva:

X :




0 2

0.5 0.5



 Y :




1 3 5

0.4 0.3 0.3



 .

Neka (X,Y ) e sluqaen vektor od apsolutno neprekinat tip

zadaden so gustinata na raspredelba p(x, y). Za da ja opredelime

marginalnata gustina na raspredelba na X postapuvame na sledniot

naqin. Za funkcijata na raspredelba na X se dobiva slednovo:

FX(x) = lim
y→+∞

F (x, y) = lim
y→+∞

x∫

−∞

y∫

−∞

p(t1, t2)dt2dt1 =

x∫

−∞

+∞∫

−∞

p(t1, t2)dt2dt1.
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Od druga strana,

FX(x) =

x∫

−∞

pX(t1)dt1.

Od poslednite dve ravenstva, sleduva deka

pX(t1) =

+∞∫

−∞

p(t1, t2)dt2,

t.e.

pX(x) =

+∞∫

−∞

p(x, y)dy. (2.24)

Analogno, za marginalnata gustina na Y se dobiva:

pY (y) =

+∞∫

−∞

p(x, y)dx. (2.25)

Znaqi, ako se bara marginalnata gustina na edna od promenlivite, to-

gax zaedniqkata gustina na vektorot (X,Y ) se integrira po argumentot

soodveten na drugata promenliva.

Primer 2.16 Neka sluqajniot vektor (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ).

Soglasno (2.24), za marginalnata gustina na X se dobiva:

pX (x) =

+∞
∫

−∞

p(x, y)dy

=

+∞
∫

−∞

1

2πσXσY

√

1 − ρ2
exp

{

− 1

2(1 − ρ2)

[

(x − mX)2

σ2
X

− 2ρ
x − mX

σX

y − mY

σY

+
(y − mY )2

σ2
Y

]}

dy

=
1

2πσXσY

√

1 − ρ2

+∞
∫

−∞

exp

{

− 1

2(1 − ρ2)

[

(y − mY )2

σ2
Y

− 2ρ
x − mX

σX

y − mY

σY

+ ρ2 (x− mX )2

σ2
X

]}

· exp
{

− 1

2(1 − ρ2)
(1 − ρ2)

(x − mX)2

σ2
X

}

dy

=
1

2πσXσY

√

1 − ρ2
e−(x − mX)2/2σ2

X

+∞
∫

−∞

exp

{

− 1

2(1 − ρ2)

[

y − mY

σY

− ρ
x − mX

σX

]2}

dy



Sluqajni promenlivi 103

Za rexavaǌe na posledniot integral ja voveduvame smenata

t =
1

√

1− ρ2

[
y −mY

σY
− ρ

x−mX

σX

]

,

od kade xto se dobiva deka dt =
dy

σY

√

1− ρ2
. So voveduvaǌe na smenata

vo integralot, se dobiva:

pX(x) =
1

2πσXσY

√

1− ρ2
e−(x−mX)2/2σ2

X

+∞∫

−∞

e−t2/2σY

√

1− ρ2dt

=
1√

2πσX

e−(x−mX)2/2σ2
X

1√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2dt

=
1√

2πσX

e−(x−mX)2/2σ2
X .

Pritoa, iskoristivme deka
1√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2dt = 1, kako intergal od

gustina na normalna normirana raspredelba od −∞ do +∞.

Znaqi, dobivme deka marginalata gustina na X e gustina na

ednodimenzionalna normalna raspredelba so parametri mX i σ2
X , t.e.

X ∼ N(mX , σ2
X). Od priqini na simetrija Y ∼ N(mY , σ

2
Y ).

2.7 Uslovna raspredelba

Neka S ∈ B1 i neka nastanot {Y ∈ S} ima pozitivna verojatnost,

t.e. P{Y ∈ S} > 0. Funkcijata na uslovna raspredelba na X pri uslov

{Y ∈ S} se definira so pomox na formulata za uslovna verojatnost na

sluqajni nastani, na sledniov naqin:

FX(x|{Y ∈ S}) = P ({X < x}|{Y ∈ S}) = P{X < x, Y ∈ S}
P{Y ∈ S} , x ∈ R.

Neka (X,Y ) e dvodimenzionalen sluqaen vektor od diskreten tip
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zadaden so zakon na raspredelba p(xi, yj) = P{X = xi, Y = yj}, za

(xi, yj) ∈ R(X,Y ) i neka marginalnite zakoni na raspredelba na X i na

Y se oznaqeni so pX(xi) = P{X = xi}, xi ∈ RX i pY (yj) = P{Y = yj},
yj ∈ RY , soodvetno. Analogno kako i prethodno, zakonot na uslovna

raspredelba na sluqajnata promenliva X pri uslov {Y = yj}, kade xto

P{Y = yj} > 0, se izrazuva so pomox na formulata za uslovna verojat-

nost na nastani:

pX(xi|yj) = P
(
{X = xi}|{Y = yj}

)
=

P{X = xi, Y = yj}
P{Y = yj}

=
p(xi, yj)

pY (yj)
, xi ∈ RX .

Na ist naqin, za zakonot na uslovna raspredelba na sluqajnata pro-

menliva Y pri uslov {X = xi}, kade xto P{X = xi} > 0, se dobiva

slednovo:

pY (yj |xi) = P
(
{Y = yj}|{X = xi}

)
=

P{X = xi, Y = yj}
P{X = xi}

=
p(xi, yj)

pX(xi)
, yj ∈ RY .

Zakonot na uslovna raspredelba na sluqajnata promenliva X

pri uslov {Y = yj}, kade xto P{Y = yj} > 0, se definira so:

pX(xi|yj) =
p(xi, yj)

pY (yj)
, xi ∈ RX . (2.26)

Analogno, za zakonot na uslovna raspredelba na sluqajnata

promenliva Y pri uslov {X = xi}, kade xto P{X = xi} > 0, ja

imame slednata formula:

pY (yj |xi) =
p(xi, yj)

pX(xi)
, yj ∈ RY . (2.27)

�

Definicija 2.7

Primer 2.17 Zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) e

zadaden so slednata tabela.
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H
H
H
H
H
H
H

Y

X
1 2 3 Σ

1 0.2 0.1 0.1 0.4

2 0.15 0.25 0.2 0.6

Σ 0.35 0.35 0.3 1

Za uslovnite verojatnosti na X pri uslov {Y = 1}, se dobiva slednovo:

pX(1|1) =
p(1, 1)

pY (1)
=

0.2

0.4
= 0.5

pX(2|1) =
p(2, 1)

pY (1)
=

0.1

0.4
= 0.25

pX(3|1) =
p(3, 1)

pY (1)
=

0.1

0.4
= 0.25

Znaqi, zakon na uslovna raspredelba na X pri uslov {Y = 1} e sled-

niov:

X|{Y=1} :




1 2 3

0.5 0.25 0.25



 .

Mo�e da se vooqi deka verojatnostite na ovoj zakon na uslovna ras-

predelba se dobivaat so deleǌe na verojatnostite od prvata redica

(koja soodvetstvuva na nastanot {Y = 1}) od tabelata za zaedniqkiot

zakon na raspredelba, so zbirot na elementite od taa redica, xto e

vsuxnost P{Y = 1}. Po taa analogija, zakonot na uslovna raspredelba

na X pri uslov {Y = 2} ḱe se dobie so deleǌe na verojatnostite od

vtorata redica so zbirot na elementite vo taa redica, xto e P{Y = 2},
pa se dobiva slednovo:

X|{Y=2} :




1 2 3

1/4 5/12 1/3



 .
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Za uslovnite verojatnosti na Y pri uslov {X = 1}, se dobiva slednoto:

pY (1|1) =
p(1, 1)

pX(1)
=

0.2

0.35
= 4/7

pY (2|1) =
p(1, 2)

pX(1)
=

0.15

0.35
= 3/7

Znaqi, zakonot na uslovna raspredelba na Y pri uslov {X = 1} e sled-

niov:

Y|{X=1} :




1 2

4/7 3/7



 .

Mo�e da se vooqi deka verojatnostite pri ovoj zakon na uslovna

raspredelba se dobivaat so deleǌe na verojatnostite od prvata kolona

(koja soodvetstvuva na nastanot {X = 1}) od tabelata za zaedniqkiot

zakon na raspredelba, so zbirot na elementite od taa kolona, xto e

vsuxnost P{X = 1}. Ottuka, za zakon na uslovna raspredelba na Y pri

uslov {X = 2} i za zakonot na uslovna raspredelba na Y pri uslov

{X = 3}, se dobiva:

Y|{X=2} :




1 2

2/7 5/7



 , Y|{X=3} :




1 2

1/3 2/3



 .

Meǵutoa, ako (X,Y ) e sluqaen vektor od apsolutno-neprekinat

tip, togax uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y = y} ne mo�e da

se definira so formulata (2.26), bideḱi P{Y = y} = 0. Ovde ḱe dademe

definicija za gustina na uslovna raspredelba na X pri uslov {Y = y},
poaǵajḱi od slednite pretpostavki. Neka (X,Y ) e sluqaen vektor od

apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina p(x, y) i neka y e toqka

vo koja marginalnata gustina na raspredelba na Y e pozitivna, t.e.

pY (y) > 0. Ḱe pretpostavime deka p(x, y) i pY (y) se neprekinati sekade

kade xto toa e potrebno pri izveduvaǌeto. Za uslovnata funkcija na
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raspredelba na X pri uslov {y ≤ Y < y+h}, za h > 0, se dobiva slednovo:

FX(x|{y ≤ Y < y + h}) =
P{X < x, y ≤ Y < y + h}

P{y ≤ Y < y + h} =

x∫

−∞

y+h∫

y

p(u, v)dvdu

y+h∫

y

pY (v)dv

=

x∫

−∞

y+h∫

y

p(u, v)dv

y+h∫

y

pY (v)dv

du

Vo dvata integrala xto se javuvaat vo integrandot na nadvorexniot

integral ḱe ja primenime teoremata za sredna vrednost na integral-

noto smetaǌe, koja glasi:

Neka f e neprekinata funkcija na interval [a, b]. Togax postoi

c ∈ [a, b], taka xto

b∫

a

f(x)dx = f(c)(b − a), ili ekvivalentnoto tvrdeǌe

deka postoi 0 ≤ c1 ≤ 1, taka xto

b∫

a

f(x)dx = f(a+ c1(b− a))(b − a).

Ako se primeni ovaa teorema vo

y+h∫

y

p(u, v)dv, razgleduvajḱi ja

funkcijata p(u, v) kako funkcija od v (u se tretira kako konstanta),

togax postoi c1 (0 < c1 < 1) taka xto y + c1h ∈ [y, y + h), pa

y+h∫

y

p(u, v)dv =

p(u, y+ c1h)h. Analogno, za

y+h∫

y

pY (v)dv, od teoremata za sredna vrednost

na integralnoto smetaǌe postoi c2 (0 < c2 < 1), taka xto y+c2h ∈ [y, y+h)
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i

y+h∫

y

pY (v)dv = pY (y+c2h)h. So zamena vo prethodniot izraz za uslovnata

funkcija na raspredelba na X pri uslov {y ≤ Y < y + h} se dobiva:

FX(x|{y ≤ Y < y + h}) =
x∫

−∞

p(u, y + c1h)

pY (y + c2h)
du.

Ako se stavi h → 0+, se doaǵa do definicija na funkcija na uslovna

raspredelba na X pri uslov {Y = y}, za pY (y) > 0:

FX(x|y) =
x∫

−∞

p(u, y)

pY (y)
du, x ∈ R. (2.28)

Posledniot izraz sugerira gustinata na uslovnata raspredelba (ili

kratko uslovnata gustina) da se definira na sledniov naqin.

Uslovna gustina na sluqajnata promenliva X od apsolutno-

neprekinat tip, pri uslov {Y = y}, za pY (y) > 0, se definira

so izrazot:

pX(x|y) = p(x, y)

pY (y)
, x ∈ R. (2.29)

Definicija 2.8

Od ravenstvoto (2.29), jasno e deka pX(x|y) ≥ 0, a od (2.28) i (2.29),

mo�e da se vidi deka

FX(x|y) =
x∫

−∞

pX(u|y)du, x ∈ R.
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Isto taka,

+∞∫

−∞

pX(x|y)dx =

+∞∫

−∞

p(x, y)

pY (y)
dx =

+∞∫

−∞

p(x, y)dx

pY (y)
=

pY (y)

pY (y)
= 1.

Poslednite ravenstva uka�uvaat deka uslovnata gustina na X pri

uslov {Y = y}, gi zadovoluva uslovite od teorema 2.5, xto poka�uva

deka i uslovnata gustina e gustina na raspredelba.

Analogno, uslovna gustina na Y pri uslov {X = x}, za pX(x) > 0,

se definira so ravenstvoto:

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
, y ∈ R. (2.30)

Primer 2.18 Neka (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ). Ḱe ja opredelime
uslovnata raspredelba na Y pri uslov {X = x}. Pritoa, koristime
deka marginalnata raspredelba na X e normalna N(mX , σ2

X). Od raven-
stvoto (2.30), se dobiva slednovo:

pY (y|x) = p(x, y)

pX(x)

=

1

2πσXσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1− ρ2)

[

(x−mX)2

σ
2
X

− 2ρ
x−mX

σX

y −mY

σY

+
(y −mY )2

σ
2
Y

]}

1√
2πσX

exp

{

− (x−mX)2

2σ2
X

}

=
1

√
2πσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1 − ρ2)σ2
Y

×

×
[

(y −mY )2 − 2ρ
σY

σX

(y −mY )(x−mX) +
σ
2
Y

σ
2
X

(x−mX )2 −
σ
2
Y

σ
2
X

(1− ρ
2)(x−mX)2

]}

=
1

√
2πσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1 − ρ2)σ2
Y

×

×
[

(y −mY )2 − 2ρ
σY

σX

(y −mY )(x−mX ) + ρ
2 σ

2
Y

σ
2
X

(x−mX)2

]}

=
1

√
2πσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1 − ρ2)σ2
Y

[

y −mY − ρ
σY

σX

(x−mX)

]2
}

=
1

√
2πσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2σ2
Y
(1− ρ2)

[

y −
(

mY + ρ
σY

σX

(x−mX)

)]2
}

.

Kako xto mo�e da se vooqi od posledniot izraz, uslov-
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nata raspredelba na Y pri uslov {X = x} e normalna

N

(

mY + ρ
σY

σX
(x−mX), σ2

Y (1− ρ2)

)

raspredelba.

Prviot parametar na ovaa raspredelba mo�eme da go nabǉudu-

vame kako funkcija od x:

y = mY + ρ
σY

σX
(x−mX).

Poslednata ravenka e ravenka na prava niz toqkata (mX ,mY ) so koe-

ficient na pravec ρ
σY

σX
i se narekuva prava na regresija na y po x i

istata mo�e da se zapixe vo oblik:

y −mY

σY
= ρ

x−mX

σX
.

Od priqini na simetrija, uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y =

y} e normalna N

(

mX + ρ
σX

σY
(y −mY ), σ

2
X(1− ρ2)

)

raspredelba, a prviot

parametar razgleduvan kako funkcija od y ja dava soodvetnata prava

na regresija na x po y:

x−mX

σX
= ρ

y −mY

σY
.

Pravite na regresija imaat golemo znaqeǌe i primena vo statistika.

2.8 Nezavisnost na sluqajni promenlivi

Nezavisnost na sluqajni promenlivi se definira preku neza-

visnost na sluqajni nastani.
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Sluqajnite promenlivi X1, X2, . . . , Xn se nezavisni, ako za

proizvolni Si ∈ B1, i = 1, 2, . . . , n, sluqajnite nastani {X1 ∈ S1},
{X2 ∈ S2},. . . , {Xn ∈ Sn} se nezavisni vo celina, t.e.

P
(
{X1 ∈ S1} ∩ {X2 ∈ S2} ∩ · · · ∩ {Xn ∈ Sn}

)
=

n∏

i=1

P{Xi ∈ Si} (2.31)

Definicija 2.9

Ako n = 2, togax definicija 2.9 i uslovot (2.31) go dobivaat

sledniot oblik.

Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni, ako za proizvolni

S1 ∈ B1 i S2 ∈ B1, sluqajnite nastani {X ∈ S1}, {Y ∈ S2} se

nezavisni, t.e.

P
(
{X ∈ S1} ∩ {Y ∈ S2}

)
= P{X ∈ S1} · P{Y ∈ S2} (2.32)

Definicija 2.10

Ako S1 = (−∞, x), togax nastanot {X ∈ S1} mo�e da se zapixe vo

sledniov oblik:

{X ∈ S1} = {X ∈ (−∞, x)} = {X < x}.

Analogno, ako S2 = (−∞, y), togax {Y ∈ S2} = {Y < y}. Za vaka izbrano

S1 i S2, ravenstvoto (2.32) mo�e da se zapixe vo oblik:

P{X < x, Y < y} = P{X < x} · P{Y < y},

t.e.

F (x, y) = FX(x)FY (y). (2.33)

Znaqi, ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, togax zaedniqkata
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funkcija na raspredelba na vektorot (X,Y ) mo�e da se pretstavi kako

proizvod na marginalnite funkcii na raspredelba na sluqajnite pro-

menlivi X i Y .

Od druga strana, se poka�uva deka va�i i obratnoto tvrdeǌe,

t.e. ako za sluqajniot vektor (X,Y ) va�i ravenstvoto (2.33), togax X

i Y se nezavisni sluqajni promenlivi. Vsuxnost, toqna e slednava

teorema.

Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni ako i samo ako zaed-

niqkata funkcija na raspredelba na vektorot (X,Y ) mo�e da se

pretstavi kako proizvod na marginalnite funkcii na raspre-

delba na sluqajnite promenlivi X i Y , t.e.

F (x, y) = FX(x)FY (y).

Teorema 2.9

Dokazot na ova tvrdeǌe e daden vo Prilog A.4.

Uslovot za nezavisnost (2.33), zavisno od tipot na sluqajniot

vektor (X,Y ) mo�e da se zapixe vo nekoj od slednive oblici:

• Ako (X,Y ) e sluqaen vektor od diskreten tip, togax potrebniot

i dovolen uslov za nezavisnost na sluqajnite promenlivi X i Y

mo�e da se zadade so:

P{X = x, Y = y} = P{X = x}P{Y = y}, za site (x, y) ∈ R(X,Y ).

(2.34)

• Ako (X,Y ) e sluqaen vektor od apsolutno-neprekinat tip zadaden

so gustina na raspredelba p(x, y), togax potrebniot i dovolen

uslov za nezavisnost na sluqajnite promenlivi X i Y mo�e da

se zadade so:

p(x, y) = pX(x)pY (y), x, y ∈ R. (2.35)
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Primer 2.19 Zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) e

zadaden so slednata tabela.

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
1 2 3 Σ

1 0.2 0.1 0.1 0.4

2 0.15 0.25 0.2 0.6

Σ 0.35 0.35 0.3 1

Za marginalnite zakoni na raspredelba na X i na Y se dobiva:

X :




1 2 3

0.35 0.35 0.3



 Y :




1 2

0.4 0.6



 .

Za nezavisnost na sluqajnite promenlivi X i Y potrebno e uslovot

(2.34) da va�i za (x, y) ∈ R(X,Y ). No,

P{X = 1, Y = 1} = 0, 2 6= 0, 35 · 0, 4 = P{X = 1}P{Y = 1},

od kade xto sleduva deka X i Y ne se nezavisni sluqajni promenlivi.

Primer 2.20 Neka (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ). Da se opredeli

potreben i dovolen uslov za nezavisnost na sluqajnite promenlivi

X i Y .

Rexenie: Zaedniqkata gustina na raspredelba na (X,Y ) e zadadena
so:

p(x, y) =
1

2πσXσY

√

1− ρ2
exp

{

− 1

2(1− ρ2)

[

(x−mX)2

σ
2
X

− 2ρ
x−mX

σX

y −mY

σY

+
(y −mY )2

σ
2
Y

]}

.

Poka�avme prethodno deka X i Y imaat isto taka normalna raspre-

delba i toa X ∼ N(mX , σ2
X), Y ∼ N(mY , σ

2
Y ). Ottuka,

pX(x)pY (y) =
1√

2πσX

e−(x−mX)2/2σ2
X · 1√

2πσY

e−(y−mY )2/2σ2
Y

=
1

2πσXσY
exp

{

−1

2

[
(x−mX)2

σ2
X

+
(y −mY )

2

σ2
Y

]}

.
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Pritoa, jasno e deka p(x, y) = pX(x)pY (y) ako i samo ako ρ = 0. Znaqi,

potreben i dovolen uslov za nezavisnost na normalno raspredelenite

sluqajni promenlivi X i Y e parametarot ρ = 0. �

Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od diskreten tip,

togax za uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov {Y = yj} se

dobiva:

pX(xi|yj) =
p(xi, yj)

pY (yj)

nez.
==

pX(xi)pY (yj)

pY (yj)
= pX(xi),

za site xi ∈ RX , t.e. uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y = yj}
se sovpaǵa so bezuslovnata raspredelba na X. Analogno, za uslovniot

zakon na raspredelba na Y pri uslov {X = xi} se dobiva:

pY (yj |xi) =
p(xi, yj)

pX(xi)

nez.
==

pX(xi)pY (yj)

pX(xi)
= pY (yj),

za site yj ∈ RY , t.e. uslovnata raspredelba na Y pri uslov {X = xi} se

sovpaǵa so bezuslovnata raspredelba na Y .

Ako pak, X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od apsolutno

neprekinat tip, togax za uslovnata gustina na X pri uslov {Y = y} se

dobiva:

pX(x|y) = p(x, y)

pY (y)

nez.
==

pX(x)pY (y)

pY (y)
= pX(x),

t.e. uslovnata gustina na X pri uslov {Y = y} se sovpaǵa so bezuslov-

nata gustina na X. Analogno, za uslovnata gustina na Y pri uslov

{X = x} se dobiva:

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)

nez.
==

pX(x)pY (y)

pX(x)
= pY (y),

t.e. uslovnata gustina na Y pri uslov {X = x} se sovpaǵa so bezuslov-

nata gustina na Y .

Zabelexka 2.2 Uslovot za nezavisnost (2.33) mo�e da se obopxti

i na poveḱe od dve promenlivi. Imeno, sluqajnite promenlivi X1,

X2,. . . , Xn se nezavisni ako i samo ako zaedniqkata funkcija na raspre-
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delba na vektorot (X1, X2, . . . , Xn) mo�e da se pretstavi kako proizvod

na marginalnite funkcii na raspredelba na sluqajnite promenlivi

X1, X2,. . . , Xn, t.e.

F (x1, x2, . . . , xn) = FX1(x1)FX2 (x2) · FXn
(xn).

Znaqi, funkcijata na raspredelba na sluqajniot vektor (X1, X2, . . . , Xn)

od proizvolen red e napolno opredelena so funkciite na raspre-

delba na sluqajnite promenlivi X1, X2,. . . , Xn. Uxte poveḱe, ako

site ovie sluqajni promenlivi se ednakvo raspredeleni so funkcija

na raspredelba F (x), togax za raspredelbata na sluqajniot vektor

(X1, X2, . . . , Xn) se dobiva:

F (x1, x2, . . . , xn) =
n∏

i=1

F (xi).

Poslednoto ravenstvo e mnogu bitno vo statistika pri opredeluvaǌe

na raspredelba na eden sluqaen primerok.

2.9 Funkcii od sluqajni promenlivi

Funkcijata f : R
n → R se narekuva Borelova funkcija, ako

f−1(S) ∈ Bn, za sekoe S ∈ B1.

Definicija 2.11

Imeno, ako f e Borelova funkcija, togax inverzna slika na Borelovo

mno�estvo od B1 e Borelovo mno�estvo vo Bn. Da napomeneme deka

funkciite koi se neprekinati ili neprekinati po delovi se Borelovi
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funkcii, no vo opxt sluqaj, obratnoto ne va�i. Taka, na primer,

f(x) = x, g(x) = xn, n ∈ Z, h(x) = cx (c = const),

se Borelovi funkcii od R vo R, a

f(x, y) = x+ y, g(x, y) = x− y, h(x, y) = xy, r(x, y) = x/y

se Borelovi funkcii od R
2 vo R, itn. Se poka�uva deka ako

(X1, X2, . . . , Xn) e sluqaen vektor, a f : R
n → R e Borelova funkcija,

togax preslikuvaǌeto Y : Ω → R definirano so:

Y (E) = f(X1(E), X2(E), . . . , Xn(E))

ili kratko Y = f(X1, X2, . . . , Xn) e sluqajna promenliva. Imeno, toqna

e slednava teorema qij dokaz e daden vo Prilog A.5.

Neka f : Rn → R e Borelova funkcija, a (X1, X2, . . . , Xn) e daden

sluqaen vektor. Togax Y = f(X1, X2, . . . , Xn) e sluqajna promen-

liva.

Teorema 2.10

2.9.1 Funkcii od edna sluqajna promenliva

Neka X e dadena sluqajna promenliva so poznata raspredelba

i neka f : R → R e Borelova funkcija. Spored teorema 2.10, Y = f(X)

e sluqajna promenliva. Naxa cel e da se opredeli nejzinata raspre-

delba. Tipot na ovaa raspredelba zavisi od tipot na raspredelba na

sluqajnata promenliva X.

Prvo, neka X e sluqajna promenliva od diskreten tip zadadena

so mno�estvo vrednosti RX = {x1, x2, . . . } (mno�estvoto vrednosti mo�e

da e koneqno ili prebrojlivo) i verojatnosti pi = P{X = xi}, za xi ∈ RX .
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Togax sluqajnata promenliva Y prima vrednosti od RY = {y1, y2, . . . },
kade xto yi = f(xi) pri xto verojatnostite so koi Y gi prima oddelnite

vrednosti se opredeluvaat vo zavisnost od toa koj od slednive dva

sluqaja e zadovolen:

• Ako f e injektivna funkcija, t.e.

xi 6= xj ⇒ f(xi) 6= f(xj),

togax za sekoj yi ∈ RY , postoi edinstven xi ∈ RX , taka xto f(xi) = yi,

pa

P{Y = yi} = P{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . .

• Neka f ne e injektivna funkcija. Togax za yi ∈ RY mo�e da postojat

poveḱe xir ∈ RX koi so f se preslikuvaat vo yi, t.e.

f(xi1 ) = yi, f(xi2) = yi, . . . , f(xik) = yi.

Ottuka sleduva deka nastanot {Y = yi} ḱe se pojavi ako i samo ako

se pojavi eden od nastanite {X = xir}, r = 1, . . . , k koi se disjunkni

pomeǵu sebe, pa zatoa

P{Y = yi} =
k∑

r=1

P{X = Xir} =
k∑

r=1

pir .

Primer 2.21 Neka sluqajnata promenliva X e zadadena so:

X :




1 2 3

1/8 1/2 3/8



 .

Ḱe ja opredelime raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = X2.

Najprvo da vooqime deka funkcijata y = x2, za x ∈ {1, 2, 3} e in-

jektivna funkcija. Mno�estvoto vrednosti na Y e RY = {1, 4, 9}, bidejḱi
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1 = 12, 4 = 22 i 9 = 32. Soglasno prethodnoto naoǵame:

P{Y = 1} = P{X2 = 1} = P{X = 1} = 1/8;

P{Y = 4} = P{X2 = 4} = P{X = 2} = 1/2;

P{Y = 9} = P{X2 = 9} = P{X = 3} = 3/8.

Znaqi, zakonot na raspredelba na Y e od sledniov oblik:

Y :




1 4 9

1/8 1/2 3/8



 .

Primer 2.22 Ḱe ja opredelime raspredelbata na sluqajnata promen-

liva Y = X2, kade xto

X :




−1 1 2

1/4 1/4 1/2



 .

Da vooqime deka vo ovoj sluqaj, funkcijata y = x2 ne e injektivna

bidejḱi x2 = 1 za dve vrednosti od RX , t.e. za x = −1 i x = 1. Mno-

�estvoto vrednosti na Y e RY = {1, 4}, a za soodvetnite verojatnosti

naoǵame:

P{Y = 1} = P{X2 = 1} = P{X = −1}+ P{X = 1} = 1/4 + 1/4 = 1/2;

P{Y = 4} = P{X2 = 4} = P{X = 2} = 1/2.

Znaqi, zakonot na raspredelba na Y e:

Y :




1 4

1/2 1/2



 , t.e. Y ∼ U({1, 4}).

Neka, sega, X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip za-

dadena so gustina pX(x). Slednata teorema poka�uva kako mo�e da

se opredeli gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva Y =

f(X), vo sluqaj koga f e strogo monotona funkcija i ima neprekinat
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izvod nad mno�estvoto vrednosti na X.

Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip koja

prima vrednosti od intervalot (a, b) (mo�e a = −∞ ili b = +∞
ili i dvete). Ako f e strogo monotona funkcija i ima nepreki-

nat izvod na (a, b), togax gustinata na raspredelba na Y = f(X)

se opredeluva so:

pY (x) = pX(f−1(x))|(f−1)′(x)|. (2.36)

Teorema 2.11

Dokaz: Prvo, neka f e strogo monotono rasteqka na (a, b). Togax i f−1

e strogo monotono rasteqka na intervalot (f(a), f(b)), pa (f−1)′(x) > 0,

t.e. |(f−1)′(x)| = (f−1)′(x), za x ∈ (f(a), f(b)). Sega, za funkcijata na

raspredelba na sluqajnata promenliva Y se dobiva:

FY (x) = P{Y < x} = P{f(X) < x} = P{X < f−1(x)} = FX(f−1(x)).

So diferenciraǌe na posledniot izraz ḱe ja dobieme gustinata na

raspredelba na sluqajanata promenliva Y . Imeno,

pY (x) = F ′
Y (x) = pX(f−1(x))(f−1)′(x) = pX(f−1(x))|(f−1)′(x)|,

pri xto vo poslednoto ravenstvo e iskoristeno deka izvodot na (f−1)′

e pozitiven na (f(a), f(b)).

Ako f e strogo monotono opaǵaqka na (a, b), togax i f−1 e strogo

monotono opaǵaqka na (f(b), f(a)). Ottuka, (f−1)′(x) < 0, t.e. |(f−1)′(x)| =
−(f−1)′(x), za x ∈ (f(b), f(a)). Koristejḱi go prethodnoto, za funkcijata

na raspredelba na Y , dobivame:

FY (x) = P{Y < x} = P{f(X) < x} = P{X > f−1(x)} = 1− FX(f−1(x)).
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Sega, so diferenciraǌe za gustinata na raspredelba na Y se dobiva:

pY (x) = F ′
Y (x) = −pX(f−1(x))(f−1)′(x) = pX(f−1(x))|(f−1)′(x)|,

bidejḱi izvodot na f−1 e negativen na (f(b), f(a)). �

Primer 2.23 Da se opredeli gustinata na raspredelba na sluqajnata

promenliva Y , ako:

a) Y =
X − a

σ
, kade xto X ∼ N(a, σ2), σ > 0;

b) Y = σX + a, kade xto σ > 0 i X ∼ N(0, 1).

Rexenie: a) Bideḱi X ∼ N(a, σ2), gustinata na X e zadadena so:

pX(x) =
1√
2πσ

e−(x−a)2/2σ2

. (2.37)

Od f(x) =
x− a

σ
, naoǵame deka f−1(x) = σx + a, pa (f−1)′(x) = σ > 0. Sega,

so primena na ravenstvoto (2.36), za gustinata na raspredelba na Y se

dobiva:

pY (x) = pX(f−1(x))|(f−1)′(x)| = pX(σx+ a)|σ| = σ · pX(σx + a).

So zamena na pX od (2.37), se dobiva:

pY (x) = σ · 1√
2πσ

e−(σx+a−a)2/2σ2

=
1√
2π

e−x2/2,

t.e. Y ∼ N(0, 1).

Znaqi, so primena na transformacijata Y =
X − a

σ
na sluqajna

promenliva X koja ima normalna N(a, σ2) raspredelba, se dobiva slu-

qajna promenliva Y ∼ N(0, 1). Ovaa raspredelba se narekuva normalna

normirana (ili standardizirana) raspredelba. Zatoa, vakvata trans-

formacija se narekuva normiraǌe na sluqajnata promenliva X.

b) Od f(x) = σx + a, naoǵame deka f−1(x) =
x− a

σ
, pa (f−1)′(x) = 1/σ > 0.
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So zamena vo (2.36), se dobiva:

pY (x) = pX(f−1(x))|(f−1)′(x)| = pX

(x− a

σ

)
∣
∣
∣
∣

1

σ

∣
∣
∣
∣
=

1

σ
· pX

(x− a

σ

)

.

Koristejḱi deka X ∼ N(0, 1), dobivame:

pY (x) =
1

σ
· 1√

2π
exp

[

−1

2

(
x− a

σ

)2
]

=
1√
2πσ

e−(x−a)2/2σ2

,

t.e. Y ∼ N(a, σ2). �

Zabelexka 2.3 Da vooqime deka vo dokazot na teorema 2.11, najprvo ja

opredelivme funkcijata na raspredelba na Y , a potoa so nejzino dife-

renciraǌe ja najdovme i soodvetnata gustina na raspredelba. Ottuka,

pri opredeluvaǌe na gustina na raspredelba na sluqajnata promen-

liva Y = f(X) mo�e da se koristi istata ovaa postapka, bez da se

koristi ravenstvoto (2.36). Toa ḱe go napravime vo slednite primeri.

Primer 2.24 Neka sluqajnata promenliva X ima funkcija na raspre-

delba F (x). Ḱe ja opredelime funkcijata na raspredelba na sluqajnata

promenliva Y = F (X). Vodejḱi smetka deka F (x) e funkcija na raspre-

delba, t.e. e monotono neopaǵaqka i prima vrednosti od intervalot

[0, 1], za funkcijata na raspredelba na Y se dobiva slednovo:

za y ≤ 0, FY (y) = P{Y < y} = P{F (X) < y} = 0;

za 0 < y ≤ 1,

FY (y) = P{Y < y} = P{F (X) < y} = P{X < F−1(y)} = FX(F−1(y)) = y;

za y > 1, FY (y) = P{Y < y} = P{F (X) < y} = 1.

Znaqi,

FY (y) =







0, y ≤ 0

y, 0 < y ≤ 1

1, y > 1.

,

t.e. Y ∼ U(0, 1).
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Primer 2.25 Neka Y ∼ U(0, 1) i X = F−1(Y ), kade xto F (x) gi zado-

voluva uslovite za funkcija na raspredelba. Ḱe poka�eme deka

funkcijata na raspredelba na X e F (x). Imeno, za funkcijata na ras-

predelba na X se dobiva:

FX(x) = P{X < x} = P{F−1(Y ) < x} = P{Y < F (x)} = FY (F (x)) = F (x),

bidejḱi Y ima ramnomerna U(0, 1) raspredelba i 0 ≤ F (x) ≤ 1, za sekoe

x.

Napomena: Ovaa zadaqa ovozmo�uva generiraǌe na sluqajni broevi

so dadena raspredelba. Imeno, ako treba da se generira niza broevi

od raspredelba zadadena so funkcija na raspredelba F (x) (koja treba

da e inverzibilna funkcija), togax se postapuva na sledniov naqin:

1) se generira niza so ramnomerna raspredelba na intervalot (0, 1);

2) na dobienata niza se primenuva transformacija F−1(x) i se dobiva

niza so baranata raspredelba.

2.9.2 Funkcii od dve sluqajni promenlivi

Neka (X,Y ) e sluqaen vektor od red 2 i neka f : R2 → R. Pov-

torno, spored teorema 2.10 sleduva deka Z = f(X,Y ) e sluqajna pro-

menliva. Zatoa, ḱe velime deka sluqajnata promenliva Z e funkcija

od sluqajniot vektor (X,Y ) od red 2, t.e. e funkcija od dve sluqajni

promenlivi X i Y . Treba da se opredeli raspredelbata na sluqajnata

promenliva Z = f(X,Y ). Tipot na ovaa raspredelba zavisi od tipot

na raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ).

Najprvo, neka (X,Y ) e sluqaen vektor od diskreten tip zadaden

so negoviot zakon na raspredelba pij = P{X = xi, Y = yj}, (xi, yj) ∈ R(X,Y ).

Za zakonot na raspredelba na Z se dobiva slednovo:

P{Z = z} = P{f(X,Y ) = z} =
∑

(xi, yj) ∈ R(X,Y )

f(xi, yj) = z

P{X = xi, Y = yj} =
∑

(xi, yj) ∈ R(X,Y )

f(xi, yj) = z

pij .
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Primer 2.26 Edna programa se sostoi od dva modula. Neka sluqaj-

nata promenliva X go oznaquva brojot na grexki vo prviot, a sluqaj-

nata promenliva Y - brojot na grexki vo vtoriot modul. Zakonot na

raspredelba na sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so slednata tabela:

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
1 2 3

1 0.2 0.1 0.1

2 0.15 0.25 0.2

Ḱe ja opredelime raspredelbata na sluqajnata promenliva Z - vkupen

broj grexki vo programata. Jasno e deka Z = X+Y . Od R(X,Y ) = {1, 2, 3}×
{1, 2}, naoǵame deka mno�estvoto vrednosti na sluqajnata promenliva

Z e RZ = {2, 3, 4, 5}. Za soodvetnite verojatnosti se dobiva:

P{Z = 2} = P{X + Y = 2} = P{X = 1, Y = 1} = 0.2

P{Z = 3} = P{X + Y = 3} = P{X = 1, Y = 2}+ P{X = 2, Y = 1}
= 0.15 + 0.1 = 0.25

P{Z = 4} = P{X + Y = 4} = P{X = 2, Y = 2}+ P{X = 3, Y = 1}
= 0.25 + 0.1 = 0.35

P{Z = 5} = P{X + Y = 5} = P{X = 3, Y = 2} = 0.2

Znaqi, zakonot na raspredelba na Z e od oblik:

Z :




2 3 4 5

0.2 0.25 0.35 0.2



 .

Vo prodol�enie, ḱe go razgledame sluqajot koga (X,Y ) e sluqaen

vektor od apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba

p(x, y) i neka Z = f(X,Y ). Gustinata na Z se opredeluva na sledniov

naqin. Prvo, se voveduva pomoxna sluqajna promenliva U koja najed-

nostavno e da bide identiqna sluqajna promenliva. Znaqi, U = X ili

U = Y . Bez gubeǌe na opxtosta, neka U = X. Na toj naqin, dobivame
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sistem od dve sluqajni promenlivi Z i U koi se funkcii od sluqajnite

promenlivi X i Y . Vo termini na obiqni promenlivi, transformaci-

jata so koja od (X,Y ) se dobiva vektorot (Z,U) e zadadana so sistemot

ravenstva: 





z = f(x, y)

u = x
. (2.38)

Inverznata transformacija na prethodno dadenata se dobiva ako x i

y se izrazat preku z i u, se dobiva:







x = g1(z, u)

y = g2(z, u)
, (2.39)

za nekoi funkcii g1 i g2 od R
2 vo R.

Neka S1 ⊆ R
2 so transformacijata zadadena so (2.38) se pres-

likuva vo mno�estvo S2 ⊆ R
2, t.e.

S2 = {(z, u)|z = f(x, y), u = x, (x, y) ∈ S1}.

Jakobijanot na inverznata transformacija (2.39) e

J =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x

∂z

∂x

∂u

∂y

∂z

∂y

∂u

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Sega, soglasno praviloto za smena vo dvoen integral, imame:

P{(Z,U) ∈ S2} = P{(X,Y ) ∈ S1} =

∫∫

S1

p(x, y)dxdy

=

∫∫

S2

p(g1(z, u), g2(z, u))|J |dzdu.

Ottuka, za gustinata na sluqajniot vektor (Z,U) se dobiva:
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pZU (z, u) = p(g1(z, u), g2(z, u))|J |. (2.40)

Na kraj, raspredelbata na sluqajnata promenliva Z se naoǵa kako

marginalna raspredelba od raspredelbata na sluqajniot vektor (Z,U).

Primer 2.27 Sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so gustinata na ras-

predelba p(x, y). Ḱe ja opredelime raspredelbata na sluqajnata pro-

menliva Z = X + Y . Za taa cel, voveduvame pomoxna sluqajna promen-

liva U = X. Na toj naqin e zadadena transformacijata:







z = x+ y

u = x
,

qija inverzna transformacija e:







x = u

y = z − u
.

Jakobijanot na inverznata transformacija e:

J =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x

∂z

∂x

∂u

∂y

∂z

∂y

∂u

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1

1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −1.

So zamena vo (2.40), se dobiva:

pZU (z, u) = p(u, z − u)|J | = p(u, z − u).

Ottuka, za marginalnata raspredelba na Z se dobiva:

pZ(z) =

+∞∫

−∞

pZU (z, u)du =

+∞∫

−∞

p(u, z − u)du. (2.41)

Primer 2.28 Sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so gustinata na ras-
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predelba p(x, y). Ḱe ja opredelime raspredelbata na sluqajnata pro-

menliva Z = XY . Isto kako i prethodno, voveduvame identiqna slu-

qajna promenliva U = X. Dobienata transformacija e:







z = xy

u = x
,

a nejzinata inverzna transformacija e:







x = u

y = z/u

Jakobijanot na ovaa transformacija e:

J =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x

∂z

∂x

∂u

∂y

∂z

∂y

∂u

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1
1

u
− z

u2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= − 1

u
.

Soglasno (2.40), dobivame:

pZU (z, u) = pXY (u, z/u)|J | = p(u, z/u)
1

|u| .

Na kraj, marginalnata raspredelba na Z ḱe se dobie od zaedniqkata

raspredelba na (Z,U), so:

pZ(z) =

+∞∫

−∞

pZU (z, u)du =

+∞∫

−∞

p(u, z/u)
1

|u|du.

Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, togax gustinata na Z

dobiva oblik:

pZ(z) =

+∞∫

−∞

pX(u)pY (z/u)
1

|u|du. (2.42)

Na kraj od ovaa glava, ḱe ja formulirame teoremata (qij dokaz
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e daden vo prilog A.5) spored koja funkcii od nezavisni sluqajni

promenlivi se, isto taka, nezavisni sluqajni promenlivi.

Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, a f i g se

Borelovi funkcii od R vo R. Togax i sluqajnite promenlivi

f(X) i g(Y ) se nezavisni.

Teorema 2.12





Glava 3

Brojni karakteristiki na sluqajni

promenlivi

Raspredelbata na edna sluqajna promenliva ili na eden

sluqaen vektor sodr�i kompletna informacija za odnesuvaǌeto na taa

sluqajna promenliva, t.e. na sluqajniot vekor. Ovie detalni infor-

macii mo�e da se sumiraat vo nekolku znaqajni karakteristiki kako

xto se srednata vrednost, otstapuvaǌeto od nea, vrednosta koja se

pojavuva so najgolema verojatnost i sl. Najqesto koristeni brojni

karakteristiki se matematiqkoto oqekuvaǌe, disperzijata, standard-

nata devijacija, kovarijansata i koeficientot na korelacija, koi ḱe

bidat vovedeni vo ovaa glava.

3.1 Matematiqko oqekuvaǌe

Matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X e nej-

zina sredna vrednost. Go oznaquvame so EX. No, koga velime sredna

vrednost, togax se misli na te�inska sredina, a ne na obiqna arit-

metiqka sredina na vrednostite na edna sluqajna promenliva. Da gi

129
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razgledame slednite primeri.

Primer 3.1 Neka sluqajnata promenliva X e indikator na nastan A,

kade xto P (A) = 0.5, t.e.

X :




0 1

0.5 0.5



 .

Ako eksperimentot se povtoruva golem broj pati i se nabǉuduva

vrednosta xto ja prima sluqajnata promenliva X, togax vrednosta X =

0 ḱe se pojavi pribli�no vo polovina od nabǉuduvaǌata, a vrednosta

X = 1 vo ostanatate nabǉuduvaǌa. Zatoa, razumno e da se zeme deka

srednata vrednost ḱe bide blisku do 0.5, pa razumno e da se zeme deka

EX = 0.5.

Primer 3.2 Ḱe ja razgledame sega sluqajnata promenliva X koja e

povtorno indikator na nastan A, no P (A) = 0.25, t.e.

X :




0 1

0.75 0.25



 .

Pri golem broj povtoruvaǌa na eksperimentot, vrednosta X = 1

se pojavuva pribli�no vo 1/4 od sluqaite, a vo site ostanati se po-

javuva vrednosta X = 0. Ako nekoj dobiva eden denar za sekoe pojavu-

vaǌe na vrednosta X = 1, togax toj ḱe dobiva eden denar pribli�no

na sekoi 4 izveduvaǌa na eksperimentot, t.e. po 0.25 denari po ekspe-

riment. Zatoa, vo ovoj sluqaj, EX = 0.25.

Fiziqkiot model na ovie dva primera e pretstaven na slika

3.1. Se stavat dve ednakvi masi od po 0.5 kg vo toqkite 0 i 1, i tie se

povrzat so eden tvrd, no beste�inski lost. Masite gi pretstavuvaat

verojatnostite P{X = 0} i P{X = 1}. Se bara toqkata vo koja sistemot

ḱe bide vo ramnote�a. Bidejḱi stanuva zbor za simetriqen sistem,
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toqkata na ramnote�a, t.e. centarot na gravitacija e vo sredinata

0.5.

Za vtoriot primer, se postavuvaat masi 0.75 i 0.25 vo toqkite

0 i 1, soodvetno. Toqkata na ramnote�a, t.e. centarot na gravitacija,

vo ovoj sluqaj ḱe bide 0.25.

0 10.5 0 10.50.25

Slika 3.1.

Ako mno�estvoto vrednosti na sluqajna promenliva ima poveḱe

od dve, no koneqno mnogu vrednosti, togax so sliqna diskusija kako

prethodno, se doaǵa do zakluqok deka centarot na ramnote�a e vo

toqkata opredelena so ravenstvoto (3.1). Ottuka, matematiqko oqeku-

vaǌe se definira na sledniov naqin.

Matematiqko oqekuvaǌe na diskretna sluqajna promenliva X

so koneqno mno�estvo vrednosti RX = {x1, x2, . . . , xn} e brojot

EX =

n∑

i=1

xiP{X = xi} =
∑

xi∈RX

xipi. (3.1)

Definicija 3.1

Primer 3.3 Neka sluqajnata promenliva X e zadadena so zakonot na

raspredelba

X :




1 2 4

0.1 0.5 0.4



 .
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Spored formulata (3.1), za matematiqkoto oqekuvaǌe na X dobivame:

EX = 1 · 0.1 + 2 · 0.5 + 4 · 0.4 = 2.7.

Neka X e diskretna sluqajna promenliva so prebrojlivo

mno�estvo vrednosti RX = {x1, x2, . . . } i verojatnosti pn =

P{X = xn}, n = 1, 2, . . . Matematiqko oqekuvaǌe na sluqajnata

promenliva X e brojot

EX =

+∞∑

n=1

xnP{X = xn} =

+∞∑

n=1

xnpn, (3.2)

pod uslov redot da e apsolutno konvergenten. t.e.
+∞∑

n=1

|xn|pn <

+∞.

Definicija 3.2

Primer 3.4 Strelec strela vo meta i verojatnosta da pogodi vo edno

strelaǌe e 0.7. Strelecot strela sè dodeka ne ja pogodi celta. Da se

opredeli matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X - broj

na strelaǌa vo celta.

Rexenie: Sluqajnata promenliva X ∼ Geo(0.7), t.e. RX = {1, 2, 3, . . .} i

pn = P{X = n} = 0.3n−1 · 0.7, za n = 1, 2, . . .Soglasno formulata (3.2), za

matematiqkoto oqekuvaǌe na X se dobiva:

EX =

+∞∑

n=1

xnpn =

+∞∑

n=1

n · 0.3n−1 · 0.7

= 0.7 ·
[
(1 + 0.3 + 0.32 + . . . ) + (0.3 + 0.32 + . . . ) + (0.32 + 0.33 + . . . ) + . . .

]

= 0.7 ·
+∞∑

n=1

+∞∑

i=n

0.3i−1 = 0.7 ·
+∞∑

n=1

0.3n−1

1− 0.3
=

+∞∑

n=1

0.3n−1 =
1

1− 0.3
=

1

0.7
=

10

7
.
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Sumite koi se javuvaat vo presmetkata na matematiqkoto oqekuvaǌe

se, vsuxnost, geometriski redovi, pa se koristi deka

+∞∑

k=0

ark =
a

1− r
,

ako |r| < 1. �

Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip za-

dadena so gustina p(x). Matematiqko oqekuvaǌe na sluqajnata

promenliva X se definira so:

EX =

+∞∫

−∞

xp(x)dx, (3.3)

pod uslov integralot da e apsolutno konvergenten, t.e.
+∞∫

−∞

|x|p(x)dx < +∞.

Definicija 3.3

Primer 3.5 Neka sluqajnata promenliva X ima gustina na raspre-

delba

p(x) =







x

6
, 2 < x < 4

0, vo ostanatite sluqai

Spored (3.3), za matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva

X se dobiva:

EX =

4∫

2

x · x
6
dx =

1

6

4∫

2

x2dx =
1

6

x3

3

∣
∣
∣

4

2
=

1

18
(43 − 23) =

28

9
.
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Matematiqkoto oqekuvaǌe gi ima slednive svojstva:

i. Ec = c, kade xto c e dadena konstanta;

ii. |EX | ≤ E|X |;
iii. Ako P{a ≤ X ≤ b} = 1, togax a ≤ EX ≤ b;

iv. E(cX) = cEX, ako EX postoi;

v. E(X + Y ) = EX + EY , ako EX i EY postojat;

vi. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi i EX i EY

postojat togax

E(XY ) = EX · EY ;

vii. E
( n∑

i=1

ciXi

)

=

n∑

i=1

ciEXi, kade xto ci, i = 1, . . . , n se dadeni

konstanti;

viii. Ako X1, X2, . . . , Xn se nezavisni sluqajni promenlivi, togax

E
( n∏

i=1

Xi

)

=

n∏

i=1

EXi.

Teorema 3.1

Dokazot na teorema 3.1 e daden vo prilog A.6.

Primer 3.6 Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi zadadeni

so slednive zakoni na raspredelba:

X :




1 3 5

0.4 0.3 0.3



 , Y :




1 2

0.3 0.7



 .

Togax za matematiqkite oqekuvaǌa na X i Y se dobiva:

EX = 1 · 0.4 + 3 · 0.3 + 5 · 0.3 = 2.8

EY = 1 · 0.3 + 2 · 0.7 = 1.7

Spored svojstvoto v. od prethodnata teorema za matematiqkoto oqeku-
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vaǌe na sluqajnata promenliva X + Y se dobiva:

E(X + Y ) = EX + EY = 2.8 + 1.7 = 4.5.

Od nezavisnosta na X i Y i svojstvoto vi., pak, se opredeluva matema-

tiqkoto oqekuvaǌe na proizvodot XY so:

E(XY ) = EX ·EY = 2.8 · 1.7 = 4.76.

3.2 Disperzija

Pred da go vovedeme poimot za disperzija, da go zagledame

primerot vo prodol�enie.

Primer 3.7 Neka sluqajnata promenliva X e zadadena so zakonot na

raspredelba:

X :




1 2 3 4 5

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2



 ,

a sluqajnata promeniva Y e konstanta i P{Y = 3} = 1. Za matematiqkite

oqekuvaǌa na X i Y se dobiva:

EX = 1 · 0.2 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 + 4 · 0.2 + 5 · 0.2 = 3, EY = 3 · 1 = 3.

Da vooqime deka dvete sluqajni promenlivi imaat isto matematiqko

oqekuvaǌe, iako nivnata raspredelba se razlikuva. Imeno, prvata

sluqajna promenliva prima 5 vrednosti so ednakva verojatnost, a

vtorata e konstantna. Ottuka, ako ne e poznata raspredelbata na edna

sluqajna promenliva, a se znae samo nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe,

mo�e da se izvleqe zakluqok samo za brojot koj e te�inska sredina na

vrednostite na sluqajnata promenliva, no ne i kakvo e otstapuvaǌeto

od taa sredina.

Zatoa se javuva potrebata od voveduvaǌe na nova karakte-
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ristika koja ḱe go opredeluva otstapuvaǌeto na vrednostite na

edna sluqajna promenliva od nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe. Taa

karakteristika se narekuva disperzija na sluqajnata promenliva.

Disperzija (ili varijansa) na sluqajnata promenliva X e sred-

nokvadratno otstapuvaǌe na vrednostite na edna sluqajna pro-

menliva od nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe, t.e. toa e brojot

DX = E(X − EX)2 (3.4)

Definicija 3.4

So razvivaǌe na izrazot za opredeluvaǌe na disperzijata i

primenuvaǌe na svojstvata na matematiqkoto oqekuvaǌe se dobiva

slednoto:
DX = E(X2 − 2X ·EX + (EX)2)

= EX2 − 2EX ·EX + (EX)2

= EX2 − 2(EX)2 + (EX)2

= EX2 − (EX)2

Znaqi,

DX = EX2 − (EX)2. (3.5)

Ako sluqajnata promenliva X e od diskreten tip zadadena so mno-

�estvo vrednosti RX i verojatnosti pi = P{X = xi}, za xi ∈ RX , togax

disperzijata na X se opredeluva so:

DX =
∑

xi∈RX

(xi − EX)2pi,

a

EX2 =
∑

xi∈RX

x2
i pi.

Ako pak, X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zada-
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dena so gustina p(x), togax

DX =

+∞∫

−∞

(x− EX)2p(x)dx,

a

EX2 =

+∞∫

−∞

x2p(x)dx.

Primer 3.8 Neka sluqajnata promenliva X e zadadena so zakonot na

raspredelba

X :




1 2 4

0.1 0.5 0.4



 .

Vo primer 3.3 opredelivme EX = 2.7. Sega, spored prethodnite for-

muli opredeluvame:

EX2 = 12 · 0.1 + 22 · 0.5 + 42 · 0.4 = 8.5,

pa za disperzijata na X se dobiva:

DX = EX2 − (EX)2 = 8.5− (2.7)2 = 1.21.

Primer 3.9 Neka sluqajnata promenliva X ima gustina na raspre-

delba

p(x) =







x

6
, 2 < x < 4

0, vo ostanatite sluqai

Vo primer 3.5, opredelivme deka EX =
28

9
. Spored prethodnata for-

mula za EX2, za sluqajna promenliva X od apsolutno-neprekinat tip,

dobivame:

EX2 =

+∞∫

−∞

x2p(x)dx =

4∫

2

x2 · x
6
dx =

1

6

4∫

2

x3dx =
1

6

x4

4

∣
∣
∣

4

2
=

1

24
(44 − 24) = 10,

pa

DX = EX2 − (EX)2 = 10−
(
28

9

)2

=
26

81
.
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Disperzijata gi ima slednive svojstva:

i. DX ≥ 0. Pritoa, DX = 0 ako i samo ako P{X = c} = 1, kade

xto c = const;

ii. D(X + c) = DX, za proizvolna konstanta c;

iii. D(cX) = c2DX;

iv. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, togax

D(X + Y ) = DX +DY ;

v. Ako X1, X2, . . . , Xn se po parovi nezavisni sluqajni promen-

livi, a c1, c2,. . . , cn se dadeni konstanti, togax

D(c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn) = c21DX1 + c22DX2 + · · ·+ c2nDXn.

vi. E(X − c)2 ≥ E(X − EX)2, za proizvolna konstanta c.

Teorema 3.2

Dokazot na teorema 3.2 e daden vo prilog A.6.

3.3 Matematiqko oqekuvaǌe i disperzija za nekoi zna-

qajni raspredelbi

Indikator na nastan A. Neka A e daden nastan i P (A) = p, a q = 1− p.

Togax indikatorot na nastan A e

IA :




0 1

q p



 .

Za matematiqkoto oqekuvaǌe na IA se dobiva:

EIA = 0 · q + 1 · p = p.

Sega,

EI2A = 02 · q + 12 · p = p,
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pa za disperzijata na IA se dobiva:

DIA = EI2A − (EIA)
2 = p− p2 = p(1− p) = pq.

Binomna raspredelba. Neka X ∼ B(n, p). Togax X oznaquva broj na

pojavuvaǌa na nastanot A vo Bernulieva xema so n eksperimenti. Za-

toa, X mo�e da se zapixe vo oblik X = X1+X2+ · · ·+Xn, kade Xi = IA i

poka�uva dali se pojavil ili ne nastanot A vo i-tata serija od eksperi-

mentot, i = 1, 2, . . . , n. Isto taka, Xi se nezavisni sluqajni promenlivi,

bidejḱi se povrzani za nezavisni eksperimenti. Sega, soglasno pret-

hodno izvedenoto, EXi = EIA = p, a DXi = DIA = pq. Spored svojstvoto

vii. od teorema 3.1, za matematiqkoto oqekuvaǌe na X se dobiva:

EX = E(X1 +X2 + · · ·+Xn) = EX1 + EX2 + · · ·+ EXn = np,

a od nezavisnosta na Xi i svojstvoto v. od Teorema 3.2, ja opredeluvame

disperzijata na X so:

DX = D(X1 +X2 + · · ·+Xn)
nez.
== DX1 +DX2 + · · ·+DXn = npq.

Ramnomerna raspredelba na koneqno mno�estvo. Neka X ∼
U({x1, x2, . . . , xn}). Togax pi = P{X = xi} =

1

n
, za i = 1, 2, . . . , n. Sega, za

matematiqkoto oqekuvaǌe na X se dobiva:

EX =
1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn) = xn,

t.e. matematiqkoto oqekuvaǌe na X e aritmetiqka sredina na elemen-

tite od mno�estvoto {x1, x2, . . . , xn}. Ponatamu,

DX =

n∑

i=1

(xi − xn)
2 1

n
=

1

n

n∑

i=1

(xi − xn)
2 = s2n,

t.e. disperzijata na X e disperzija na mno�estvoto vrednosti

{x1, x2, . . . , xn}.
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Geometriska raspredelba. Neka X ∼ Geo(p). Togax mno�estvoto

vrednosti na X e RX = {1, 2, . . .} i

pi = P{X = i} = qi−1p, i ∈ RX .

Za polesno presmetuvaǌe na sumite pri opredeluvaǌe na matema-

tiqko oqekuvaǌe i disperzija kaj geometriska raspredelba, se vove-

duva funkcijata:

Ψ(z) =

+∞∑

i=1

piz
i, z ∈ (0, 1).

Prvite dva izvoda na ovaa funkcija se:

Ψ′(z) =
+∞∑

i=1

ipiz
i−1, Ψ′′(z) =

+∞∑

i=1

i(i− 1)piz
i−2.

Sega,

Ψ′(1) =
+∞∑

i=1

ipi = EX,

a

Ψ′′(1) =
+∞∑

i=1

i(i− 1)pi = EX2 − EX.

Ottuka,

EX = Ψ′(1), EX2 = Ψ′′(1) + Ψ′(1). (3.6)

Znaqi, opredeluvaǌeto na matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata

na sluqajnata promenliva X se sveduva na opredeluvaǌe izvodi na

funkcijata Ψ(z). Opredeluvame:

Ψ(z) =

+∞∑

i=1

qi−1pzi = pz

+∞∑

i=1

(qz)i−1 =
pz

1− qz
,

kako suma na geometriski red so prv qlen 1 i koliqnik qz. Prvite dva

izvoda na ovaa funkcija se:

Ψ′(z) =
p

(1− qz)2
, Ψ′′(z) =

2pq

(1− qz)3
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i

Ψ′(1) =
1

p
, Ψ′′(1) =

2q

p2
.

Soglasno, prethodno utvrdenite ravenstva (3.6), naoǵame:

EX = Ψ′(1) =
1

p

EX2 = Ψ′′(1) + Ψ′(1) =
2q

p2
+

1

p
=

2q + p

p2
=

1 + q

p2

DX = EX2 − (EX)2 =
1 + q

p2
− 1

p2
=

q

p2
.

Zabelexka 3.1 Matematiqkoto oqekuvaǌe na X mo�e da se opredeli

i na naqin kako vo primer 3.4. Imeno,

EX =

+∞∑

i=1

ipi =

+∞∑

i=1

iqi−1p

= p[(1 + q + q2 + . . . ) + (q + q2 + . . . ) + (q2 + q3 + . . . ) + . . . ]

= p

+∞∑

n=1

+∞∑

i=n

qi−1 = p

+∞∑

n=1

qn−1

1− q
=

+∞∑

n=1

qn−1 =
1

1− q
=

1

p
.

Puasonova raspredelba. Neka X ∼ P (λ). Togax RX = {0, 1, 2, . . .} i

pi = P{X = i} =
λi

i!
e−λ, i ∈ RX .

Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X naoǵame:

EX =

+∞∑

i=0

ipi =

+∞∑

i=0

i
λi

i!
e−λ

=

+∞∑

i=1

i
λi

i!
e−λ =

+∞∑

i=1

λi

(i− 1)!
e−λ

=

+∞∑

r=0

λr+1

r!
e−λ = λ

+∞∑

r=0

λr

r!
e−λ

= λ,
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bidejḱi
+∞∑

r=0

λr

r!
e−λ = 1, kako suma na verojatnosti kaj Puasonova P (λ)

raspredelba.

EX2 =

+∞∑

i=0

i2pi =

+∞∑

i=0

i2
λi

i!
e−λ

=

+∞∑

i=1

i2
λi

i!
e−λ =

+∞∑

i=1

i
λi

(i− 1)!
e−λ

=
+∞∑

r=0

(r + 1)
λr+1

r!
e−λ

= λ

+∞∑

r=0

r
λr

r!
e−λ + λ

+∞∑

r=0

λr

r!
e−λ = λ2 + λ,

bidejḱi
+∞∑

r=0

r
λr

r!
e−λ = λ, kako matematiqko oqekuvaǌe na razgleduvanata

raspredelba. Sega, za disperzijata na X se dobiva slednovo:

DX = EX2 − EX = λ2 + λ− λ2 = λ.

Znaqi, kaj Puasonova P (λ) raspredelba, matematiqkoto oqekuvaǌe i

disperzijata se ednakvi na parametarot λ.

Ramnomerna raspredelba na interval. Neka X ∼ U(a, b). X e slu-

qajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip, zadadena so gustinata:

p(x, y) =







1

b− a
, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe na X e:

EX =

b∫

a

x
1

b − a
dx =

1

2(b− a)
x2

∣
∣
∣
∣

a

b
=

a+ b

2
.
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Za EX2 se dobiva:

EX2 =

b∫

a

x2 1

b− a
dx =

1

3(b− a)
x3

∣
∣
∣
∣

a

b
=

a2 + ab+ b2

3
,

a disperzijata na X e od oblik:

DX = EX2 − (EX)2 =
a2 + ab+ b2

3
− (a+ b)2

4
=

(b − a)2

12
.

Normalna raspredelba. Gustinata na sluqajnata promenliva X ∼
N(m,σ2) e od oblik:

p(x) =
1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2

.

Matematiqkoto oqekuvaǌe na X se opredeluva na sledniot naqin:

EX =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

+∞∫

−∞

x
1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2

.

Za rexavaǌe na posledniot integral se voveduva smena:

x−m

σ
= t, od kade xto x = σt+m i dx = σ dt.

Sega,

EX =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

(σt+m)e−t2/2 · σ dt =
σ√
2π

+∞∫

−∞

te−t2/2 +
m√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2 = m,

bidejḱi

+∞∫

−∞

te−t2/2 = 0, kako integral od neparna funkcija na simetriqen

interval, a
1√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2 = 1, kako integral od gustina na normalna

N(0, 1) raspredelba.
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Pri opredeluvaǌe na disperzijata, se dobiva:

DX = E(X − EX)2 = E(X −m)2

=

+∞∫

−∞

(x−m)2p(x)dx

=

+∞∫

−∞

(x−m)2
1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2

dx.

So voveduvaǌe na istata smena kako i prethodno, imame:

DX =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

σ2t2e−t2/2 · σ dt =
σ2

√
2π

+∞∫

−∞

t2e−t2/2.

Posledniot integral go rexavame so parcijalna integracija.

DX =
σ2

√
2π

+∞∫

−∞

t2e−t2/2dx






Parcijalna integracija:

u = t, dv = te−t2/2dt

du = dt, v = −e−t2/2






=
σ2

√
2π



−te−t2/2
∣
∣
∣

+∞

−∞
+

+∞∫

−∞

e−t2/2dt



 = σ2,

bidejḱi lim
t→+∞

(−te−t2/2) = 0, lim
t→−∞

(−te−t2/2) = 0 i
1√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2dt = 1, kako

integral od gustina na normalna normirana raspredelba. Znaqi, kaj

normalna N(m,σ2) raspredelba, matematiqkoto oqekuvaǌe e ednakvo na

prviot parametar m, a disperzijata na vtoriot parametar σ2.

Eksponencijalna raspredelba. Neka X ∼ E(λ). Togax

p(x) =







λe−λx, x > 0

0, x ≤ 0
.
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Sega, so primena na parcijalna integracija, opredeluvame:

EX =

+∞∫

0

λxe−λxdx =
1

λ
.

EX2 =

+∞∫

0

λx2e−λxdx =
2

λ2
,

pa

DX = EX2 − EX =
1

λ2
.

Gama raspredelba Neka X ∼ Γ(α, β). Gustinata na X e opredelena so:

p(x) =







xα−1

Γ(α)βα
e−x/β, x ≥ 0

0, x < 0

.

EX =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

+∞∫

0

xα

Γ(α)βα
e−x/βdx

(

Smena:
x

β
= t, dx = βdt

)

=
1

Γ(α)βα

+∞∫

0

βαtαe−tβdt

=
β

Γ(α)
Γ(α+ 1) =

β

Γ(α)
αΓ(α) = αβ.

EX2 =

+∞∫

−∞

x2p(x)dx =

+∞∫

0

xα+1

Γ(α)βα
e−x/βdx

=
1

Γ(α)βα

+∞∫

0

βα+1tα+1e−tβdt

=
β2

Γ(α)
Γ(α+ 2) =

β2

Γ(α)
(α+ 1)αΓ(α) = α2β2 + αβ2.

Sega, DX = EX2 − (EX2) = αβ2.

Da napomeneme deka vo gornoto izveduvaǌe e koristeno deka

Γ(α) =

+∞∫

0

xα−1e−xdx i Γ(α+ 1) = αΓ(α).
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Koxieva raspredelba. Neka sluqajnata promenliva X ima Koxieva

raspredelba, zadadena so gustinata

p(x) =
1/π

1 + x2
.

Ḱe poka�eme deka matematiqko oqekuvaǌe, pa ottuka i disperzija, na

X ne postoi. Za da postoi EX potrebno e da konvergira integralot

+∞∫

−∞

|x|p(x)dx.

Vo ovoj sluqaj,

+∞∫

−∞

|x|p(x)dx =
1

π

+∞∫

−∞

|x|
1 + x2

dx

=
2

π

+∞∫

0

x

1 + x2
dx

(
Smena: 1 + x2 = t

)

=
1

π

+∞∫

1

dt

t
= lim

k→+∞

1

π

k∫

1

dt

t

=
1

π
lim

k→+∞
ln t|k1 =

1

π
lim

k→+∞
(ln k − ln 1) = +∞.

Znaqi, integralot ne e apsolutno konvergenten, pa EX ne postoi.

3.4 Momenti na sluqajni promenlivi

Vo prethodnite lekcii vidovme deka matematiqkoto oqekuvaǌe

e sredna vrednost na edna sluqajna promenliva, a disperzijata e merka

za rasejuvaǌeto na vrednostite na sluqajnata promenliva od nejzinoto

matematiqko oqekuvaǌe. No, vo nekoi sluqai, posebno vo statistika,

za dobivaǌe podobra pretstava za edna sluqajna promenliva, po�elno

e da se znaat i drugi karakteristiki, koi poka�uvaat simetriqnost na

vrednostite na sluqajnata promenliva, zakrivenost na raspredelbata
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i sl. Zatoa, se definiraat takanareqeni momenti od povisok red.

Poqeten moment od red k na sluqajnata promenliva X e brojot

νk = EXk. Pritoa, ako X e diskretna sluqajnata promenliva,

togax

νk =
∑

xi∈RX

xk
i P{X = xi},

a ako X e apsolutno-neprekinata sluqajna promenliva so

gustina p(x), togax

νk =

+∞∫

−∞

xkp(x)dx.

Definicija 3.5

Centralen moment od red k na sluqajnata promenliva X e brojot

µk = E(X − EX)k. Pritoa,

µk =
∑

xi∈RX

(xi − EX)kP{X = xi} (vo diskreten sluqaj)

µk =

+∞∫

−∞

(x − EX)kp(x)dx (vo apsolutno-neprekinat sluqaj)

Definicija 3.6

Od prethodnite definicii mo�e da se vooqi deka matematiq-

koto oqekuvaǌe na edna sluqajna promenliva e poqeten moment od prv

red, a disperzijata e centralen moment od vtor red.

Poqetni momenti na normalna normirana raspredelba.

Neka X ∼ N(0, 1). Ako k e neparen broj (k = 2n+ 1, n = 0, 1, . . . ), togax

νk = EXk = EX2n+1 =

+∞∫

−∞

x2n+1pX(x)dx =

+∞∫

−∞

x2n+1 1√
2π

e−x2/2dx = 0,
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kako integral od neparna funkcija na simetriqen interval. Za k paren

broj, momentot od red k ḱe go izvedeme induktivno. Najprvo,

ν2 = EX2 =

+∞∫

−∞

x2 1√
2π

e−x2/2dx






Parcijalna integracija:

u = x, dv = xe−x2/2dx

du = dx, v = −e−x2/2






=
1√
2π



−xe−x2/2
∣
∣
∣

+∞

−∞
+

+∞∫

−∞

e−x2/2dx





=
1√
2π

+∞∫

−∞

e−x2/2dx = 1

ν4 = EX4 =

+∞∫

−∞

x4 1√
2π

e−x2/2dx






Parcijalna integracija:

u = x3, dv = xe−x2/2dx

du = 3x2dx, v = −e−x2/2






=
1√
2π



−x3e−x2/2
∣
∣
∣

+∞

−∞
+ 3

+∞∫

−∞

x2e−x2/2dx





= 3 · 1√
2π

+∞∫

−∞

x2e−x2/2dx

= 3EX2 = 3 · 1.

Induktivnata pretpostavka e slednava:

ν2k = EX2k = (2k − 1)(2k − 3) . . . 3 · 1 = (2k − 1)!!.

Sega,

ν2k+2 = EX2k+2 =

+∞∫

−∞

x2k+2 1√
2π

e−x2/2dx






Parcijalna integracija:

u = x2k+1, dv = xe−x2/2dx

du = (2k + 1)x2kdx, v = −e−x2/2






=
1√
2π



−x2k+1e−x2/2
∣
∣
∣

+∞

−∞
+ (2k + 1)

+∞∫

−∞

x2ke−x2/2dx





= (2k + 1) · 1√
2π

+∞∫

−∞

x2ke−x2/2dx

= (2k + 1)EX2k = (2k + 1)(2k − 1)!! = (2k + 1)!!,
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so xto tvrdeǌeto e poka�ano.

Centralni momenti na N(m,σ2) raspredelba. Spored primer 2.23

a), ako Y ∼ N(m,σ2), togax X =
Y −m

σ
∼ N(0, 1). Od transformacijata,

pak, naoǵame deka Y − EY = Y −m = σX. Ottuka, za k neparen broj,

µk = E(Y − EY )k = E(σX)k = σkEXk = 0,

bidejḱi EXk = 0. Ako k = 2n e paren broj, togax

µk = E(Y − EY )2n = E(σX)2n = σ2nEX2n = σ2n(2n− 1)!!.

3.5 Momenti na sluqajni vektori

Matematiqko oqekuvaǌe na sluqajniot vektor (X,Y ) e podre-

deniot par realni broevi (EX,EY ), a disperzija na (X,Y ) e

podredeniot par (DX,DY ).

Definicija 3.7

Primer 3.10 Neka sluqajniot vektor (X,Y ) e zadaden so zakonot na

raspredelba:

H
H
H
H
H
H
H

Y

X
1 2 Σ

2 0.3 0.1 0.4

4 0.2 0.4 0.6

Σ 0.5 0.5 1

Za marginalnite raspredelbi na X i Y se dobiva:

X :




1 2

0.5 0.5



 Y :




2 4

0.4 0.6



 .
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Sega,

EX = 1 · 0.5 + 2 · 0.5 = 1.5

EY = 2 · 0.4 + 4 · 0.6 = 3.2.

Ottuka, E(X,Y ) = (1.5, 3.2). Od druga strana,

EX2 = 12 · 0.5 + 22 · 0.5 = 2.5

EY 2 = 22 · 0.4 + 42 · 0.6 = 11.2,

taka xto

DX = EX2−(EX)2 = 2.5−1.52 = 0.25, DY = EY 2−(EY )2 = 11.2−3.22 = 0.96,

t.e (DX,DY ) = (0.25, 0.96).

i) Poqeten moment od red (r, s) za sluqajniot vektor (X,Y ) e

brojot

νr,s = EXrY s.

ii) Centralen moment od red (r, s) za sluqajniot vektor (X,Y ) e

brojot

µr,s = E((X − EX)r(Y − EY )s).

Definicija 3.8

Ako (X,Y ) e sluqaen vektor od diskreten tip so mno�estvo vred-

nosti R(X,Y ) togax poqetniot moment od red (r, s) se opredeluva so:

νr,s =
∑

(xi,yj)∈R(X,Y )

xr
i y

s
jP{X = xi, Y = yj},

a centralniot moment od red (r, s) so:

µr,s =
∑

(xi,yj)∈R(X,Y )

(xi − EX)r(yj − EY )sP{X = xi, Y = yj}.
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Ako, pak, (X,Y ) e sluqaen vektor od apsolutno-neprekinat tip

zadaden so gustina p(x, y), togax poqetniot moment od red (r, s) se opre-

deluva so:

νr,s =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

xrysp(x, y)dxdy,

a centralniot moment od red (r, s) so:

µr,s =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(x − EX)r(y − EY )sp(x, y)dxdy.

Matricata sostavena od centralnite momenti od red (r, s), za

r + s = 2: 


µ2,0 µ1,1

µ1,1 µ0,2





se narekuva disperziska matrica ili matrica na varijansi i kovari-

jansi za vektorot (X,Y ). Imeto doaǵa od tamu xto (µ2,0, µ0,2) = (DX,DY ),

a brojot

µ1,1 = E((X − EX)(Y − EY ))

se narekuva kovarijansa na X i Y i se oznaquva so cov(X,Y ). Znaqi,

cov(X,Y ) = E((X − EX)(Y − EY )).

So osnovni presmetki i primena na svojstvata na matematiqkotoo

oqekuvaǌe, se dobiva:

cov(X,Y ) = E(XY −X ·EY − Y · EX + EX ·EY ))

= E(XY )− EX ·EY − EY ·EX + EX ·EY

= E(XY )− EX ·EY. (3.7)

Za dve sluqajni promenlivi velime deka se nekorelirani, ako

cov(X,Y ) = 0. Sega, od (3.7), direktno sleduva toqnosta na slednata
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teorema.

Ako dve sluqajni promenlivi se nezavisni, togax tie se i neko-

relirani.

Teorema 3.3

Vo opxt sluqaj, obratnoto tvrdeǌe ne va�i. Toa ḱe go poka�eme

so sledniov primer.

Primer 3.11 Neka (X,Y ) ima ramnomerna raspredelba na krug so ra-

dius R. Togax

p(x, y) =







1

R2π
, x2 + y2 ≤ R2

0, vo ostanatite sluqai
.

Sega,

pX(x) =

√
R2−x2
∫

−
√
R2−x2

1

R2π
dy =

2
√
R2 − x2

R2π
, −R ≤ x ≤ R.

Od priqini na simetrija,

pY (y) =
2
√

R2 − y2

R2π
, −R ≤ y ≤ R.

Jasno e deka, p(x, y) 6= pX(x)pY (y), t.e. X i Y ne se nezavisni

sluqajni promenlivi.

Od druga strana, EX =

R∫

−R

x · 2
√
R2 − x2

R2π
dx = 0, kako integral od

neparna funkcija na simetriqen interval. Od isti priqini i EY = 0.



Brojni karakteristiki na sluqajni promenlivi 153

Za E(XY ) se dobiva:

E(XY ) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

xyp(x, y)dxdy

=

∫∫

x2+y2<R2

xy
1

R2π
dxdy




Smena vo polarni koordinati:

x = r · cosϕ, y = r · sinϕ; J = r





=
1

R2π

R∫

0

2π∫

0

r · cosϕ · r · sinϕ · rdϕdr

=
1

R2π

2π∫

0

R∫

0

r3 cosϕ sinϕdrdϕ

=
1

2R2π

2π∫

0

sin 2ϕ

[
r4

4

]R

0

dϕ

=
1

2R2π

R4

4

[− cos 2ϕ

2

]2π

0

=
R2

8π
(−1 + 1) = 0.

Dobivme deka cov(X,Y ) = E(XY )− EX · EY = 0. Znaqi, X i Y se nekore-

lirani, no ne se nezavisni sluqajni promenlivi.

Brojot

ρXY =
cov(X,Y )√
DX ·

√
DY

=
E((X − EX)(Y − EY ))√

DX ·
√
DY

(3.8)

se narekuva koeficient na korelacija pomeǵu sluqajnite pro-

menlivi X i Y .

Definicija 3.9

Svojstvata na koeficientot na korelacija se dadeni vo slednata

teorema.
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i) Za koi bilo dve sluqajni promenlivi X i Y , |ρXY | ≤ 1.

ii) |ρXY | = 1 ako i samo ako P{Y = aX + b} = 1, za a 6= 0.

Teorema 3.4

Dokazot na ovaa teorema e daden vo prilog A.7.

Teoremata poka�uva deka koeficientot na korelacija e sekogax

vo granicite pomeǵu −1 i 1 i ako toj koeficient po apsolutna vred-

nost e 1, togax pomeǵu X i Y postoi linearna zavisnost. Ottuka,

sleduva deka koeficientot na korelacija e merka za linearnata zavis-

nost pomeǵu X i Y . Kolku toj koeficient e poblisku do 1 (po apsolutna

vrednost), tolku linearnata zavisnost pomeǵu X i Y e posilna. Koga

koeficientot na korelacija se dobli�uva do 0, togax kako xto utvr-

divme prethodno X i Y se nekorelirani.

Primer 3.12 Sluqajniot vektor (X,Y ) e daden so sledniot zakon na

raspredelba:

Y \ X 1 3 5
∑

1 0.12 0.18 0.10 0.4

2 0.10 0.11 0.39 0.6
∑

0.22 0.29 0.49 1

Ottuka, za zakonot na raspredelba na X i Y se dobiva:

X :




1 3 5

0.22 0.29 0.49



 Y :




1 2

0.4 0.6



 .

Matematiqkite oqekuvaǌa i disperziite na X i Y se opredeluvaat na
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standarden naqin:

EX = 1 · 0.22 + 3 · 0.29 + 5 · 0.49 = 3.54,

EY = 1 · 0.4 + 2 · 0.6 = 1.6,

EX2 = 12 · 0.22 + 32 · 0.29 + 52 · 0.49 = 15.08,

EY 2 = 12 · 0.4 + 22 · 0.6 = 2.8,

DX = EX2 − (EX)2 = 2.55,

DY = EY 2 − (EY )2 = 0.24,

a poqetniot moment od red (1,1) za vektorot (X,Y ) e:

E(XY ) =
3∑

i=1

2∑

j=1

xiyjP{X = xi, Y = yj}

= 1 · 1 · 0.12 + 3 · 1 · 0.18 + 5 · 1 · 0.10 + 1 · 2 · 0.10 + 3 · 2 · 0.11
+5 · 2 · 0.39

= 5.92.

Sega, za kovarijansata na X i Y se dobiva:

cov(X,Y ) = E(XY )− EX · EY = 0.256,

a koeficientot na korelacija pomeǵu X i Y e:

ρXY =
cov(X,Y )√
DX ·DY

= 0.32.

Primer 3.13 Ḱe go opredelime koeficientot na korelacija pomeǵu

sluqajnite promenlivi X i Y , ako (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ). Pret-

hodno poka�avme deka X ∼ N(mX , σ2
X), a Y ∼ N(mY , σ

2
Y ), pa ottuka za dvo-

dimenzionalna normalna raspredelba: EX = mX , EY = mY , DX = σ2
X i

DY = σ2
Y . Najprvo, ḱe ja opredelime kovarijansata na X i Y :

cov(X,Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E((X −mX)(Y −mY ))

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(x −mX)(y −mY )p(x, y)dxdy,
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kade xto p(x, y) e gustina na dvodimenzionalna normalna raspredelba,

t.e.

p(x, y)

=
1

2πσXσY

√

1− ρ2
exp

{

−
1

2(1− ρ2)

[

(x−mX)2

σ2
X

− 2ρ
(x−mX)(y −mY )

σXσY

+
(y −mY )2

σ2
Y

]}

.

Za da se rexi integralot za opredeluvaǌe na kovarijansata ja vove-

duvame slednata smena na promenlivi:

x−mX

σX
= u

y −mY

σY
= v.

Ottuka, x = σXu+mX , y = σY v+mY , a Jakobijanot na transformacijata

e:

J =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

σX 0

0 σY

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= σXσY .

Dobivame:

cov(X,Y )

=
1

2πσXσY

√

1− ρ2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

σXuσY v exp

{

− 1

2(1− ρ2)

[
u2 − 2ρuv + v2

]
}

σXσY dvdu

=
σXσY

2π
√

1− ρ2

+∞∫

−∞

u

+∞∫

−∞

v exp

{

− 1

2(1− ρ2)

[
(v − ρu)2 + (1− ρ2)u2

]
}

dvdu

=
σXσY

2π
√

1− ρ2

+∞∫

−∞

u

+∞∫

−∞

ve−(v−ρu)2/2(1−ρ2)e−u2/2dvdu.

Vo vnatrexniot integral, voveduvame smena:

v − ρu
√

1− ρ2
= t ⇒ v = t

√

1− ρ2 + ρu, dv =
√

1− ρ2dt.
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Sega,

cov(X,Y )

=
σXσY

2π
√

1− ρ2

+∞∫

−∞

ue−u2/2

+∞∫

−∞

(t
√

1− ρ2 + ρu)e−t2/2
√

1− ρ2dtdu

=
σXσY

2π

+∞∫

−∞

ue−u2/2

+∞∫

−∞

te−t2/2
√

1− ρ2 dtdu+
ρσXσY

2π

+∞∫

−∞

u2e−u2/2

+∞∫

−∞

e−t2/2dtdu

=
σXσY

√

1− ρ2√
2π

+∞∫

−∞

ue−u2/2




1√
2π

+∞∫

−∞

te−t2/2 dt



 du

+
ρσXσY√

2π

+∞∫

−∞

u2e−u2/2




1√
2π

+∞∫

−∞

e−t2/2dt



 du

=
ρσXσY√

2π

+∞∫

−∞

u2e−u2/2du

= ρσXσY .

Pritoa, koristime deka
1√
2π

+∞∫

−∞

te−t2/2 = EZ = 0, a
1√
2π

+∞∫

−∞

u2e−u2/2du =

EZ2 = DZ = 1, kade xto Z e sluqajna promenliva so N(0, 1).

Na kraj,

ρXY =
cov(X,Y )√
DX ·DY

=
ρσXσY

σXσY
= ρ.

Znaqi, kaj dvodimenzionalna normalna raspredelba, pettiot parame-

tar ρ e toqno koeficientot na korelacija pomeǵu sluqajnite promen-

livi X i Y .

Spored prethodnoto, ako ρ = 0, togax normalno raspredelenite

sluqajni promenlivi X i Y se nekorelirani. No, vo Primer 2.20,

poka�avme deka ako (X,Y ) ∼ N2(mX ,mY , σ
2
X , σ2

Y , ρ), togax X i Y se ne-

zavisni ako i samo ako ρ = 0. Ottuka, sleduva toqnosta na slednata

teorema.



158 Teorija na verojatnost

Normalno raspredelenite sluqajni promenlivi X i Y se neza-

visni ako i samo ako tie se nekorelirani.

Teorema 3.5

Ovaa teorema ima golemo praktiqno znaqeǌe. Imeno, ako znaeme

deka X i Y imaa normalna raspredeba, togax proverkata na nivnata

nezavisnost se sveduva na opredeluvaǌe na koeficient na korelacija

i proverka dali toj e 0. Vsuxnost dovolno e samo da se proveri dali

kovarijansa pomeǵu ovie dve promenlivi e 0. Toa e sekako mnogu poed-

nostavna zadaqa od proverkata dali F (x, y) = FX(x)FY (y).



Glava 4

Graniqni teoremi

4.1 Karakteristiqna funkcija

Pokraj realnite sluqajni promenlivi so koi rabotevme dosega,

sega se pojavuva potreba od razgleduvaǌe na kompleksni sluqajni pro-

menlivi. Ako X i Y se realni sluqajni promenlivi, togax Z = X + iY

e kompleksna sluqajna promenliva i nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe

go definirame so

EZ = EX + iEY. (4.1)

Neka X e realna sluqajna promeliva. Karakteristiqna funk-

cija na X e kompleksnata funkcija

f(t) = EeitX ,

kade xto i e imaginarnata edinica.

Definicija 4.1

159



160 Teorija na verojatnost

Imajḱi ja predvid Ojlerovata formula

eix = cosx+ i sinx

i formulata (4.1) od definicija na matematiqkoto oqekuvaǌe na

kompleksna sluqajna promenliva, dobivame:

f(t) = EeitX = E(cos(tX) + i sin(tX)) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)). (4.2)

Pritoa, ako X e diskretna sluqajna promenliva, togax

E(cos tX) =
∑

xj∈RX

cos(txj)P{X = xj}, E(sin tX) =
∑

xj∈RX

sin(txj)P{X = xj},

a ako X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zadadena

so gustina p(x), togax

E(cos tX) =

+∞∫

−∞

cos(tx)p(x)dx, E(sin tX) =

+∞∫

−∞

sin(tx)p(x)dx.

Ḱe opredelime karakteristiqni funkcii na nekoi pova�ni

raspredelbi.

Konstantna sluqajna promenliva. Neka P{X = a} = 1. Togax

E(cos(tX)) = cos(ta)

E(sin(tX)) = sin(ta),

pa spored (4.2), dobivame:

f(t) = cos(ta) + i sin(ta) = eita.
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Indikator na nastan A. Neka p = P (A) i

IA :




0 1

q p



 .

Opredeluvame:

E(cos(tX)) =

1∑

j=0

cos(tj)P{X = j} = q + p cos t

E(sin(tX)) =

1∑

j=0

sin(tj)P{X = j} = p sin t,

pa od (4.2) opredeluvame:

f(t) = q + p cos t+ i(p sin t) = q + p(cos t+ i sin t) = q + peit.

Za proizvolna sluqajna promenliva X, nejzinata karakteris-

tiqna funkcija vo 0 ima vrednost 1, t.e f(0) = 1.

Teorema 4.1

Dokaz:

f(0) = E(cos(0 ·X)) + iE(sin(0 ·X)) = E(1) + iE(0) = 1.

�

Normalna raspredelba N(0, 1) Sluqajnata promenliva X e zadadena

so gustinata

p(x) =
1√
2π

e−x2/2.
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Sega,

E(cos(tX)) =
1√
2π

+∞∫

−∞

cos(tx)e−x2/2dx,

a

E(sin(tX)) =
1√
2π

+∞∫

−∞

sin(tx)e−x2/2dx = 0

kako integral od neparna funkcija na simetriqen interval. Ottuka,

spored (4.2), za karakteristiqnata funkcija na X se dobiva:

fX(t) = E(cos(tX)) =
1√
2π

+∞∫

−∞

cos(tx)e−x2/2.

So diferenciraǌe na poslednoto ravenstvo i rexavaǌe na dobieniot

integral so parcijalna integracija, se dobiva:

f ′
X(t) =

1√
2π

+∞∫

−∞

(− sin(tx))xe−x2/2dx






Parcijalna integracija:

u = sin(tx), dv = xe−x2/2dx

du = t cos(tx)dx, v = −e−x2/2






= − 1√
2π



− sin(tx)e−x2/2

∣
∣
∣
∣
∣

+∞

−∞
+ t

+∞∫

−∞

cos(tx)e−x2/2





= −tfX(t),

bidejḱi lim
x→+∞

sin(tx)e−x2/2 = lim
x→+∞

sin(tx)

e−x2/2
= 0, a analogno i

lim
x→−∞

sin(tx)e−x2/2 = 0. Dobivme diferencijalna ravenka so razdvoivi

promenlivi od oblik:

f ′
X(t) = −tfX(t),

t.e.
dfX(t)

fX(t)
= −tdt.

So integriraǌe se dobiva deka:

ln fX(t) = − t2

2
+ lnC, t.e. fX(t) = Ce−t2/2.
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Konstantata C ḱe ja opredelime od uslovot fX(0) = 1, od kade xto sle-

duva deka C = 1, t.e. karakteristiqnata funkcija na normalna N(0, 1)

raspredelba e

fX(t) = e−t2/2. (4.3)

Vo slednite teoremi se dadeni osnovnite svojstva na karakte-

ristiqnite funkcii.

Karakteristiqna funkcija na zbir na dve nezavisni sluqajni

promenlivi e proizvod od karakteristiqnite funkcii na tie

promenlivi, t.e. ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi,

togax karakteristiqnata funkcija na X + Y e:

fX+Y (t) = fX(t)fY (t).

Teorema 4.2

Dokaz: fX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY )
nez.
== E(eitX)E(eitY ) = fX(t)fY (t).

Pritoa, koristime deka eitX i eitY se nezavisni sluqajni promenlivi

kako funkciii od nezavisnite sluqajni promenlivi X i Y . �

Ako Y = aX + b, kade xto a i b se dadeni konstanti, togax

fY (t) = eitbfX(at).

Posledica 4.1

Dokaz: fY (t) = E(eitY ) = E(eit(aX+b)) = E(eitaXeitb) = eitbE(eitaX) = eitbfX(at).

�

Primer 4.1 Neka Y ∼ N(m,σ2). Sakame da opredelime karakteris-

tiqna funkcija na Y . Neka X ∼ N(0, 1). Kako xto poka�avme vo primer

2.23 b), Y = σX + m ∼ N(m,σ2). So koristeǌe na posledica 4.1, za
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karakteristiqnata funkcija na Y , naoǵame:

fY (t) = EeitY = Eeit(σX+m) = eitmEeitσX = eitmfX(σt).

So zamena na 4.3, se dobiva:

fY (t) = eimt e−σ2t2/2. (4.4)

Slednata teorema poka�uva kako so pomox na izvodi na karakte-

ristiqna funkcija na edna sluqajna promenliva mo�e da se opredelat

poqetnite momenti na taa sluqajna promenliva.

Neka za sluqajnata promenliva X postoi apsoluten poqeten mo-

ment od red n (E|X |n < +∞). Togax karakteristiqnata funkcija

f(t) na X e n pati diferencijabilna i za k ≤ n va�i:

f (k)(0) = ikEXk.

Teorema 4.3

Dokazot na ova tvrdeǌe e daden vo prilog A.8

Slednata teorema koja ḱe ja navedeme bez dokaz, poka�uva

zoxto e znaqajna karakteristiqnata funkcija na edna sluqajna pro-

menliva.

Funkcijata na raspredelba F (x) na dadena sluqajna promenliva

X e ednoznaqno opredelena od nejzinata karakteristiqna funk-

cija f(t).

Teorema 4.4

Znaqi, ako e poznata karakteristiqnata funkcija na edna sluqajna

promenliva, mo�e da se opredeli ednoznaqno nejziniot zakon na ras-



Graniqni teoremi 165

predelba (vo diskreten sluqaj) ili nejzinata gustina (vo apsolutno-

neprekinat sluqaj), iako mora da se napomene deka taa postapka ne e

sekogax ednostavna.

Ako nizata {Fn(x)} od funkcii na raspredelba konvergira

kon F (x), togax soodvetnata niza {fn(t)} od karakteristiqni

funkcii konvergira kon karakteristiqna funkcija f(t) sood-

vetna na funkcijata na raspredelba F (x), pri xto ovaa kon-

vergencija e ramnomerna na sekoj koneqen interval.

Teorema 4.5 (Direktna graniqna teorema)

Ako nizata {fn(t)} od karakteristiqni funkcii konvergira kon

funkcijata f(t) koja e neprekinata za t = 0, togax soodvetnata

niza {Fn(x)} od funkcii na raspredelba konvergira kon funkci-

jata na raspredelba F (x) qija karakteristiqna funkcija e f(t).

Teorema 4.6 (Obratna graniqna teorema)

4.2 Vidovi konvergencija na sluqajni promenlivi

Vo teorijata na verojatnost se sreḱavaat poveḱe vidovi na kon-

vergencija. Ovde ḱe definirame qetiri od niv.
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Za nizata sluqajni promenlivi X1, X2,. . . velime deka konver-

gira po verojatnost kon sluqajna promenliva X, ako za koj bilo

realen broj ε > 0,

lim
n→+∞

P{|Xn −X | < ε} = 1.

Ḱe pixuvame Xn
v−→ X.

Definicija 4.2

Nizata sluqajni promenlivi X1, X2,. . . konvergira skoro sigurno

(ili konvergira so verojatnost 1) kon sluqajna promenliva X,

ako
lim

n→+∞
Xn(E) = X(E), za E ∈ Ω \N,

kade xto P (N) = 0 (mo�no e i N = ∅), ili
P{E | Xn(E) → X(E), n → +∞} = 1.

Ḱe pixuvame Xn
s.s.−→ X.

Definicija 4.3

Za nizata sluqajni promenlivi X1, X2,. . . velime deka konver-

gira po raspredelba kon sluqajna promenliva X, ako

lim
n→+∞

Fn(x) = F (x),

vo sekoja toqka na neprekinatost na F (x), pri xto Fn(x) e funk-

cija na raspredelba na Xn, n = 1, 2, . . . , a F (x) e funkcija na ras-

predelba na sluqajnata promenliva X. Ḱe pixuvame Xn
r−→ X.

Definicija 4.4
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Nizata sluqajni promenlivi X1, X2,. . . konvergira vo sredno-

kvadratna smisla kon sluqajna promenliva X, ako

EX2
n < +∞, n = 1, 2, . . .

i lim
n→+∞

E(Xn −X)2 = 0. Ḱe pixuvame Xn
s.k.−→ X.

Definicija 4.5

Vrskite pomeǵu ovie qetiri vida na konvergencija se dadeni na

slika 4.1.

 

конвергенција 

скоро сигурно 

конвергенција по 

веројатност 

конвергенција по 

распределба 

конвергенција во 

средноквадратна 

смисла 

Slika 4.1.

Kako xto mo�e da se vidi od slikata pogore, ako nizata X1,

X2,. . . konvergira skoro sigurno kon sluqajna promenliva X, togax taa

konvergira i po verojatnost kon X. Ako nizata X1, X2,. . . konvergira

vo srednokvadratna smisla kon sluqajna promenliva X, togax taa kon-

vergira po verojatnost kon X. Ako, pak, nizata X1, X2,. . . konvergira

po verojatnost kon X, togax taa konvergira i po raspredelba kon X.
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Da napomeneme deka vo opxt sluqaj, pomeǵu konvergencija skoro

sigurno i konvergencija vo srednokvadratna smisla ne postoi vrska.

4.3 Zakon na golemite broevi

Neka X1, X2,. . . e niza nezavisni sluqajni promenlivi. Se raz-

gleduva nizata aritmetiqki sredini:

X1,
X1 +X2

2
,
X1 +X2 +X3

3
, . . . ,

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
=

1

n

n∑

i=1

Xi, . . .

i se proveruva dali ovaa niza sluqajni promenlivi konvergira vo

nekoja smisla kon nekoj broj, potoqno kon brojot
1

n

n∑

i=1

EXi. Imeno,

se proveruva dali
1

n

n∑

i=1

Xi −→
1

n

n∑

i=1

EXi.

Ako konvergencijata e po verojatnost, togax velime deka za

nizata nezavisni sluqajni promenlivi X1, X2,. . . va�i slabiot zakon

na golemite broevi. Ako, pak, konveregencijata e skoro sigurno, togax

velime deka va�i strogiot zakon na golemite broevi.

Ovde ḱe se zadr�ime samo na onie teoremi koi obezbeduvaat

uslovi za slabiot zakon na golemite broevi.

Najprvo, ḱe poka�eme dve lemi vo koi se dadani dve neravenstva

koi se dosta znaqajni vo teorijata na verojatnost i statistikata.

Neka X e nenegativna sluqajna promenliva. Togax za koj bilo

pozitiven realen broj α > 0 va�i neravenstvoto:

P{X ≥ α} ≤ 1

α
EX (4.5)

Teorema 4.7 (Osnovno neravenstvo na Qebixev)



Graniqni teoremi 169

Dokaz: Najprvo, neka X e sluqajna promenliva od diskreten tip so

mno�estvo vrednosti RX i so verojatnosti pn = P{X = xn}, xn ∈ RX . Od

nenegativnosta na X sleduva deka xn ≥ 0, za sekoj n. Togax,

EX =
∑

xn∈RX

xnpn ≥
∑

xn:xn≥α

xnpn ≥
∑

xn:xn≥α

αpn = α
∑

xn:xn≥α

pn = αP{X ≥ α}.

Ako, pak, X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zada-

dena so gustina p(x), togax se dobiva:

EX =

+∞∫

0

xp(x) ≥
+∞∫

α

xp(x) ≥
+∞∫

α

αp(x) = α

+∞∫

α

p(x) = αP{X ≥ α}.

�

Za koja bilo sluqajna promenliva X so koneqna disperzija DX

i za koj bilo realen broj ε > 0, toqno e slednovo neravenstvo:

P{|X − EX | ≥ ε} ≤ DX

ε2
, (4.6)

t.e. za verojatnosta na sprotivniot nastan va�i:

P{|X − EX | < ε} ≥ 1− DX

ε2
. (4.7)

Teorema 4.8 (Klasiqno neravenstvo na Qebixev)

Dokaz: So koristeǌe na osnovnoto neravenstvo na Qebixev za nene-

gativna sluqajna promenliva, dobivame:

P{|X − EX | ≥ ε} = P{(X − EX)2 ≥ ε2}

≤ E(X − EX)2

ε2
=

DX

ε2
.

�

Primer 4.2 (Pravilo na tri sigmi) Ḱe ja ocenime verojatnosta deka
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apsolutnoto otstapuvaǌe na proizvolna sluqajna promenliva X od nej-

zinoto matematiqko oqekuvaǌe e pomalo 3σ, kade xto σ2 = DX. Spored

(4.7), dobivame:

P{|X − EX | < 3σ} ≥ 1− DX

(3σ)2
= 1− σ2

9σ2
= 1− 1

9
=

8

9
.

Poslednoto neravenstvo mo�e da se zapixe vo oblik:

P{EX − 3σ < X < EX + 3σ} >
8

9
≈ 0.8889,

i toa poka�uva deka ako eksperimentot se povtoruva golem broj pati i

ako se opredeluva vrednosta na X vo sekoj od tie eksperimenti, togax

pribli�no 89% od realizaciite na X ḱe bidat vo interval

(EX − 3σ,EX + 3σ).

Vo slednite teoremi se dadeni potrebni uslovi za nizata X1,

X2,. . . da va�i slabiot zakon na golemite broevi.

Neka X1, X2,. . . se nezavisni sluqajni promenlivi koi imaat

koneqni disperzii ograniqeni od gore so nekoja konstanta C.

Togax za sekoj realen broj ε > 0 va�i slabiot zakon na golemite

broevi, t.e.

lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
1

n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

EXi

∣
∣
∣ < ε

}

= 1.

Teorema 4.9 (Teorema na Qebixev)

Dokaz: Neka Yn =
1

n

n∑

i=1

Xi. Togax

EYn =
1

n

n∑

i=1

EXi,

a od nezavisnosta na Xi, i = 1, 2, . . . i ograniqenosta od gore na nivnite



Graniqni teoremi 171

disperzii so konstantata C, sleduva deka

DYn =
1

n2

n∑

i=1

DXi ≤
1

n2

n∑

i=1

C =
C

n
.

So koristeǌe na neravenstvoto (4.7), dobivame:

P
{∣
∣
∣
1

n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

EXi

∣
∣
∣ < ε

}

= P{|Yn − EYn| < ε}

≥ 1− DYn

ε2
≥ 1− C

nε
−−−−−→
n→+∞

1.

�

Ako X1, X2,. . . se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni

promenlivi so matematiqko oqekuvaǌe EXi = a i DXi = σ2, i =

1, 2, . . . , togax za niv va�i slabiot zakon na golemite broevi,

t.e.

lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
1

n

n∑

i=1

Xi − a
∣
∣
∣ < ε

}

= 1.

Teorema 4.10

Dokaz:
1

n

n∑

i=1

EXi =
1

n

n∑

i=1

a =
1

n
na = a,

pa tvrdeǌeto sleduva direktno od teorema 4.9. �

Rezultatot od prethodnata teorema ima golemo praktiqno

znaqeǌe vo statistika. Imeno, mnogu qesto ne e poznata raspredelbata

na nekoja sluqajna promenliva, na primer raspredelbata na nekoja

golemina xto se meri. Praxaǌeto e kako vo toj sluqaj da se oceni

oqekuvanata vrednost na taa golemina. Spored prethodnata teorema
1

n

n∑

i=1

Xi
v−→ a = EX, pa zatoa za ocenka na oqekuvanata vrednost na

goleminata mo�e da se zeme a =
1

n

n∑

i=1

xi, kade xto xi se izmerenite
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vrednosti na goleminata. Kolku n e pogolemo, taa ocenka ḱe bide po-

toqna.

Vo poglavjeto 1.1, ja definiravme statistiqkata verojatnost

na nastan A kako realen broj okolu koj se natrupuvaat relativnite

frekvencii na nastanot A vo poveḱe serii od izvedeni eksperimenti.

Slednata teorema ja dava opravdanosta na statistiqkata definicija

na verojatnost.

Neka Yn e sluqajna promenliva so binomna raspredelba B(n, p).

Togax za proizvolen ε > 0, va�i:

lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
Yn

n
− p
∣
∣
∣ < ε

}

= 1.

Teorema 4.11

Dokaz: Bidejḱi Yn ∼ B(n, p) , Yn mo�e da se razgleduva kako broj na

pojavuvaǌa na nastanot A vo Bernulieva xema od n eksperimenti (p =

P (A)). Ottuka, Yn mo�e da se pretstavi kako

Yn =

n∑

i=1

Xi,

kade xto Xi = IA, i = 1, 2, . . . i Xi se nezavisni sluqajni promenlivi.

Vsuxnost, X1, X2,. . . se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni

promenlivi so EXi = EIA = p i DXi = DIA = pq. Sega, tvrdeǌeto

sleduva direktno od teorema 4.10. �

Da vooqime deka vo prethodnata teorema, Yn mo�e da se

nabǉuduva kako frekvencija na pojavuvaǌe na nastanot A, a
Yn

n
kako

relativna frekvencija na pojavuvaǌe nastanot A vo serijata od n eks-

perimenti. Teorema 4.11 poka�uva deka koga n → +∞, relativnata

frekvencija na nastanot A te�i kon negovata verojatnost p = P (A).

Ottuka, opravdana e statistiqkata definicija na verojatnost preku

relativnite frekvencija.
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4.4 Centralna graniqna teorema

Najprvo ḱe se potsetime na integralnata teorema na Muavr-

Laplas. Spored nea, vo Bernulieva xema so n eksperimenti, vero-

jatnosta deka nastanot A ḱe se pojavi pomeǵu k i m pati, te�i kon

1√
2π

xm∫

xk

e−t2/2dt, koga n → +∞, kade xto xi =
i− np√
npq

, za i = k,m, t.e.

m∑

j=k

Pn(j) −−−−−→
n→+∞

1√
2π

xm∫

xk

e−t2/2dt = Φ(xm)− Φ(xk),

kade xto Φ(x) =
1

2π

x∫

−∞

e−t2/2dt e funkcija na raspredelba za N(0, 1) ras-

predelba. So Yn ja oznaquvame sluqajnata promenliva koja oznaquva

broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo Bernulieva xema so n eksperi-

menti. Togax Yn ∼ B(n, p) i

m∑

j=k

Pn(j) = P{k ≤ Yn ≤ m}.

Od druga strana, Yn mo�e da se pretstavi kako suma Yn =

n∑

i=1

Xi, kade

xto Xi = IA se indikatori na nastanot A i Xi se nezavisni sluqajni

promenlivi. Pritoa,

EYn = np, DYn = npq.

Sega, imame:

P{k ≤
n∑

i=1

Xi ≤ m} = P
{k − np√

npq
≤

n∑

i=1

Xi − np

√
npq

≤ m− np√
npq

}

= P
{k − np√

npq
≤

n∑

i=1

Xi −
n∑

i=1

EXi

√
npq

≤ m− np√
npq

}
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= P
{

xk ≤

∗(
n∑

i=1

Xi

)

≤ xm

}

−−−−−→
n→+∞

1√
2π

xm∫

xk

e−t2/2dt = Φ(xm)− Φ(xk),

kade xto
∗
X oznaquva normirana sluqajna promenliva X, t.e

∗
X =

X − EX√
DX

. Znaqi, ako Xi se indikatori na nastan A, togax raspredel-

bata na nivnata normirana suma te�i kon normalna normirana ras-

predelba koga n → +∞. Spored ova, stanuva zbor za konvergencija po

raspredelba. Se postavuva praxaǌe dali vakviot vid na konvergen-

cija va�i samo za suma na indikatori na daden nastan A? Odgovorot

na ova praxaǌe e daden vo slednava teorema.

Neka X1, X2,. . . se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni

promenlivi so matematiqko oqekuvaǌe m i disperzija σ2. To-

gax

P

{
n∑

i=1

Xi − nm

σ
√
n

< x

}

−−−−−→
n→+∞

1√
2π

x∫

−∞

e−t2/2dt = Φ(x).

Teorema 4.12 (Centralna graniqna teorema, Linderberg-Levi)

Dokaz: Neka Zn =

n∑

i=1

Xi. Togax

∗
Zn =

n∑

i=1

Xi − E
(

n∑

i=1

Xi

)

√
√
√
√D

(
n∑

i=1

Xi

)

=

n∑

i=1

Xi − na

σ
√
n

=
1√
n

n∑

i=1

Xi − a

σ
.

Neka Yi =
Xi − a

σ
, za i = 1, 2, . . . . Togax

EYi =
EXi − a

σ
= 0, DYi =

DXi

σ2
= 1



Graniqni teoremi 175

i Yi se nezavisni sluqajni promenlivi kako funkcii od nezavisnite

sluqajni promenlivi Xi. Neka f(t) e karakteristiqnata funkcija na

Yi, za sekoe i = 1, 2, . . . Ako se iskoristi teorema 4.3 za vrskata pomeǵu

izvodite na karakteristiqnata funkcija i momentite na sluqajnata

promenliva Yi, naoǵame:

f ′(0) = i · EYi = 0, f ′′(0) = i2EY 2
i = −DYi = −1.

Funkcijata f(t) mo�e da se razvie vo Maklorenov red od sledniot ob-

lik:

f(t) = f(0) + f ′(0)t+
f ′′(0)

2!
t2 + o(t2),

pa so zamena na prethodno dobienite vrednosti na izvodite, dobivame

deka

f(t) = 1− t2

2
+ o(t2).

Sega,
∗
Zn mo�e da se zapixe vo oblik:

∗
Zn =

1√
n

n∑

i=1

Xi − a

σ
=

1√
n

n∑

i=1

Yi =
n∑

i=1

Yi√
n
,

pa za karakteristiqnata funkcija na
∗
Zn se dobiva:

f ∗
Zn

(t) =

n∏

i=1

fYi/
√
n(t) =

[

f
( t√

n

)]n

=

[

1− t2

2n
+ o
( t2

n

)]n

−−−−−→
n→+∞

e−t2/2.

Znaqi, nizata karakteristiqni funkcii {f ∗
Zn

(t)} konvergira kon

funkcijata fN(t) = e−t2/2 koja e karakteristiqna funkcija na N(0, 1) ras-

predelba i fN (t) e neprekinata vo t = 0. Spored obratnata graniqna

teorema, sleduva deka nizata funkcii na raspredelba
{

F ∗
Zn

(x)
}

konver-

gira kon funkcija na normalna normirana raspredelba, t.e.

F ∗
Zn

(x) −−−−−→
n→+∞

Φ(x),
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ili

P{
∗
Zn(x) < x} −−−−−→

n→+∞
1√
2π

x∫

−∞

e−t2/2dt.

�

Spored Centralnata graniqna teorema mo�e da konstatirame deka

raspredelbata na normirana suma od nezavisni i ednakvo rasprede-

leni sluqajni promenlivi so proizvolna raspredelba se stremi kon

N(0, 1) raspredelba, za dovolno golemo n.

Teoremite koi gi davaat uslovite za konvergencija na normi-

rana suma na sluqajni promenlivi kon normalna normirana raspre-

delba imaat golemo teorisko i praktiqno znaqeǌe. Imeno, tie davaat

teorisko objasnuvaǌe na faktot deka normalnata raspredelba e naj-

qesta raspredelba na realnite veliqini, a vo praktikata ovozmo�u-

vaat raspredelbata na normirana suma na sluqajni promenlivi, pri

moxne opxti uslovi, da se aproksimira so normalna normirana ras-

predelba.

Primer 4.3 (Prostor na disk) Na eden disk ima sloboden prostor od

330MB. Dali e toa dovolen prostor za smestuvaǌe na 300 nezavisni

fotografii, ako sekoja fotografija ima oqekuvana dol�ina od 1MB

so disperzija od 0.25MB?

Rexenie: Spored uslovite na zadaqata imame n = 300, a = EX = 1,

σ2 = DX = 0.25, pa σ = 0.5. Brojot na fotografii n e dovolno golem, pa

mo�e da se primeni Centralnata graniqna teorema. Ako go oznaqime

so A nastanot deka na diskot ima dovolno prostor, togax,

P (A) = P
{ 300∑

i=1

Xi ≤ 330
}

= P

{

300∑

i=1

Xi − 300 · 1

0.5
√
300

≤ 330− 300 · 1
0.5

√
300

}

≈ Φ(3.46) = 0.9997.

Znaqi, mo�e da se zakluqi deka e golema verojatnosta deka na diskot

ḱe ima dovolno prostor za smestuvaǌe na 300 fotografii. �



Prilog A

Dokazi na nekoi teoremi

A.1 Aksiomatika na Kolmogorov

Teorema 1.2 Neka Ω e proizvolno neprazno mno�estvo i A e proizvolna

familija od podmno�estva od Ω. Togax postoi najmala σ-algebra F(A)

od podmno�estva od Ω, koja ja sodr�i familijata A. F(A) se narekuva

σ-algebra generirana od familijata A.

Dokaz: Neka A e dadena familija od podmno�estva od Ω i neka

Φ = {Fi|i ∈ I} e familijata od site σ-algebri nad Ω koi ja sodr�at

familijata A. Familija Φ ne e prazna, bidejḱi Buleanot B(Ω) na Ω

sigurno e σ-algebra xto ja sodr�i familijata A. Oznaquvame

F(A) =
⋂

i∈I

Fi.

Ḱe poka�eme deka F(A) e σ-algebra, t.e. uslovite σ.1, σ.2 i σ.3 od

definicija 1.13 se ispolneti.

σ.1. Ω ∈ Fi, i ∈ I =⇒ Ω ∈
⋂

i∈I

Fi = F(A).

σ.2. Neka A ∈ F(A) =
⋂

i∈I

Fi. Togax A ∈ Fi, za sekoj i ∈ I. Bidejḱi

177
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Fi e σ-algebra, se dobiva deka A ∈ Fi, za sekoj i ∈ I. Ottuka,

A ∈
⋂

i∈I

Fi = F(A).

σ.3. Neka Aj ∈ F(A), j = 1, 2, . . . . Togax Aj ∈ Fi, j = 1, 2, . . . , za

sekoj i ∈ I. Fi e σ-algebra, pa se dobiva deka
+∞⋃

j=1

Aj ∈ Fi, za sekoj i ∈ I.

Koneqno,
+∞⋃

j=1

Aj ∈
⋂

i∈I

Fi = F(A).

So toa poka�avme deka F(A) e σ-algebra koja ja sodr�i familijata A.
Ostanuva da se poka�e deka taa e najmalata σ-algebra koja ja sodr�i

A.
Neka G e proizvolna σ-algebra koja ja sodr�i A. Spored

definicijata na Φ sleduva deka G ∈ Φ, pa F(A) ⊆ G, bidejḱi F(A) e

podmno�estvo od sekoja σ-algebra vo Φ. Znaqi, navistina F(A) e naj-

malata σ-algebra koja ja sodr�i A. �

A.2 Asimptotski formuli za opredeluvaǌe na verojat-

nostite Pn(k) vo Bernulieva xema

Teorema 1.15 (Lokalna teorema na Muavr-Laplas) Neka p = P (A) vo

Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, pri n → +∞ va�i slednovo:

Pn(k) ≈
1√

2πnpq
e−x2/2, kade xto x =

k − np√
npq

. (A.1)

Dokaz: Od x =
k − np√

npq
, za koneqno x, dobivame:

k = np+ x
√
npq → +∞, koga n → +∞.

n− k = nq − x
√
npq → +∞, koga n → +∞.
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Ḱe ja razgledame Stirlingovata formula za faktoriel, a toa

e:

m! ≈
√
2πmmme−m, koga m → +∞.

Dobivame:

Pn(k) =

(
n

k

)

pkqn−k =
n!pkqn−k

k!(n− k)!

≈
√
2πnnne−npkqn−k

√
2πkkke−k

√

2π(n− k)(n− k)n−ke−(n−k)

=
1√
2π

√
n

k(n− k)

(np

k

)k
(

nq

n− k

)n−k

. (A.2)

Od druga strana,

k(n− k)

n
=

(np+ x
√
npq)(nq − x

√
npq)

n

= n

(

p+ x

√
pq

n

)(

q − x

√
pq

n

)

≈ npq, za n → +∞ (A.3)

Da stavime An =
(np

k

)k
(

nq

n− k

)n−k

. So logaritmiraǌe na An dobivame:

lnAn = −k ln

(
k

np

)

− (n− k) ln

(
n− k

nq

)

= −(np+ x
√
npq) ln

(
np+ x

√
npq

np

)

− (nq − x
√
npq) ln

(
nq − x

√
npq

nq

)

,

t.e.

lnAn = −(np+ x
√
npq) ln

(

1 + x

√
q

np

)

− (nq − x
√
npq) ln

(

1− x

√
p

nq

)

.

Ḱe ja iskoristime Maklorenovata formula za ln(1 + t):

ln(1 + t) = t− t2

2
+ o(t2),
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t.e.

ln(1 + t) ≈ t− t2

2
.

So primena na ovaa formula, se dobiva deka:

lnAn ≈ −(np+ x
√
npq)

(

x

√
q

np
− x2

2

q

np

)

−(nq − x
√
npq)

(

−x

√
p

nq
− x2

2

p

nq

)

→ −x2

2
, koga n → +∞.

Znaqi,

lnAn → −x2

2
, t.e. An → e−x2/2 (A.4)

So zamena na (A.3) i (A.4) vo (A.2), se dobiva:

Pn(k) ≈
1√

2πnpq
e−x2/2, koga n → +∞.

�

Teorema 1.16 (Integralna teorema na Muavr-Laplas) Neka p = P (A)

vo Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, za n → +∞ va�i slednoto:

Pn(r ≤ k ≤ m) −→ 1√
2π

xm∫

xr

e−t2/2dt, (A.5)

kade xto xr =
r − np√

npq
, xm =

m− np√
npq

.

Dokaz: Za dadeno n oznaquvame:

xnj =
j − np√

npq
, j = r, . . . ,m.

Mno�estvoto {xnr, . . . , xnm} mo�e da se razgleduva kako particija na

intervalot [xr , xm]. Dol�inata na soodvetnite intervali ḱe bide:

∆xj = xn(j+1) − xnj =
j + 1− np√

npq
− j − np√

npq
=

1√
npq

.
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So primena na Lokalnata teorema na Muavr-Laplas, se dobiva:

Pn(r ≤ k ≤ m) =
m∑

k=r

Pn(k) ≈
m∑

k=r

1√
2πnpq

e−x2
nj/2

=

m∑

k=r

1√
2π

e−x2
nj/2

1√
npq

=

m∑

k=r

1√
2π

e−x2
nj/2∆xj .

Poslednata suma e Rimanova suma za funkcijata f(x) =
1√
2π

e−x2/2 na

interval [xr , xm]. Ottuka, za n → +∞,

lim
n→+∞

Pn(r ≤ k ≤ m) =
1√
2π

xm∫

xr

e−t2/2dt.

�

Teorema 1.17 (Teorema na Puason) Za verojatnosta Pn(k) deka nas-

tanot A ḱe nastapi k pati vo n-tata serija vo Puasonova xema, ako

lim
n→+∞

npn = λ, va�i:

lim
n→+∞

Pn(k) =
λk

k!
e−λ.

Dokaz: Od lim
n→+∞

npn = λ sleduva deka za golemi vrednosti na n, npn ≈ λ,

t.e. pn ≈ λ

n
. Sega, za n-tata serija vo Puasonova xema se dobiva:

Pn(k) =

(
n

k

)

pknq
n−k
n

≈ n!

k!(n− k)!

(
λ

n

)k (

1− λ

n

)n−k

=
λk

k!

(

1− λ

n

)n(

1− λ

n

)−k
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk

=
λk

k!

(

1− λ

n

)n(

1− λ

n

)−k (

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

. . .

(

1− k − 1

n

)

.
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Sega,

lim
n→+∞

(

1− λ

n

)n

= e−λ,

a

lim
n→+∞

(

1− λ

n

)−k (

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

. . .

(

1− k − 1

n

)

= 1.

Ottuka,

lim
n→+∞

Pn(k) =
λk

k!
e−λ.

�

A.3 Sluqajni vektori

Teorema 2.6 Funkcijata X = (X1, X2, . . . , Xn) od Ω vo R
n e n-

dimenzionalna sluqajna promenliva definirana na (Ω,F , P ) ako i samo

ako za sekoe n-dimenzionalno Borelovo mno�estvo B, X−1(B) ∈ F .

Dokaz: Neka In = {(x1, x2, . . . , xn) | ai ≤ xi < bi, ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . }
e n-dimenzionalen paralopiped. Bidejḱi Xi se sluqajni promenlivi,

i = 1, 2, . . . , n, mno�estvata {E|ai ≤ Xi(E) < bi} ∈ F, za sekoj i = 1, 2, . . . , n,

pa

X
−1(In) = {E | ai ≤ Xi(E) < bi, i = 1, 2, . . . , n}

=

n⋂

i=1

{E | ai ≤ Xi(E) < bi}

=

n⋂

i=1

X−1
i ([ai, bi)) ∈ F .

So ogled na toa xto n-dimenzionalnata σ-algebra Bn e generirana

od n-dimenzionalnite paralopipedi, dobivame deka X
−1(B) ∈ F, t.e.

{E | X(E) ∈ B} ∈ F.

Obratno, neka za sekoe n-dimenzionalno Borelovo mno�estvo B,

X
−1(B) ∈ F. Ḱe poka�eme deka vo toj sluqaj, Xi e sluqajna promenliva,
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za sekoj i = 1, 2, . . . , n. Za fiksno i, oznaquvame

Bi = {(x1, x2, . . . , xn) | ai ≤ xi < bi}.

Vsuxnost, Bi = R
i−1 × [ai, bi)× R

n−i. Sega,

X
−1(Bi) = {E | ai ≤ Xi(E) < bi,−∞ ≤ Xj(E) < +∞, j = 1, 2, . . . , n, j 6= i}

= {E | ai ≤ Xi(E) < bi}
n⋂

j = 1

j 6= i

{E | −∞ ≤ Xj(E) < +∞}

= X−1
i ([ai, bi)),

bidejḱi {E |−∞ ≤ Xj(E) < +∞} = Ω. Spored pretpostavkata X
−1(Bi) ∈ F,

pa i X−1
i ([ai, bi)) = X

−1(Bi) ∈ F, od kade xto sleduva deka Xi e sluqajna

promenliva, za sekoj i = 1, 2, . . . , n, t.e. (X1, X2, . . . , Xn) e sluqaen vektor.

�

A.4 Nezavisnost na sluqajni promenlivi

Teorema 2.9 Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni ako i samo

ako zaedniqkata funkcija na raspredelba na vektorot (X,Y ) mo�e da

se pretstavi kako proizvod na marginalnite funkcii na raspredelba

na sluqajnite promenlivi X i Y , t.e

F (x, y) = FX(x)FY (y). (A.6)

Dokaz: Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi. Togax za

proizvolni S1 ∈ B1 i S2 ∈ B1, sluqajnite nastani {X ∈ S1}, {Y ∈ S2}
se nezavisni, t.e.

P
(
{X ∈ S1} ∩ {Y ∈ S2}

)
= P{X ∈ S1} · P{Y ∈ S2}.

Ako S1 = (−∞, x) i S2 = (−∞, y), togax prethodnoto ravenstvo go dobiva
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oblikot:

P{X < x, Y < y} = P{X < x} · P{Y < y},

od kade xto sleduva (A.6).

Obratno, neka va�i ravenstvoto (A.6). Togax spored (2.15) i

so koristeǌe na (A.6), dobivame:

P
(
{a1 ≤ X < b1} ∩ {a2 ≤ Y < b2}

)
= F (b1, b2)− F (a1, b2)− F (b1, a2) + F (a1, a2)

= FX(b1)FY (b2)− FX(a1)FY (b2)− FX(b1)FY (a2) + FX(a1)FY (a2)

= FX(b1)
[
FY (b2)− FY (a2)

]
− FX(a1)

[
FY (b2)− FY (a1)

]

=
[
FX(b1)− FX(a1)

][
FY (b2)− FY (a2)

]

= P{a1 ≤ X < b1} · P{a2 ≤ Y < b2}.

Bidejḱi σ-algebrata B1 e generirana od klasata {[a, b)|a, b ∈ R}, sleduva
deka za site S1 i S2 od B1 va�i:

P
(
{X ∈ S1} ∩ {Y ∈ S2}

)
= P{X ∈ S1} · P{Y ∈ S2},

t.e. X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi. �

A.5 Funkcii od sluqajni promenlivi

Teorema 2.10 Neka f : Rn → R e Borelova funkcija, a (X1, X2, . . . , Xn)

e daden sluqaen vektor. Togax Y = f(X1, X2, . . . , Xn) e sluqajna promen-

liva.

Dokaz: Za da se poka�e deka Y e sluqajna promenliva treba da se

poka�e deka taa e F - izmerliva, t.e. {Y ∈ S} ∈ F, za sekoj S ∈ B1.

Dobivame:

{Y ∈ S} = {f(X1, X2, . . . , Xn) ∈ S} = {(X1, X2, . . . , Xn) ∈ f−1(S)
︸ ︷︷ ︸

∈Bn

} ∈ F ,

bidejḱi (X1, X2, . . . , Xn) e sluqaen vektor. �
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Teorema 2.12 Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, a f i g

se Borelovi funkcii od R vo R. Togax i sluqajnite promenlivi f(X) i

g(Y ) se nezavisni.

Dokaz: Spored (2.32), treba da poka�eme deka za proizvolni S1 ∈ B1

i S2 ∈ B1, sluqajnite nastani {f(X) ∈ S1}, {g(Y ) ∈ S2} se nezavisni, t.e.

va�i ravenstvoto

P
(
{f(X) ∈ S1} ∩ {g(Y ) ∈ S2}

)
= P{f(X) ∈ S1} · P{g(Y ) ∈ S2}.

Imeno,

P
(
{f(X) ∈ S1} ∩ {g(Y ) ∈ S2}

)
= P

(
{X ∈ f−1(S1)} ∩ {Y ∈ g−1(S2)}

)

(od nezavisnosta na X i Y ) = P{X ∈ f−1(S1)}P{Y ∈ g−1(S2)}
= P{f(X) ∈ S1} · P{g(Y ) ∈ S2}.

�

A.6 Matematiqko oqekuvaǌe i disperzija

Teorema 3.1 Matematiqkoto oqekuvaǌe gi ima slednite svojstva:

i. Ec = c, kade xto c e dadena konstanta;

ii. |EX | ≤ E|X |;
iii. Ako P{a ≤ X ≤ b} = 1, togax a ≤ EX ≤ b;

iv. E(cX) = cEX, ako EX postoi;

v. E(X + Y ) = EX + EY , ako EX i EY postojat;

vi. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi i EX i EY postojat

togax

E(XY ) = EX ·EY ;

vii. E
( n∑

i=1

ciXi

)

=

n∑

i=1

ciEXi, kade xto ci, i = 1, . . . , n se dadeni kon-

stanti;
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viii. Ako X1, X2, . . . , Xn se nezavisni sluqajni promenlivi, togax

E
( n∏

i=1

Xi

)

=
n∏

i=1

EXi.

Dokaz: i. Konstantata c mo�e da se razgleduva kako diskretna slu-

qajna promenliva koja prima samo edna vrednost c so verojatnost 1,

t.e. P{X = c} = 1. Zatoa,

Ec = EX = cP{X = c} = c · 1 = c.

ii. Neka X e diskretna sluqajna promenliva so mno�estvo vrednosti

RX i verojatnosti pi = P{X = xi}, za xi ∈ RX . Togax so koristeǌe na

neravenstvoto na triagolnik za apsolutna vrednost od suma, dobivame:

|EX | =
∣
∣
∣

∑

xi∈RX

xipi

∣
∣
∣ ≤

∑

xi∈RX

|xi|pi = E|X |.

iii. Neka P{a ≤ X ≤ b} = 1, t.e. site vrednosti na sluqajnata promenliva

X se pogolemi ili ednakvi na a i pomali ili ednakvi na b. Togax za

diskretna sluqajna promenliva X dobivame:

EX =
∑

xi∈RX

xipi ≥
∑

xi∈RX

api = a
∑

xi∈RX

pi = a

i

EX =
∑

xi∈RX

xipi ≤
∑

xi∈RX

bpi = b
∑

xi∈RX

pi = b,

t.e. a ≤ EX ≤ b.

Ako pak X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip,

togax imame:

EX =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

b∫

a

xp(x)dx ≥
b∫

a

ap(x)dx = a

b∫

a

p(x)dx = a
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i

EX =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

b∫

a

xp(x)dx ≤
b∫

a

bp(x)dx = b

b∫

a

p(x)dx = b,

pa i vo ovoj sluqaj, a ≤ EX ≤ b.

iv. Ako c = 0, togax cX = 0 ·X = 0, pa E(0 ·X) = E(0) = 0 = 0 · EX. Zatoa,

neka c 6= 0.

Prvo, neka X e sluqajna promenliva od diskreten tip so mno-

�estvo vrednosti RX = {x1, x2, . . . , xn} i verojatnosti pi = P{X = xi}, za
i = 1, 2, . . . , n. Togax sluqajnata promenliva Y = cX ḱe prima vrednosti

od mno�estvoto RY = {cx1, cx2, . . . , cxn}, so verojatnosti P{Y = cxi} =

P{cX = cxi} = P{X = xi} = pi, za i = 1, 2, . . . , n, pa

EY =
n∑

i=1

cxiP{Y = cxi} =
n∑

i=1

cxiP{X = xi} = c
n∑

i=1

xiP{X = xi} = cEX.

Vo sluqaj, koga RX e prebrojlivo mno�estvo, dokazot e analo-

gen, samo xto sumite ḱe odat do +∞ namesto do n.

Neka, sega X e sluqajna promenliva od apsolutno-neprekinat

tip zadadena so gustina pX(x) i neka Y = cX. Ako oznaqime f(x) = cx,

dobivame deka f−1(y) =
y

c
, pa (f−1(y))′ =

1

c
. So primena na ravenstvoto

(2.36), dobivame:

pY (y) = pX(f−1(y))|(f−1)′(y)| = pX

(y

c

) 1

|c| .

Ako c > 0, togax pY (y) =
1

c
pX

(y

c

)

, pa za matematiqkoto oqekuvaǌe na Y
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se dobiva:

EY =

+∞∫

−∞

y
1

c
pX

(y

c

)

dy







Smena: t =
y

c
, dy = cdt

y = −∞ : t = −∞
y = +∞ : t = +∞







=
1

c

+∞∫

−∞

ctpX(t)cdt

= c

+∞∫

−∞

tpX(t)dt

= cEX.

Ako, pak c < 0, togax pY (y) = −1

c
pX

(y

c

)

, pa za matematiqkoto oqekuvaǌe

na Y dobivame:

EY = −1

c

+∞∫

−∞

ypX

(y

c

)

dy







Smena: t =
y

c
, dy = cdt

y = −∞ : t = +∞
y = +∞ : t = −∞







= −1

c

−∞∫

+∞

ctpX(t)cdt

= c

+∞∫

−∞

tpX(t)dt

= cEX.

v. Neka X i Y se diskretni sluqajni promenlivi taka xto X prima

vrednosti od mno�estvoto RX , a Y prima vrednosti od mno�estvot RY .

Togax sluqajnata promenliva X + Y ḱe prima vrednosti od mno�est-

voto RX+Y = {xi + yj | xi ∈ RX , yj ∈ RY } i neka pij = P{X = xi, Y = yj}. Da

vooqime deka P{X = xi} =
∑

yj∈RY

pij, za xi ∈ RX i P{Y = yj} =
∑

xi∈RX

pij, za

yj ∈ RY , spored ravenstvata za opredeluvaǌe na marginalni raspre-

delbi od zaedniqkata raspredelba na dve sluqajni promenlivi. So
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primena na ovie ravenstva dobivame:

EX + EY =
∑

xi∈RX

xiP{X = xi}+
∑

yj∈RY

yjP{Y = yj}

=
∑

xi∈RX

xi

∑

yj∈RY

pij +
∑

yj∈RY

yj
∑

xi∈RX

pij

=
∑

xi∈RX

∑

yj∈RY

(xi + yj)pij

= E(X + Y )

Sega, ḱe go razgledame sluqajot koga (X,Y ) e sluqaen vektor od

apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba p(x, y).

Vo (2.41) e opredelena gustinata na sluqajnata promenliva Z = X + Y :

pZ(z) =

+∞∫

−∞

p(u, z − u)du.

Isto taka, da se potsetime deka marginalnite gustini na X i Y se

dobivaa od nivnata zaedniqka gustina so:

pX(x) =

+∞∫

−∞

p(x, y)dy pY (y) =

+∞∫

−∞

p(x, y)dx.

Sega, za matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva Z = X+Y

se dobiva:

EZ =

+∞∫

−∞

zpZ(z)dz =

+∞∫

−∞

z

+∞∫

−∞

p(u, z − u)dudz

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

zp(u, z − u)dzdu

(
Smena vo vnatrexniot integral:

t = z − u, dt = dz

)

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(u+ t)p(u, t)dtdu
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EZ =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

up(u, t)dtdu+

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

tp(u, t)dtdu

=

+∞∫

−∞

u

+∞∫

−∞

p(u, t)dtdu+

+∞∫

−∞

t

+∞∫

−∞

p(u, t)dudt

=

+∞∫

−∞

upX(u)du+

+∞∫

−∞

tpY (t)dt

= EX + EY.

vi. Neka X i Y se nezavisni diskretni sluqajni promenlivi zadadeni

isto kako vo v. Sluqajnata promenliva XY ḱe prima vrednosti od mno-

�estvoto RXY = {xiyj | xi ∈ RX , yj ∈ RY } i neka, isto kako i prethodno,

pij = P{X = xi, Y = yj}. Od nezavisnosta na X i Y ,

pij = P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj},

za site xi ∈ RX i yj ∈ RY . Togax,

EX ·EY =
∑

xi∈RX

xiP{X = xi} ·
∑

yj∈RY

yjP{Y = yj}

=
∑

xi∈RX

∑

yj∈RY

xiyj P{X = xi}P{Y = yj}
︸ ︷︷ ︸

pij

=
∑

xi∈RX

∑

yj∈RY

xiyjpij

= E(XY )

Ostanuva da go razgledame sluqajot koga (X,Y ) e sluqaen vektor

od apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba p(x, y).

Vo (2.42) e opredelena gustinata na sluqajnata promenliva Z = XY :

pZ(z) =

+∞∫

−∞

pX(u)pY

( z

u

) 1

|u|du.

Sega, za matematiqkoto oqekuvaǌe na Z = XY se dobiva:
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EZ =

+∞∫

−∞

zpZ(z)dz =

+∞∫

−∞

z

+∞∫

−∞

pX(u)pY

( z

u

) 1

|u|dudz.

Najprvo, dvojniot integral ḱe go pretstavime kako suma od dva inte-

grala za da se oslobodime od apsolutnata vrednost, a potoa vo dvata

dvojni integrala ḱe go smenite redosledot na integriraǌe po promen-

livite:

EZ = −
+∞∫

−∞

z

0∫

−∞

pX(u)pY

( z

u

)1

u
dudz +

+∞∫

−∞

z

+∞∫

0

pX(u)pY

( z

u

)1

u
dudz

= −
0∫

−∞

pX(u)
1

u

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dzdu+

+∞∫

0

pX(u)
1

u

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dzdu

= I1 + I2,

kade xto

I1 = −
0∫

−∞

pX(u)
1

u

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dzdu,

a

I2 =

+∞∫

0

pX(u)
1

u

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dzdu.

I vo dvata dvojni integrala I1 i I2 kako vnatrexen se javuva
+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dz, koj se rexava so voveduvaǌe na smenata
z

u
= t. Ottuka,

dz = udt. Pritoa, treba da se vnimava na voveduvaǌe na smenata vo

granicite na integracija. Pri rexavaǌe na I1, u < 0, pa za granicite

dobivame:
z = −∞ : t = +∞
z = +∞ : t = −∞,
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pa integralot se sveduva na

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dz =

−∞∫

+∞

utpY (t)udt = −
+∞∫

−∞

tpY (t)u
2dt.

Sega,

I1 = −
0∫

−∞

pX(u)
1

u

[

−
+∞∫

−∞

tpY (t)u
2dt
]

du

=

0∫

−∞

upX(u)

+∞∫

−∞

tpY (t)dtdu.

Od druga strana, pri voveduvaǌe na prethodnata smena vo re-

xavaǌeto na vnatrexniot integral vo I2, kade xto u > 0, za granicite

se dobiva:
z = −∞ : t = −∞
z = +∞ : t = +∞,

pa integralot se sveduva na

+∞∫

−∞

zpY

( z

u

)

dz =

+∞∫

−∞

utpY (t)udt =

+∞∫

−∞

tpY (t)u
2dt.

Taka,

I2 =

+∞∫

0

pX(u)
1

u

[
+∞∫

−∞

tpY (t)u
2dt
]

du

=

+∞∫

0

upX(u)

+∞∫

−∞

tpY (t)dtdu.
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Na kraj,

EZ = I1 + I2

=

0∫

−∞

upX(u)

+∞∫

−∞

tpY (t)dtdu +

+∞∫

0

upX(u)

+∞∫

−∞

tpY (t)dtdu

=

+∞∫

−∞

upX(u)

+∞∫

−∞

tpY (t)dtdu

=





+∞∫

−∞

upX(u)du









+∞∫

−∞

tpY (t)dt





= EX ·EY.

vii. Sleduva induktivno od tvrdeǌata iv. i v.

viii. Sleduva induktivno od tvrdeǌeto vi. �

Teorema 3.2 Disperzijata gi ima slednite svojstva:

i. DX ≥ 0. Pritoa, DX = 0 ako i samo ako P{X = c} = 1, kade xto

c = const;

ii. D(X + c) = DX, za proizvolna konstanta c;

iii. D(cX) = c2DX;

iv. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, togax

D(X + Y ) = DX +DY ;

v. Ako X1, X2, . . . , Xn se po parovi nezavisni sluqajni promenlivi, a

c1, c2,. . . , cn se dadeni konstanti, togax

D(c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn) = c21DX1 + c22DX2 + · · ·+ c2nDXn.

vi. E(X − c)2 ≥ E(X − EX)2, za proizvolna konstanta c.

Dokaz: i. Sluqajnata promenliva (X −EX)2 e nenegativna, pa od svoj-

stvoto iii. od teorema 3.1, nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe e nenega-

tivno. Ottuka, DX = E(X − EX)2 ≥ 0.
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Sega, neka P{X = c} = 1, togax Ec = c. Ottuka, Dc = E(c − Ec)2 =

E(c − c)2 = E(0) = 0. Obratno, neka 0 = DX = E(X − EX)2. Bidejḱi

(X − EX)2 e nenegativna sluqajna promenliva, nejzinoto matematiqko

oqekuvaǌe ḱe bide 0 samo ako P{(X −EX)2 = 0} = 1, t.e. P{X = EX} = 1.

Ottuka, X = c = EX so verojatnost 1.

ii. Ova svojstvo poka�uva deka so translacija na site vrednosti na

edna sluqajna promenliva X za nekoja konstanta c, nejzinata disperzija

nema da se promeni.

D(X + c) = E(X + c− E(X + c))2 = E(X + c− EX − c)2

= E(X − EX)2 = DX

iii.

D(cX) = E(cX − E(cX))2 = E(cX − cEX)2

= E(c2(X − EX)2) = c2E(X − EX)2 = c2DX

iv.

D(X + Y ) = E(X + Y − E(X + Y ))2

= E((X − EX) + (Y − EY ))2

= E(X − EX)2 + 2E((X − EX)(Y − EY )) + E(Y − EY )2

= DX + 2E((X − EX)(Y − EY )) +DY (A.7)

Od nezavisnosta na sluqajnite promenlivi X i Y sleduva nezavisnost

i na sluqajnite promenlivi X−EX i Y −EY , kako funkcii od nezavisni

sluqajni promenlivi (teorema 2.12), pa ottuka,

E((X − EX)(Y − EY )) = E(X − EX)E(Y − EY )) = (EX − EX)(EY − EY ) = 0.

So zamena na posledniot rezultat vo (A.7), dobivame:

D(X + Y ) = DX +DY.
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v . D
( n∑

i=1

ciXi

)

= E
( n∑

i=1

ciXi − E
( n∑

i=1

ciXi

))2

= E
( n∑

i=1

ci(Xi − EXi)
)2

= E
( n∑

i=1

c2i (Xi − EXi)
2 +

n∑

i=1

n∑

j = 1

j 6= i

cicj(Xi − EXi)(Xj − EXj)
)

=

n∑

i=1

c2iE(Xi − EXi)
2 +

n∑

i=1

n∑

j = 1

j 6= i

cicjE((Xi − EXi)(Xj − EXj))

=

n∑

i=1

c2iDXi +

n∑

i=1

n∑

j = 1

j 6= i

cicjE((Xi − EXi)(Xj − EXj)) (A.8)

Sliqno kako i prethodno, za koi bilo i 6= j, Xi i Xj se nezavisni

sluqajni promenlivi, pa spored teorema 2.12, Xi − EXi i Xj − EXj se

isto taka nezavisni, kako funkcii od nezavisni sluqajni promenlivi.

Zatoa,

E((Xi−EXi)(Xj−EXj)) = E(Xi−EXi)E(Xj−EXj) = (EXi−EXi)(EXj−EXj) = 0,

pa so zamena vo (A.8), se dobiva deka

D
( n∑

i=1

ciXi

)

=

n∑

i=1

c2iDXi.

vi . E(X − c)2 = E((X − EX) + (EX − c))2

= E(X − EX)2 + 2(EX − c)E(X − EX) + (EX − c)2

= DX + 2(EX − c)(EX − EX) + (EX − c)2

= DX + (EX − c)2

≥ DX,

bidejḱi (EX − c)2 ≥ 0. Poslednoto neravenstvo poka�uva deka sredno-

kvadratnoto otstapuvaǌe na sluqajna promenliva od nejzinoto mate-

matiqko oqekuvaǌe (t.e. disperzijata na sluqajnata promenliva) e po-

malo od srednokvadratnoto otstapuvaǌe na taa sluqajna promenliva
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od koja bilo druga konstanta. �

A.7 Momenti na sluqajni vektori

Teorema 3.4

i) Za koi bilo dve sluqajni promenlivi X i Y , |ρXY | ≤ 1.

ii) |ρXY | = 1 ako i samo ako P{Y = aX + b} = 1, za a 6= 0.

Dokaz: i) Gi voveduvame oznakite σ1 =
√
DX i σ2 =

√
DY i ja razgledu-

vame sluqajnata promenliva

Z = σ2X ± σ1Y.

Pritoa, vo definiraǌeto na Z se zema znak ,,+“, ako cov(X,Y ) < 0, a

znak ,,−“, ako cov(X,Y ) > 0. Ako cov(X,Y ) = 0, dobivame deka ρXY = 0, pa

tvrdeǌeto e toqno.

Za disperzijata na Z se dobiva:

DZ = D(σ2X ± σ1Y )

= E(σ2X ± σ1Y )2 − [E(σ2X ± σ1Y )]2

= E(σ2
2X

2 ± 2σ1σ2XY + σ2
1Y

2)− [σ2EX ± σ1EY ]2

= σ2
2EX2 ± 2σ1σ2E(XY ) + σ2

1EY 2 − σ2
2(EX)2 ∓ 2σ1σ2EX ·EY − σ2

2(EY )2

= σ2
2(EX2 − (EX)2) + σ2

1(EY 2 − (EY )2)± 2σ1σ2(E(XY )− EX · EY )

= σ2
2DX + σ2

1DY ± 2σ1σ2cov(X,Y )

= 2σ2
1σ

2
2 ± 2σ1σ2cov(X,Y )

= 2[σ2
1σ

2
2 ± σ1σ2cov(X,Y )].

Bidejḱi DZ ≥ 0, dobivame deka i

σ2
1σ

2
2 ± σ1σ2cov(X,Y ) ≥ 0. (A.9)

Ako cov(X,Y ) > 0, togax (A.9) dobiva oblik:

σ2
1σ

2
2 − σ1σ2cov(X,Y ) ≥ 0.
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Ottuka,

σ1σ2 ≥ cov(X,Y ),

t.e.

ρXY =
cov(X,Y )

σ1σ2
≤ 1.

Od druga strana, ako cov(X,Y ) < 0, od (A.9) se dobiva:

σ2
1σ

2
2 + σ1σ2cov(X,Y ) ≥ 0.

Ottuka,

−σ1σ2 ≤ cov(X,Y ),

pa

ρXY =
cov(X,Y )

σ1σ2
≥ −1.

Zakluquvame deka |ρXY | ≤ 1, xto trebaxe i da se doka�e.

ii) Prvo, neka Y = aX + b. Togax za kovarijansata pomeǵu X i Y se

dobiva:
cov(X,Y ) = E((X − EX)(Y − EY ))

= E((X − EX)(aX + b− E(aX + b)))

= E((X − EX)(aX + b− aEX − b)))

= E((X − EX)a(X − EX))

= aE(X − EX)2

= aDX,

a disperzijata na Y e:

DY = D(aX + b) = a2DX.

Sega, za koeficientot na korelacija pomeǵu sluqajnite promenlivi X

i Y , se dobiva slednovo:

ρXY =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

=
aDX√

DX
√
a2DX

=
a

|a| =







1, a > 0

−1, a < 0
.
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So ova poka�avme deka ako Y = aX + b togax |ρXY | = 1.

Obratno, neka |ρXY | = 1. Da gi razgledame sluqajni promenlivi

X∗ i Y ∗, definirani so:

X∗ =
X − EX√

DX
Y ∗ =

Y − EY√
DY

.

Za matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na X∗ se dobiva:

EX∗ = E

(
X − EX√

DX

)

=
E(X − EX)√

DX
=

EX − EX√
DX

= 0

DX∗ = E(X∗)2 = E

(
(X − EX)2

DX

)

=
E(X − EX)2

DX
=

DX

DX
= 1

Analogno, se dobiva deka EY ∗ = 0 i DY ∗ = E(Y ∗)2 = 1, a kovarijansata

pomeǵu X∗ i Y ∗ ḱe bide:

cov(X∗, Y ∗) = E(X∗Y ∗)− E(X∗)E(Y ∗) = E(X∗Y ∗)

= E

(
X − EX√

DX
· Y − EY√

DY

)

= ρXY .

Neka ρXY = −1. Ja razgleduvame sluqajnata promenliva X∗+Y ∗.

Togax E(X∗ + Y ∗) = EX∗ + EY ∗ = 0, a za disperzijata na ovaa sluqajna

promenliva se dobiva slednovo:

D(X∗ + Y ∗) = E(X∗ + Y ∗)2 − [E(X∗ + Y ∗)
︸ ︷︷ ︸

0

]2

= E((X∗)2 + 2X∗Y ∗ + (Y ∗)2)

= E(X∗)2 + 2E(X∗Y ∗) + E(Y ∗)2

= 2 + 2cov(X∗, Y ∗)

= 2(1 + ρXY )

= 0.

Dobivme deka D(X∗ + Y ∗) = 0, pa od Teorema 3.2 i), zakluquvame deka

X∗+Y ∗ = C, kade xto C = const, t.e. pomeǵu X∗ i Y ∗, pa ottuka i pomeǵu

X i Y postoi linearna zavisnost.
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Ako, pak ρXY = 1, togax se razgleduva sluqajnata promenliva

X∗ − Y ∗ i so postapka sliqna na prethodnata, se poka�uva deka D(X∗ −
Y ∗) = 2(1−ρXY ) = 0. Ottuka, X∗−Y ∗ = C, kade xto C e nekoja konstanta,

pa isto kako i prethodno sleduva deka pomeǵu X i Y postoi linearna

zavisnost. �

A.8 Karakteristiqna funkcija

Teorema 4.3 Neka za sluqajnata promenliva X postoi apsoluten

poqeten moment od red n (E|X |n < +∞). Togax karakteristiqnata

funkcija f(t) na X e n pati diferencijabilna i za k ≤ n va�i:

f (k)(0) = ikEXk.

Dokaz: Maklorenoviot red na funkcijata eitx e sledniov:

eitx =

+∞∑

k=0

(itx)k

k!
=

+∞∑

k=0

ikxk

k!
tk.

Sega,

f(t) = EeitX = E
( +∞∑

k=0

ikXk

k!
tk
)

=

+∞∑

k=0

ikEXk

k!
tk.

Od druga strana,

f(t) =

+∞∑

k=0

f (k)(0)

k!
tk.

So izednaquvaǌe na koeficientite vo poslednite dva reda, se dobiva

deka:

f (k)(0) = ikEXk,

za sekoj k = 1, 2, . . . �
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A.9 Tablica na normalna normirana raspredelba

Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−x2/2dx

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

-3.9 0.00005 0.00005 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00003 0.00003
-3.8 0.00007 0.00007 0.00007 0.00006 0.00006 0.00006 0.00006 0.00005 0.00005 0.00005
-3.7 0.00011 0.00010 0.00010 0.00010 0.00009 0.00009 0.00008 0.00008 0.00008 0.00008
-3.6 0.00016 0.00015 0.00015 0.00014 0.00014 0.00013 0.00013 0.00012 0.00012 0.00011
-3.5 0.00023 0.00022 0.00022 0.00021 0.00020 0.00019 0.00019 0.00018 0.00017 0.00017
-3.4 0.00034 0.00032 0.00031 0.00030 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024
-3.3 0.00048 0.00047 0.00045 0.00043 0.00042 0.00040 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035
-3.2 0.00069 0.00066 0.00064 0.00062 0.00060 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052 0.00050
-3.1 0.00097 0.00094 0.00090 0.00087 0.00084 0.00082 0.00079 0.00076 0.00074 0.00071
-3.0 0.00135 0.00131 0.00126 0.00122 0.00118 0.00114 0.00111 0.00107 0.00104 0.00100
-2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139
-2.8 0.00256 0.00248 0.00240 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193
-2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.00280 0.00272 0.00264
-2.6 0.00466 0.00453 0.00440 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357
-2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.00570 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.00480
-2.4 0.00820 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639
-2.3 0.01072 0.01044 0.01017 0.00990 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00866 0.00842
-2.2 0.01390 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.01160 0.01130 0.01101
-2.1 0.01786 0.01743 0.01700 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.01500 0.01463 0.01426
-2.0 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.01970 0.01923 0.01876 0.01831
-1.9 0.02872 0.02807 0.02743 0.02680 0.02619 0.02559 0.02500 0.02442 0.02385 0.02330
-1.8 0.03593 0.03515 0.03438 0.03362 0.03288 0.03216 0.03144 0.03074 0.03005 0.02938
-1.7 0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.03920 0.03836 0.03754 0.03673
-1.6 0.05480 0.05370 0.05262 0.05155 0.05050 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551
-1.5 0.06681 0.06552 0.06426 0.06301 0.06178 0.06057 0.05938 0.05821 0.05705 0.05592
-1.4 0.08076 0.07927 0.07780 0.07636 0.07493 0.07353 0.07215 0.07078 0.06944 0.06811
-1.3 0.09680 0.09510 0.09342 0.09176 0.09012 0.08851 0.08691 0.08534 0.08379 0.08226
-1.2 0.11507 0.11314 0.11123 0.10935 0.10749 0.10565 0.10383 0.10204 0.10027 0.09853
-1.1 0.13567 0.13350 0.13136 0.12924 0.12714 0.12507 0.12302 0.12100 0.11900 0.11702
-1.0 0.15866 0.15625 0.15386 0.15151 0.14917 0.14686 0.14457 0.14231 0.14007 0.13786
-0.9 0.18406 0.18141 0.17879 0.17619 0.17361 0.17106 0.16853 0.16602 0.16354 0.16109
-0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20045 0.19766 0.19489 0.19215 0.18943 0.18673
-0.7 0.24196 0.23885 0.23576 0.23270 0.22965 0.22663 0.22363 0.22065 0.21770 0.21476
-0.6 0.27425 0.27093 0.26763 0.26435 0.26109 0.25785 0.25463 0.25143 0.24825 0.24510
-0.5 0.30854 0.30503 0.30153 0.29806 0.29460 0.29116 0.28774 0.28434 0.28096 0.27760
-0.4 0.34458 0.34090 0.33724 0.33360 0.32997 0.32636 0.32276 0.31918 0.31561 0.31207
-0.3 0.38209 0.37828 0.37448 0.37070 0.36693 0.36317 0.35942 0.35569 0.35197 0.34827
-0.2 0.42074 0.41683 0.41294 0.40905 0.40517 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.38591
-0.1 0.46017 0.45620 0.45224 0.44828 0.44433 0.44038 0.43644 0.43251 0.42858 0.42465
-0.0 0.50000 0.49601 0.49202 0.48803 0.48405 0.48006 0.47608 0.47210 0.46812 0.46414
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Prodol�enie na tablicata na normalna normirana raspredelba

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
3.7 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992
3.8 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995
3.9 0.99995 0.99995 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99997 0.99997
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