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ПРЕДГОВОР 

 

Досега се напишани повеќе збирки со решени или нерешени задачи од 

областите кои ги опфаќа предметот математика 1 на техничките факултети или 

математичка анализа на ПМФ – Скопје. Но оваа збирка е прва збирка со решени 

задачи која е наменета за студентите од Технолошко-металуршкиот факултет во 

Скопје, и како таква, фокусот е точно врз оние задачи и теми кои се изучуваат на тој 

факултет. Досега, истите студенти морале неизбежно да користат повеќе извори, 

бидејќи или не биле сите неопходни теми опфатени, или нивото на задачите не било 

прилагодено за нив.  

Долгогодишниот начин на работа и искуство ги мотивираше авторите да ја 

изготват оваа збирка задачи. Содржината на збирката е структурирана во две големи 

тематски целини и еден додаток: Функции, граници на функции, изводи и нивна 

примена, и Интеграли, неопределен и определен, и примена. Додатокот се состои од 

список на задачи кои биле дадени во испитните сесии последниве десетина години. 

Во првиот дел авторите ги опфатиле следниве теми: Скицирање графици со 

помош на елементарни функции, дефинициона област на функција, граница на 

функција, некои специјални граници, изводи, Лопиталово правило, тангента и 

нормала на крива, анализа на графици од дробно-рационални функции и примена на 

екстреми. Во вториот дел се опфатени следниве теми: Непределен интеграл, методи 

на решавање на неопределен интеграл – метод на замена и парцијална интеграција, 

интеграли со тригонометриска смена, интеграли од квадратен трином, интеграли од 

рационални функции, интеграли од ирационални функции, интеграли од 

тригонометриски функции, определен интеграл, примена на определен интеграл за 

одредување плоштина на рамнински лик и должина на лак на крива. 

На почетокот на секое поглaвје се дадени дефинициите на поимите кои се 

користат. За комплетна дефиниција на поимите авторите препорачуваат читателот да 

се упати на книгата од д-р Никита Шекутковски: Математичка анализа 1. 

Низи, функции, лимеси, изводи, интеграли (II издание). [1] 

Збирката, иако е првенствено наменета за студентите на прв циклус на 

Технолошко-металуршкиот факултет како основна литература за предметот 



математика 1, неа можат успешно да ја користат и студентите на сите други 

технички факултети во Република Македонија. 

 

 

       Од авторите 
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Дефиницион̌ о̍л̌ст 

 

ȾȿɎИɇИЦИɈɇȺ ɈȻɅȺɋɌ ɇȺ ɎɍɇɄЦИЈȺ 

 

 

Дɟфиɧиɰијɚ. ɇɟɤɚ D ɢ K ɫɟ ɞɜɟ ɞɚɞɟɧɢ ɧɟɩɪɚɡɧɢ ɦɧɨɠɟɫɬɜɚ. Ⱥɤɨ ɧɚ ɫɟɤɨј 
ɟɥɟɦɟɧɬ x ɨɞ D, ɫɩɨɪɟɞ ɧɟɤɨј ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɡɚɤɨɧ (ɩɪɚɜɢɥɨ) ɦɭ ɟ ɩɪɢɞɪɭɠɟɧ ɬɨɱɧɨ ɟɞɟɧ 
ɟɥɟɦɟɧɬ y ɨɞ K, ɜɟɥɢɦɟ ɞɟɤɚ ɟ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ D ɜɨ K. 

Кɨɪɢɫɬɢɦɟ ɨɡɧɚɤɚ KDf : . Ɂɚɜɢɫɧɨɫɬɚ ɧɚ y ɨɞ x јɚ ɡɚɩɢɲɭɜɚɦɟ ɤɚɤɨ 
)(xfy  , ɤɚɞɟ Dx  ɟ ɧɟɡɚɜɢɫɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚ (ɚɪɝɭɦɟɧɬ), ɚ Ky  ɡɚɜɢɫɧɚ 

ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚ (ɫɥɢɤɚ ɧɚ Dx ). 
Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ D ɝɨ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɞɟфиɧиɰиɨɧɚ ɨɛɥɚɫɬ (ɞɨɦɟɧ) ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f, 

ɚ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ K ɤɨɞɨɦɟɧ. Ⱦɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɧɚ f ќɟ јɚ ɨɡɧɚɱɭɜɚɦɟ ɫɨ fD . 

Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ   KDxxfV f  |)(  ɝɨ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɜɪɟɞɧɨɫɬи (ɪɚɧɝ) 
ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f. Фɭɧɤɰɢɢɬɟ ɤɚɞɟ ɞɨɦɟɧɨɬ ɢ ɤɨɞɨɦɟɧɨɬ ɫɟ ɩɨɞɦɧɨɠɟɫɬɜɚ ɨɞ 
ɦɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ ɧɚ ɪɟɚɥɧɢ ɛɪɨɟɜɢ ɝɢ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɪɟɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ.   

ɇɟɤɚ RfDf :  ɢ RgDg :  ɫɟ ɞɚɞɟɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ. Ɍɨɝɚɲ  
1) Ɂɚ ɩɪɟɫɥɢɤɭɜɚњɚɬɚ )()()( xgxfxh   ɢ )()()( xgxfxh   ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬɨ 

gfh DDD  ; 

2) Ɂɚ 
)(

)(
)(

xg

xf
xh   ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬɨ gfh DDD   ɤɚɞɟ ɲɬɨ 

 0)(|  xgxDD gg . 

ɉɨɞɨɥɭ ɫɥɟɞɭɜɚɚɬ ɩɪɢɦɟɪɢ ɡɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢɬɟ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɧɟɤɨɢ ɨɞ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ: 

1) 
 0,)( Rrxxf r

, 
-

R rxxf r ,)( . 

ɂ ɜɨ ɞɜɚɬɚ ɫɥɭɱɚɢ, ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ (0,) ɫɟ ɫɨɞɪɠɢ ɜɨ Df .Se ɪɚɡɛɢɪɚ ɡɚ ɧɟɤɨɢ  r  

ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɟ ɩɨɝɨɥɟɦɚ, ɤɚɤɨ ɧɚ ɩɪɢɦɟɪ ɡɚ r=2, r = 1/3,... Ɍɨɝɚɲ R.fD  

Ɂɚ r = ½ ,   Df = [0,). 

2) ,0,)(  aaxf x
RfD ; 

3) 1,0,log)(  aaxxf a , ),0( fD ; 

4) xxf sin)(  , RfD ; xxf cos)(  , RfD ; 

5) xxf tg)(  , Z






  kkD f ,

2


\R ; xxf ctg)(  , 

  Z kkD f ,\R ; 

6) xxf arcsin)(  , ]1,1[fD ; xxf arccos)(  , ]1,1[fD ; 

7) xxf arctg)(  , RfD ; xxf arcctg)(  , RfD . 

ȼɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1 - 19 ɨɞɪɟɞɢ ɝɢ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢɬɟ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɡɚɞɚɞɟɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. 
Зɚɞɚɱɚ 1. 45)( 5  xxxf . 
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Рɟɲɟɧиɟ. ɉɨɥɢɧɨɦɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɟɤɨј ɪɟɚɥɟɧ ɛɪɨј, ɨɞɧɨɫɧɨ 
RfD  ɢɥɢ ɝɪɚɮɢɱɤɢ: 

 

Зɚɞɚɱɚ 2. 
65

12
)(

2

7





xx

xx
xf . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ 0652  xx , 

ɨɞɧɨɫɧɨ ɡɚ 2x  ɢ 3x . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ   ),3()3,2()2,(2,3\  RfD . ɇɚ 
ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

Зɚɞɚɱɚ 3. 
1

)(
3




x

x
xf . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ 01x , 

ɨɞɧɨɫɧɨ ɡɚ 1x . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ   ),1()1,1()1,(1,1\ RfD . ɇɚ 
ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

Зɚɞɚɱɚ 4. xxf  1)( . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ 01  x , 

ɨɞɧɨɫɧɨ ɤɨɝɚ 1x . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]1,(fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ 
ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

Зɚɞɚɱɚ 5. 3 87)(  xxf . 

Рɟɲɟɧиɟ. RfD .   

Зɚɞɚɱɚ 6.  13sin)( 2  xxxf . 

Рɟɲɟɧиɟ. RfD . 

Зɚɞɚɱɚ 7. 110)(  xxf . 
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Рɟɲɟɧиɟ. Ȼɢɞɟјќɢ 010 1 x
 ɡɚ ɫɟɤɨɟ Rx , ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ RfD . 

Зɚɞɚɱɚ 8. 
xe

x
xf 

12
)(


 . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ {0}\Rx  . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 
{0}\RfD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ 

ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 
Зɚɞɚɱɚ 9. )2ln()(  xxf . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ 02 x , 

ɨɞɧɨɫɧɨ ɤɨɝɚ 2x . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ),2( fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

Зɚɞɚɱɚ 10. 211)( xxf  . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx  ɡɚ ɤɨɢ 01 2  x . Ɉɞ 
ɰɪɬɟɠɨɬ  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2
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1

2
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4
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+  + -   --   -

 
ɝɥɟɞɚɦɟ ɞɟɤɚ ]1,1[01 2  xx . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ  ]1,1[fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 
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Зɚɞɚɱɚ 11. 
4

5
ln)(

2xx
xf


 .  

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɢɬɟ Rx  ɡɚ ɤɨɢ 0
4

5
ln

2


 xx

, 

ɨɞɧɨɫɧɨ ɤɨɝɚ 1
4

5 2


 xx

. Ɉɱɢɝɥɟɞɧɨ ɟ ɞɟɤɚ  0451
4

5 2
2




xx
xx

. Ɉɞ 

ɰɪɬɟɠɨɬ  
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ɝɥɟɞɚɦɟ ɞɟɤɚ ]4,1[0452  xxx . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]4,1[fD .  ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ 
ɩɪɚɜɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

 

Зɚɞɚɱɚ 12.  21)( xxf  . 

Рɟɲɟɧиɟ. Ȼɢɞɟјќɢ 0)1(1 22  xx  ɡɚ ɫɟɤɨɟ Rx ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɧɟ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɧɢɟɞɟɧ ɪɟɚɥɟɧ ɛɪɨј, ɨɞɧɨɫɧɨ ØfD . 

Зɚɞɚɱɚ 13. )4ln(
2

3
arcsin)( x

x
xf 


 . 
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Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ 
2

3
arcsin)(1




x
xf  ɢ )4ln()(2 xxf  . Ɍɨɝɚɲ 

21 fff DDD  . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɩɨɬɪɟɛɧɨ ɟ ɞɚ ɝɢ ɧɚјɞɟɦɟ ɧɚјɩɪɜɨ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢɬɟ 

ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ 1f  ɢ 2f , ɚ ɩɨɬɨɚ ɢ ɧɢɜɧɢɨɬ ɩɪɟɫɟɤ.  
Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ ɜɚɠɢ: 

 512321
2

3
1 


 xx

x . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]5,1[
1
fD . ɇɚ 

ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
1f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 
Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 2f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 404  xx . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 

)4,(
2

fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
2f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 
ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, fD ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɤɚɤɨ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɲɬɪɚɮɢɪɚɧ 

ɢ ɜɨ ɞɜɟɬɟ ɧɚɫɨɤɢ ɚɤɨ ɝɢ ɧɚɧɟɫɟɦɟ ɞɜɟɬɟ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɢɫɬɚ ɪɟɚɥɧɚ ɩɪɚɜɚ.  

 
ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ )4,1[)4,(]5,1[

21
 fff DDD . 

Зɚɞɚɱɚ 14. )ln(ln)1arcsin()( xxxf  .  

Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ )ln(ln)(),1arcsin()( 21 xxfxxf  . Ɍɨɝɚɲ 

21 fff DDD  .  

Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ ɜɚɠɢ: 

 2002111  xxx . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]2,0[
1
fD . ɇɚ 

ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
1f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 
Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 2f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 10ln  xx . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ  

),1(
2

fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
2f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 
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fD
 
ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɤɚɤɨ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɲɬɪɚɮɢɪɚɧ ɢ ɜɨ ɞɜɟɬɟ 

ɧɚɫɨɤɢ ɚɤɨ ɝɢ ɧɚɧɟɫɟɦɟ ɞɜɟɬɟ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɢɫɬɚ ɪɟɚɥɧɚ ɩɪɚɜɚ. 

 
ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]2,1(),1(]2,0[

21
 fff DDD . 

Зɚɞɚɱɚ 15.  xxf 32arcsin)(  . 

Рɟɲɟɧиɟ. Ȼɢɞɟјќɢ 1331321  xx , ɚ 03 x  ɡɚ ɫɟɤɨɟ Rx , 

ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɧɟ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɧɢɟɞɟɧ ɪɚɥɟɧ ɛɪɨј, ɨɞɧɨɫɧɨ ØfD .  

Зɚɞɚɱɚ 16. 1
4

)( 2

2



 x

x

x
xf .  

Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ 1)(,
4

)( 2

221 


 xxf
x

x
xf . Ɍɨɝɚɲ 

21 fff DDD  .  

Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 042 x , ɨɞɧɨɫɧɨ ɤɨɝɚ 2x  ɢ 2x . 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ:  

),2()2,2()2,(}2,2{\
1

RfD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
1f

D ɦɨɠɟ ɞɚ 
ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 2f ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 012 x . Ɉɞ ɰɪɬɟɠɨɬ 
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ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ  ),1[]1,(

2
fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 

2f
D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ 

ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

fD ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɤɚɤɨ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɲɬɪɚɮɢɪɚɧ ɢ ɜɨ ɞɜɟɬɟ 
ɧɚɫɨɤɢ ɚɤɨ ɝɢ ɧɚɧɟɫɟɦɟ ɞɜɟɬɟ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɢɫɬɚ ɪɟɚɥɧɚ ɩɪɚɜɚ. 

 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 

],2()2,1[]1,2()2,(
21

 fff DDD . 

Зɚɞɚɱɚ 17. 234
2

4
ln)( xx

x

x
xf 




 . 

Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ 
2

21 34)(,
2

4
ln)( xxxf

x

x
xf 




 .  

Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ  ɜɚɠɢ: 









2,1
2

4
2,0

2

4
ln x

x

x
x

x

x
  

2,0
2

6





 x
x

.  

ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ )2,(2  xx , ɨɞɧɨɫɧɨ 
)2,(

1
fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 

1f
D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 
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Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 2f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 034 2  xx . Ɉɞ ɰɪɬɟɠɨɬ 
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ɝɥɟɞɚɦɟ ɞɟɤɚ ]1,4[
2

fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
2f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ 
ɧɚɱɢɧ: 
 

 

fD ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɤɚɤɨ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɲɪɚɮɢɪɚɧ ɢ ɜɨ ɞɜɟɬɟ 
ɧɚɫɨɤɢ ɚɤɨ ɝɢ ɧɚɧɟɫɟɦɟ ɞɜɟɬɟ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɢɫɬɚ ɪɟɚɥɧɚ ɩɪɚɜɚ. 

 

 
 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ )2,4[
21

 fff DDD . 

Зɚɞɚɱɚ 18. 216
2

3
ln)( x

x

x
xf 




 . 

Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ 2

21 16)(,
2

3
ln)( xxf

x

x
xf 




 .  
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Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ ɜɚɠɢ: 

 










2,
02,03

02,03
2,0

2

3
x

xx

xx
x

x

x
 

  









2,3

2,3

xx

xx
.   

ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 1f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 2x  ɢɥɢ 
3x ),3()2,(  x , ɨɞɧɨɫɧɨ ),3()2,(

1
fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ 

ɩɪɚɜɚ 
2f

D ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 

 

 

 

Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 2f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɤɨɝɚ 016 2  x . Ɉɞ ɰɪɬɟɠɨɬ 
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ɝɥɟɞɚɦɟ ɞɟɤɚ  ]4,4[
2

fD . ),3()2,(
1

fD . ɇɚ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ 
2f

D ɦɨɠɟ ɞɚ 
ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 
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fD ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɤɚɤɨ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɟɚɥɧɚɬɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɲɬɪɚɮɢɪɚɧ ɢ ɜɨ ɞɜɟɬɟ 
ɧɚɫɨɤɢ ɚɤɨ ɝɢ ɧɚɧɟɫɟɦɟ ɞɜɟɬɟ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɢ ɨɛɥɚɫɬɢ ɧɚ ɢɫɬɚ ɪɟɚɥɧɚ ɩɪɚɜɚ. 

 

 
 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ]4,3()2,4[
21

 fff DDD . 

Зɚɞɚɱɚ 19. )sinln()( xxxf  . 

Рɟɲɟɧиɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɡɚ ɫɟɤɨɟ Rx ɡɚ ɤɨɟ 0sin xx . 


























0sin

0

0sin

0

0sin

x

x

x

x

xx  .  

 
Ɉɞ ɰɪɬɟɠɨɬ 

  

+  + +  ++  +
-  --  --  -

0

  
ɝɥɟɞɚɦɟ ɞɟɤɚ:  

  Z kkkxx ,)12(,20sin   ɢ 

  Z kkkxx ,2,)12(0sin  . 

Ƚɪɚɮɢɱɤɢ 







0sin

0

x

x
 ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 



 

Дефиницион̌ о̍л̌ст 

 

Ƚɪɚɮɢɱɤɢ 







0sin

0

x

x
 ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɬ ɧɚɱɢɧ: 

 
 
Ɉɞ ɞɜɚɬɚ ɰɪɬɟɠɢ јɚɫɧɨ ɫɟ ɝɥɟɞɚ ɞɟɤɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɧɚ  f ɟ ɭɧɢјɚɬɚ ɧɚ: 

...)5,4()3,2(),0()0,()2,3()4,5(...    
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ПОСРЕДНА КОНСТРУКЦИЈА НА ГРАФИЦИ 

 

 Графиците на функциите: ,nxy = ,xay =
 ,ln xy =  ,sin xy =  ,cos xy =  

,tg xy =
 

xy ctg= , ,arcsin xy =  ,arccos xy =  
xy arctg= , xy arcctg=  и др. ги 

сметаме за веќе познати и дадени се од 1. до 18.: 

1. === ff VDxxf ,)( ℝ 2. == fDxxf ,)( 2
ℝ, ),0[ +∞=fV  

 

x

y

   
 

3. === ff VDxxf ,)( 3
ℝ   4. ,

1
)(
x

xf =   

     ),0()0,( ∞∪−∞== ff VD  

x

y

 

x

y

  

5. ),0[,)( +∞=== ff VDxxf   6. === ff VDxxf ,)( 3
ℝ 

 

x 

y 
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x

y

 

x

y

  
 

7. =≠>= f

x Daaaxf ,1,0,)( ℝ, 8. =<<= f

x Daaxf ,10,)( ℝ,  

 ),0( +∞=fV      ),0( +∞=fV  
 

x

y

 

x

y

  
 

9. ,1,0,log)( ≠>= aaxxf a  
10. ,10,log)( <<= axxf a   

),,0( +∞=fD  =fV  ℝ   =fD  ),,0( +∞ =fV  ℝ 
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x

y

 

x

y

  
 

11. == fDxxf ,sin)(  ℝ,   12. == fDxxf ,cos)( ℝ, ]1,1[ +−=fV  

   
]1,1[ +−=fV  

 

x

y

 

x

y

  
 

13. ,tg)( xxf =    14. ,ctg)( xxf =   

=fD  ℝ },2/{\ ππ k+    =fD  ℝ }{\ πk , 

∈k ℤ , =fV ℝ     ∈k ℤ, =fV ℝ   
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x

y

 

x

y

  
 

15. ],1,1[,arcsin)( −== fDxxf
 
16. ],1,1[,arccos)( −== fDxxf  

]2/,2/[ ππ +−=fV    ],0[ π+=fV  
 

x

y

 

x

y

 
 

  

17. ),,(,arctg)( ∞−∞== fDxxf
 

18. ),,(,arcctg)( ∞−∞== fDxxf  

( )2/,2/ ππ +−=fV    ),0( π+=fV  
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x

y

 

x

y

  
 

  Посредната конструкција на графикот на функцијата )(xfy =  се состои во 

наоѓање врска меѓу дадената функција и функција чиј график е познат.  

 Нека ни се познати графиците на функците )(xfy =  
и )(xgy = . 

 График на )(xfy −=  

 Графикот на функцијата )(xfy −=  го добиваме ако и го смениме знакот на 

втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата )(xfy −=  
е симетричен со графикот на функцијата )(xfy = во однос 

на x -оската.  

График на )( xfy −=  

Графикот на функцијата )( xfy −=  го добиваме ако и го смениме знакот на 

првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата )( xfy −= е симетричен со графикот на функцијата )(xfy =  
во однос 

на y -оската. 

График на R,)( ∈+= ccxfy  

 Графикот на функцијата R,)( ∈+= ccxfy  го добиваме ако ја зголемиме 

за c  втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата R,)( ∈+= ccxfy  
го добиваме со поместување за c  во правец на y -

оската на графикот на функцијата )(xfy = . Притоа, ако 0>c поместувањето е во 

позитивна насока на y -оската, а ако 0<c  поместувањето е во негативна насока на 

y -оската. 

График на R),( ∈+= ccxfy  

 Графикот на функцијата R),( ∈+= ccxfy  го добиваме ако ја зголемиме 

за c  првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата R),( ∈+= ccxfy  
го добиваме со поместување за c  во правец на x -

оската на графикот на функцијата )(xfy = . Притоа, ако 0>c поместувањето е во 
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негативна насока на x -оската, а ако 0<c  поместувањето е во позитивна насока на 

x -оската. 

График на 0),( >= cxcfy  

Графикот на функцијата 0),( >= cxcfy  го добиваме ако ја помножиме со 

c  втората координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата 0),( >= cxcfy  
го добиваме со растегнување или стегање на графикот 

на фунцијата )(xfy =  во правец на y -оската во зависност од тоа дали 1>c  или 

10 << c .  

График на 0),( >= ccxfy  

Графикот на функцијата 0),( >= ccxfy  го добиваме ако ја помножиме со 

c  првата координата на графикот на функцијата )(xfy = . Значи графикот на 

функцијата 0),( >= ccxfy  
го добиваме со растегнување или стегање на графикот 

на фунцијата )(xfy =  во правец на x -оската во зависност од тоа дали 1>c  или 

10 << c .  

График на функцијата )()( xgxfy +=  

Графикот на функцијата )()( xgxfy += го добиваме ако ги собереме 

вторите координати на графиците на функциите )(xfy =  
и )(xgy = . 

График на инверзна функција )(1 xfy −=
 

f  
и 

1−f се взаемно инверзни ако е исполнето: 

( )
( ) .наобластатадефиниционодxсекојза,)(

наобластатадефиниционодxсекојза,)(

11

1

−−

−

=

=

fxxff

fxxff

  

Пример. 
xexf =)(
 
и xxf ln)(1 =−

 
се взаемно инверзни функции. 

Графикот на функцијата )(1 xfy −=  го добиваме како осносиметричен на 

графикот на функцијата )(xfy =  во однос на правата xy =  
(на подмножество од 

дефиниционата област каде што постои  
1−f ). 

График на функцијата )(xfy =  

Графикот на функцијата )(xfy =
 
го добиваме ако точките од графикот на 

функцијата )(xfy =  
со негативна втора координата ги пресликаме симетрично во 

однос на x -оската. 

  

Нацртај ги графиците на следните функции: 

 Задача 1. а) 
2)( xxf −= ; б)

xxf 5)( −=  ;  

       в) xxf cos)( −= ;  г) xxf ln)( −= ; 

       д) 
3)( xxf −= ; ѓ) xxf tg)( −= .      

Решение.    
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x

y

f ( )x =

f( )x =

x

x
2

2
-

   

x

y

f ( )x =

f( )x =

5

5
x

x-

 
                  а)       б)  

 

x

y

f ( )x =

f( )x = cosx

x

-
�

�
cos

 

x

y

f( )x =

f( )x = lnx

x-

�

�
ln

 
   в)                   г) 

x

y

f ( )x =

f( )x =

x

x3

3-

     

x

y
f( )x x=-tg
�

f(x)=tgx
�

 
 д) ѓ) 
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Задача 2. а) 
xxf −−= 3)( ;  б) )sin()( xxf −= ; 

       в) 13)( += xxf ;      г) 2)( 4 += xxf . 

Решение.  

 

x

y

f ( )x =

f ( )=x 3
xf (x) 3=

-
��

�3
x-

-

x

 

x

y

f ( )x =sin

f( )x = ( )

�

-xsin
�

x

 
                  

  а)                       б) 

x

y

f ( )=x 3
x

f (x) 3=
�

x

+1
�

y

f ( )=x x
4

f(x) x=

�

x
+2

4
�

 
                         в)             г) 

 

 

Задача 3. а) ( )21)( += xxf ;           б) ( )2sin)( −= xxf ; 

      в) 
2

)(
2x

xf = ;         г) 
22)( xxf = . 

Решение. 

 



 

Посредна конструкција на графици 

y

f( )=x x2
f(x) x= �

x

+1
2
�)(

x

y

f( )x =

f ( )x =

4
x

sinx

�

�

sin( -π_ )

_
4

π

 
а)              б) 

y

f( )=x x2
f (x) x= �

x

2

�
_
2

 

y

f( )=x x2f (x) x= �

x

2
�2

 
                в)               г)  

 

 

 Задача 4. а) xxf 2sin)( = ; б) 
2

sin)(
x

xf = . 

Решение.  
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x

y

f ( )x =

f ( )x =

x

sinx
�

�
sin

π_
2
π

2

x

y

f ( )x =

f( )x =

x

sinx
�

�

sin

π
_

2

2

 
            а)      б) 

  

 

Задача 5. а) 
x

x
xf

1
)(

2 +
= ;      б) 24)( 2 +−= xxxf . 

Решение.        

x

y

f ( )x =

f ( )
x

=

x

x
�

�

_1

2
+1____x

=f (

�

x) x

  

x

y

f( )x =

f( ) x=

x
�

2

2
x

=f(x) x

�

-( )
2
-2

� ( -2)
2

  

              а)      б) ( ) 22)(
2 −−= xxf

 
 

 

 Задача 6. а) xxf sin)( = ; б) xxf sin)( = ; 

                                в) 
3)( xxf = ; г) 32)( 2 −−= xxxf . 

  

 Решение.  
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x

y

f ( )x =

f ( ) x=

�

x

sin|x|

�

sin

x

y

f ( )x =

f ( ) x=

�

x

sin

|

x

|

�

sin

 

а) 




>

<−
=

0,sin

0,sin
)(

xx

xx
xf          б) 





>

<−
=

0sin,sin

0sin,sin
)(

xx

xx
xf  

               

x

f( ) x=

f ( )x

3

�=

x

y

�

||x3

     

x

f ( ) x=

f( )x

2

=

x

y

�

||

x2- -3

�

3-x2-x2

 
             г)     д) 

 

 

 Задача 7. Нацртај ги графиците на инверзните функции на функците: 

 а)
1)( += xexf    б) 

1
)(

+
=
x

x
xf

 
 

:f R ).,0( +∞→   
:f ( ) )1,0(,0 →+∞ . 

 Решение.  
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x

y

f ( )x=

f ( )y = x

-1

�

�y

y=x

      

x

f ( )x=

f( )y= x

-1

�

� y

y=x

y

 
   a)      б) 

Задача 8. Посредно нацртај го грификот на функцијата 






 +=
6

3sin4
π

xy ! 

Решение.  

Чекор 1. Го скицираме графикот на елементарната функција xy sin1 = . 

x

xf ( )x =

y

sin

 
 

Чекор 2.   Го скицираме графикот на функцијата xy 3sin2 = на тој начин 

што првата координата на графикот xy sin1 =  ќе ја помножиме со 3. Така 

добиениот график на функцијата xy 3sin2 =  има основен период 
3

2π
, односно е 

збиен во правец на y  -оската во однос на графикот на функцијата xy sin1 = . 
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x

xf ( )x =

y

sin3

 
Чекор 3. Го скицираме графикот на функцијата 
















 +=






 +=
18

3sin
6

3sin3

ππ
xxy  на тој начин што ќе го поместиме графикот на 

функцијата xy 3sin2 = за 
18

π
 налево.  

x

xf ( )x =

y

sin 3( )π_
6

+

 
  

Чекор 4. Графикот на функцијата 






 +==
6

3sin44

π
xyy  го добиваме кога втората 

координата на графикот на функцијата 






 +=
6

3sin3

π
xy

 

ќе ја помножиме со 4. Така 

добиениот график ги има истите нули како и графикот на функцијата 








 +=
6

3sin3

π
xy , а има амплитуда четири пати поголема од амплитудата на 

функцијата 






 +=
6

3sin3

π
xy . 
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x

xf ( )x =

y

sin 3( )π_
6

+4

 
 

СКИЦИРАЊЕ ГРАФИЦИ НА ФУНКЦИИ 
ЗАДАДЕНИ СО ПАРАМЕТАРСКИ КООРДИНАТИ 

 

 Задача 1. Скицирај ги графиците на следните функции, 

а) tax 3cos= , tay 3sin=  б) ( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=  

 Решение. 

 а) taytax 33 sincos ==  

 Функциите tax 3cos= и tay 3sin=
 

имаат заедничка периода πω 2= . 

Затоа за [ ]π2,0∈t , ќе бидат испишани сите точки од кривата tax 3cos= , 

tay sin3= . Ако ( )yx,  е точка од графикот на кривата tax 3cos= , tay 3sin=  

добиена за некоја вредност на параметарот t , тогаш бидејќи 

( )π+− ta 3cos ( ) ,cos3 xta −=−= ( ) ytata ==+− 33 sinsin π   

и 

( ) xtata ==− 33 coscos , ( ) ytata −=−=− 33 sinsin   

 

и точките ( )yx −,  и ( )yx,−  се исто така точки од графикот на кривата. Значи 

кривата е симетрична во однос на x  и y  оските. Затоа доволно е да се нацрта 

нејзиниот график на интервалот 





2

,0
π

, а потоа да се преслика симетрично во однос 

на x  и y  оските.  

 

t  0  6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

x  a  a
8

33
 a

4

2
 a

8

1
 0  

y  0  a
8

1
 a

4

2
 a

8

33
 a  
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За 1=a

-1 -0.5 0.5 1
x

-1

-0.5

0.5

1

y

 

 

 

 б) За да го нацртаме графикот на функцијата ( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=  

најпрво определуваме неколку точки од графикот. 

 

t  0  2
π  π  

2
3π  π2  

x  0  






 −1
2

π
a  πa  







 +1
2

3π
a  πa2  

y  0  a  a2  a  0  

      

 

 
 

 

СКИЦИРАЊЕ ГРАФИЦИ НА ФУНКЦИИ ЗАДАДЕНИ СО ПОЛАРНИ 

КООРДИНАТИ 

 

 Задача 1. Скицирај ги графиците на функциите: 
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  а) 
ϕ
π

ρ
a

=    б) a=ρ   

  в) ϕρ 2sina=   г) ( )ϕρ sin1−= a  

 Решение. 

 а) Формираме табела вредности за променливите ϕ  и 
ϕ
π

ρ
a

=  . 

 

ϕ  0  3
π  

2
π  

4
3π  π  

2
3π  π2  π3  π4  

ρ   ∞  3  2  3
4  1 3

2  
2

1  
3

1  
4

1  

  

 Со нанесувањето и поврзувањето определените точки, во поларниот 

координатен систем за 1=a  се добива 

 

1
x

1

y

 
  

 б) Графикот на функцијата a=ρ  претставува централна кружница со 

радиус a . 

 

1=a

-1 1
x

-1

1

y

 

 

 в) Се црта најпрво графикот на функцијата ϕρ 2sina=  во декартови 

координати, а потоа за дадени вредности на ϕ  се нанесуваат вреностите за ρ  и за 

што подобра скица со што помалку точки се внимава на зависноста прикажана на 

првиот график. 



 

Посредна конструкција на графици 

1=a

-0.5 0.5
x

-0.5

0.5

y

 

 График на xay 2sin=  

 

 г) Се црта најпрво графикот на функцијата ( )ϕρ sin1−= a  во декартови 

координати, а потоа се нанесуваат точките во поларниот координатен систем. За 

брзо нанесување и избор на точките се има предвид зависноста на ρ  и ϕ  од 

претходниот график. 

1=a

-1 1
x

-2

-1

y
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ȽɊАɇИЦА ɇА ɎɍɇɄЦИЈА 

ɈɉɊȿȾȿɅɍȼАЊȿ ȽɊАɇИЦА ɇА ɎɍɇɄЦИЈА ɉɈ ȾȿɎИɇИЦИЈА 

 
 
 

 Ƚɪɚɧɢɰɚ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɫɟ ɪɚɡɝɥɟɞɭɜɚ ɫɚɦɨ ɜɨ ɬɨɱɤɢɬɟ 0x  ɡɚ ɤɨɢ ɩɨɫɬɨɢ 
ɢɧɬɟɪɜɚɥ  rxrx  00 , , 0r  ɧɚ ɤɨј ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɦɨɠɟ ɢ 

ɞɚ ɧɟ ɛɢɞɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ 0x ! 

 

 Дɟɮиɧиɰија.  Ɋɟɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ иɦа ɥиɦɟɫ  0y  вɨ ɬɨɱɤаɬа 0x , ɚɤɨ ɡɚ  
ɫɟɤɨј   > 0, ɩɨɫɬɨɢ  > 0, ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɨɞ  
 

 || 0xx  

ɢ  0xx    ɞɚ ɫɥɟɞɭɜɚ  
 

 |)(| 0yxf . 

  

Ɋɟɚɥɧɢɨɬ ɛɪɨј 0y  ɝɨ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɥиɦɟɫ ɧа ɮɭɧɤɰијаɬа ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  0x   ɢ ɨɡɧɚɱɭɜɚɦɟ  
 

0)(lim
0

yxf
xx




, 

 

ɢɥɢ  f(x)  y0  ɤɨɝɚ  x  x0 ( f(x) ɬɟɠɢ ɤɨɧ y0 ɤɨɝɚ  x ɬɟɠɢ ɤɨɧ x0 ). 
 

 Дɟɮиɧиɰија. Ɋɟɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ иɦа ɥɟв ɥиɦɟɫ  0y  вɨ ɬɨɱɤаɬа 0x , ɚɤɨ 
ɡɚ  ɫɟɤɨј   > 0, ɩɨɫɬɨɢ  > 0, ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɡɚ ɫɟɤɨј ),( 00 xxx    ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɢ 

 

 |)(| 0yxf . 

  

Ɋɟɚɥɧɢɨɬ ɛɪɨј 0y  ɝɨ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɥɟв ɥиɦɟɫ ɧа ɮɭɧɤɰијаɬа ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  0x   ɢ 
ɨɡɧɚɱɭɜɚɦɟ  
 

0)(lim
0

yxf
xx




 

 

Дɟɮиɧиɰија. Ɋɟɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ иɦа ɞɟɫɟɧ ɥиɦɟɫ  0y   вɨ ɬɨɱɤаɬа 0x , 

ɚɤɨ ɡɚ  ɫɟɤɨј   > 0, ɩɨɫɬɨɢ  > 0, ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɡɚ ɫɟɤɨј ),( 00  xxx   ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɢ 
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 |)(| 0yxf . 

  

Ɋɟɚɥɧɢɨɬ ɛɪɨј 0y  ɝɨ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɞɟɫɟɧ ɥиɦɟɫ ɧа ɮɭɧɤɰијаɬа ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  0x   ɢ 
ɨɡɧɚɱɭɜɚɦɟ  
 

0)(lim
0

yxf
xx




 

 

 
Заɞаɱа 1. Кɨɪɢɫɬɟјќɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢјɚɬɚ ɡɚ ɝɪɚɧɢɱɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

ɞɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ   332lim
3




x
x

. 

Рɟɲɟɧиɟ. 
 ɉɪɜ ɱɟɤɨɪ, ɩɨɝɨɞɭɜɚњɟ ɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬɚ ɡɚ  . Нɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧ ɩɨɡɢɬɢɜɧɢɨɬ ɛɪɨј  . 

ɋɚɤɚɦɟ ɞɚ ɧɚјɞɟɦɟ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј    , ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ  
     62332 xxAxf , 

 

ɤɨɝɚ  00 xx  62x . Јɚ ɨɰɟɧɭɜɚɦɟ ɪɚɡɥɢɤɚɬɚ  
 

       3262332 xxxAxf 232 x , 

 

ɉɪɢɬɨɚ ɡɚ ɞɚ ɝɨ ɩɨɜɪɡɟɦɟ ɢɡɪɚɡɨɬ 62  x  ɫɨ 3x , ɝɨ ɢɫɤɨɪɢɫɬɢɜɦɟ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ 

3262  xx . Нɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ 23 x  ɧɢ ɫɭɝɟɪɢɪɚ ɞɚ ɢɡɛɟɪɟɦɟ  2  

ɨɞɧɨɫɧɨ 
2

  .  

 ȼɬɨɪ ɱɟɤɨɪ, ɩɨɤɚɠɭɜɚњɟ ɞɟɤɚ ɢɡɛɪɚɧɢɨɬ ɛɪɨј   ɝɢ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚ ɭɫɥɨɜɢɬɟ. 

Зɧɚɱɢ ɡɚ ɫɟɤɨɟ 0  ɩɨɫɬɨɢ 
2

   ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ ɨɞ  30 x  ɫɥɟɞɭɜɚ 

   132x . 

 ɋɨ ɬɨɚ ɩɨɤɚɠɚɜɦɟ ɞɟɤɚ   132lim
2




x
x

. 

 
 Заɞаɱа 2. Кɨɪɢɫɬɟјќɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢјɚɬɚ ɡɚ ɝɪɚɧɢɱɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

ɞɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ 18
3

9
lim

3

3





 x

xx

x
. 

Рɟɲɟɧиɟ. 
 Нɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧ ɩɨɡɢɬɢɜɧɢɨɬ ɛɪɨј  . Ɍɪɟɛɚ ɞɚ ɧɚјɞɟɦɟ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј   ɬɚɤɨɜ 
ɲɬɨ ɨɞ  00 xx  |3| x  ɞɚ ɫɥɟɞɭɜɚ  |)(| Axf . Ȼɢɞɟјќɢ 
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    













 |18
3

33
||18

3

9
||18

3

9
||)(|

23

x

xxx

x

xx

x

xx
Axf    |183| xx

 |183| 2 xx  |1863| 2 xxx  

     |363| xxx |3|6  xx , 

 

ɡɚ ɞɚ јɚ ɨɰɟɧɢɦɟ ɞɟɫɧɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɨɞ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɬɚ ɢɡɛɢɪɚɦɟ 1 , ɨɞɧɨɫɧɨ 118 x , 

ɨɞ ɤɚɞɟ 1917  x . ɋɥɟɞɭɜɚ 
 

25|3|6  xx .  

 

ɉɨɫɥɟɞɧɨɬɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɧɢ ɫɭɝɟɪɢɪɚ ɞɚ ɢɡɛɟɪɟɦɟ  25 , ɚ ɛɢɞɟјќɢ 1  

ɢɡɛɢɪɚɦɟ 








25
,1min
 . 

 Зɧɚɱɢ ɡɚ ɩɪɨɢɡɜɨɥɟɧ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј  , ɧɚјɞɨɜɦɟ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј 









25
,1min
 , ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ ɡɚ ɫɟɤɨј  3\fDx , ɡɚ ɤɨј ɨɞ  |3| x   ɫɥɟɞɭɜɚ 





|18
3

9
|

3

x

xx
.  

 ɋɥɟɞɭɜɚ 18 ɟ ɝɪɚɧɢɰɚ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
3

9
)(

3





x

xx
xf  ɤɨɝɚ 3x . 

 
 Заɞаɱа 3. Кɨɪɢɫɬɟјќɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢјɚɬɚ ɡɚ ɝɪɚɧɢɱɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

ɞɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ 
2

1

2

2
lim 


 x

x

x
. 

Рɟɲɟɧиɟ. 
 Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xfy   ɢɦɚ ɝɪɚɧɢɰɚ ɪɟɚɥɟɧ ɛɪɨј A  ɤɨɝɚ x  ɚɤɨ ɡɚ ɫɟɤɨј 

ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј  , ɩɨɫɬɨɢ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј K  ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ    Axf  ɤɨɝɚ Kx  . 

 Нɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј  . Нɟɤɚ 0 Kx  ɢ  
 

  









Kxxxx

xx

x

x
Axf

1111

2

2

2

1

2

2
 

 

ɡɚɧɟɤɨј ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј K . ɉɪɢɬɨɚ ɨɞ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ Kx   ɫɥɟɞɭɜɚ Kx   

ɨɞɧɨɫɧɨ 
Kx

11



. Ɍɨɝɚɲ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ 

K

1
 ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬɨ ɡɚ 


1

K .  
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 Зɧɚɱɢ ɡɚ ɫɟɤɨј ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј  , ɩɨɫɬɨɢ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј 

1

K  ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ 




2

1

2

2

x

x
 ɤɨɝɚ Kx  . ɋɥɟɞɭɜɚ 

2

1

2

2
lim 


 x

x

x
. 

 
 Заɞаɱа 4. Кɨɪɢɫɬɟјќɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢјɚɬɚ ɡɚ ɝɪɚɧɢɱɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

ɞɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ 


 x

x

x 2

2
lim

2

. 

Рɟɲɟɧиɟ. 
 Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ   


xf

x
lim  ɚɤɨ ɡɚ ɫɟɤɨј ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј M  ɩɨɫɬɨɢ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ 

ɛɪɨј K ɬɚɤɨɜ ɲɬɨ   Mxf   ɤɨɝɚ Kx  . 

 Нɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј M . Ⱥɤɨ ɜɚɠɢ Kx   ɢ  

  M
Kxx

x

x

x
xf 







222

2

2

22

, 

 

ɬɨɝɚɲ MK 2 . 

 Зɧɚɱɢ ɡɚ ɡɚ ɫɟɤɨј ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј M  ɩɨɫɬɨɢ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɛɪɨј MK 2 , ɬɚɤɨɜ 
ɲɬɨ   Mxf   ɤɨɝɚ Kx  . 

 ɋɨ ɬɨɚ ɩɨɤɚɠɚɜɦɟ ɞɟɤɚ 


 x

x

x 2

2
lim

2

. 

 
 
 



 
П̬е̭̥ету̏ање ̬̐а̦ица ̦а фу̦кција 

 

ɉɊȿɋɆȿɌɍȼȺЊȿ ȽɊȺɇИЦȺ ɇȺ ɎɍɇɄЦИЈȺ 

 

 Заɞаɱа 1. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 

  ɚ)  1lim 2

2



xx

x
  ɛ) 

52

11
lim

2

7 


 x

x

x
 

  ɜ)  xx
x




4

2
3lim    ɝ) 

9

2
lim

2  xx
 

  ɞ)  xx
x




1lim 2
  ѓ)  xxx

x



1lim 2

 

 Рɟɲɟниɟ. 

ɚ) Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɨɞ ɡɛɢɪɨɬ 12  xx , ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 2x , x , 1 ɟ ɡɛɢɪ ɨɞ 
ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ, ɚɤɨ ɢɫɬɢɬɟ ɩɨɫɬɨјɚɬ. Ɂɚɬɨɚ 

 

  1lim 2

2



xx

x
1limlimlim

22

2

2 


xxx
xx 71222  . 

 

ɛ) Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɨɞ ɤɨɥɢɱɧɢɤɨɬ 
52

112




x

x
 ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 112 x  ɢ 52 x , ɟ 

ɤɨɥɢɱɧɢɤ ɨɞ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ, ɚɤɨ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ ɩɨɫɬɨјɚɬ ɢ ɤɨɥɢɱɧɢɤɨɬ ɧɟ ɟ 
ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɨɛɥɢɤ. ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

52

11
lim

2

7 


 x

x

x

 
 52lim

11lim

7

2

7










x

x

x

x

5lim2lim

11limlim

77

7

2

7










xx

xx

x

x
2

19

1172




 . 

 

ɜ) Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɨɞ ɪɚɡɥɢɤɚɬɚ xx 43 , ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 43x  ɢ x  ɟ ɪɚɡɥɢɤɚ ɨɞ 
ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ. Ɂɚɬɨɚ  
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 ɝ) Кɨɝɚ x  ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ 92 x  ɟ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɢ ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɨ ɪɚɫɬɟ, ɩɚ 
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ɞ) Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɨɞ ɪɚɡɥɢɤɚɬɚ xx 12  ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  ɟ ɪɚɡɥɢɤɚ ɨɞ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 

ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 12 x  ɢ x . Кɨɝɚ x  ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɨ ɨɩɚѓɚ, ɬɨɝɚɲ 
2x  ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɨ 

ɪɚɫɬɟ. ɋɥɟɞɭɜɚ ɢ 12 x  ɢ 12 x  ɧɟɨɝɪɚɧɢɱɟɧɨ ɪɚɫɬɚɬ. Ɂɚɬɨɚ  
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 ѓ) Ⱥɧɚɥɨɝɧɨ ɤɚɤɨ ɜɨ ɩɪɟɬɯɨɞɧɢɨɬ ɫɥɭɱɚј ɢɦɚɦɟ 
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 ȽɊȺɇИЦȺ ɈȾ ȾɊɈȻɇɈ-ɊȺЦИɈɇȺɅɇИ ɎɍɇɄЦИИ 

 
 Заɞаɱа 2. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 
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Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ƚɪɚɧɢɱɧɢɬɟ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɫɟ 
  0332332lim 22

3
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x
 ɢ   0333lim

3
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
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x
. Ɂɚ ɝɪɚɧɢɱɧɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ 

ɤɨɥɢɱɧɢɤɨɬ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɨɛɥɢɤ 
0

0
. ȼɨ ɨɜɨј ɫɥɭɱɚј ɝɢ ɫɪɟɞɭɜɚɦɟ ɱɥɟɧɨɜɢɬɟ 

ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ, ɨɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ ɝɨ ɪɚɡɥɨɠɭɜɚɦɟ ɧɚ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ ɥɢɧɟɚɪɧɢ ɦɧɨɠɢɬɟɥɢ   13322  xxxx . Пɨɬɨɚ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ 
ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɝɢ ɤɪɚɬɢɦɟ ɫɨ ɱɥɟɧɨɬ 3x . Кɪɚɬɟњɟɬɨ ɫɨ 3x  ɟ ɦɨɠɧɨ ɛɢɞɟјќɢ 3x . 
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 ɛ) ɂ ɨɜɞɟ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥ ɫɟ ɧɭɥɚ. Ƚɢ 
ɫɜɟɞɭɜɚɦɟ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɜɨ ɤɚɧɨɧɢɱɟɧ ɜɢɞ, 

 22 112  xxx  ɢ     11123  xxxxxxx , ɢ ɝɢ ɤɪɚɬɢɦɟ ɫɨ ɱɥɟɧɨɬ 
1x . 
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Ⱥɧɚɥɨɝɧɨ ɤɚɤɨ ɩɨɞ ɚ) ɢ ɛ) ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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 Заɞаɱа 3. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 
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Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Кɨɝɚ x  ɢ 3x , ɩɚ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɨɛɥɢɤ     . 

ɋɨ ɢɡɜɥɟɤɭɜɚњɟ ɩɪɟɞ ɡɚɝɪɚɞɢ ɧɚ ɱɥɟɧɨɬ 3x , ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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 ɛ) Кɨɝɚ x  ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɫɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɝɨɥɟɦɢ ɝɨɥɟɦɢɧɢ ɢ 

ɧɢɜɧɢɨɬ ɤɨɥɢɱɧɢɤ ɟ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɡɪɚɡ ɨɞ ɨɛɥɢɤ 

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. Ɂɚɬɨɚ ɝɨ ɫɪɟɞɭɜɚɦɟ ɢɡɪɚɡɨɬ. 
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 ɜ) Кɨɝɚ x  ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɫɟ ɫɬɪɟɦɢ ɤɨɧ  , ɚ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɤɨɧ  . Ⱥɤɨ 
ɱɥɟɧɨɜɢɬɟ ɜɨ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ ɝɢ ɩɨɞɟɥɢɦɟ ɫɨ 

3x , ɛɢɞɟјќɢ ɢɦɚ ɩɨɦɚɥ ɫɬɟɩɟɧ ɨɞ ɱɥɟɧɨɬ ɫɨ 
ɧɚјɝɨɥɟɦ ɫɬɟɩɟɧ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ, 4x , ɢ ɱɥɟɧɨɬ ɫɨ ɧɚјɝɨɥɟɦ ɫɬɟɩɟɧ ɜɨ ɢɦɟɧɢɬɟɥ, 3x , ɢɦɚɦɟ 
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 ɝ) Кɨɝɚ x  ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɢ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɫɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɝɨɥɟɦɢ ɝɨɥɟɦɢɧɢ ɢ 

ɧɢɜɧɢɨɬ ɤɨɥɢɱɧɢɤ ɟ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɡɪɚɡ ɨɞ ɨɛɥɢɤ 



. Пɨɥɢɧɨɦɢɬɟ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ ɢ 
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ɢɦɟɧɢɬɟɥ ɢɦɚɚɬ ɫɬɟɩɟɧ 5. Ɂɚɬɨɚ ɢɡɪɚɡɨɬ ɝɨ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚɦɟ ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ ɝɢ 
ɞɟɥɢɦɟ ɫɨ 5x .  
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 Заɞаɱа 4. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 
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 Заɞаɱа 5. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ 
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 ɚ) Кɨɝɚ 2x , 
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2 xx
. Ɂɧɚɱɢ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 

ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɨɫɬ ɨɞ ɜɢɞ   . ȼɨ ɨɜɨј ɫɥɭɱɚј ɢɡɪɚɡɨɬ ɧɚјɩɪɜɨ ɝɨ ɪɚɰɢɨɧɚɥɢɡɢɪɚɦɟ, 
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 ɋɥɟɞɭɜɚ ɛɚɪɚɧɚɬɚ ɝɪɚɧɢɰɚ ɟ 
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ɇȿɄɈИ ɋɉȿЦИЈАɅɇИ ȽɊАɇИЦИ 

ȽɊАɇИЦИ ɈȾ ɌɊИȽɈɇɈɆȿɌɊИɋɄИ ɎɍɇɄЦИИ 

 

ȼɨ ɫɥɟɞɧɢɬɟ ɡɚɞɚɱɢ јɚ ɤɨɪɢɫɬɢɦɟ ɝɪɚɧɢɰɚɬɚ .1
sin
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
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x
 

 Заɞаɱа 1. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ јɚ ɝɪɚɧɢɰɚɬɚ 
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x
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. 

 Рɟɲɟɧиɟ. 

 Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɦɨɠɟ ќɟ јɚ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɚɬɚ 1
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 Заɞаɱа 2. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɝɪɚɧɢɰɢ: 
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 Рɟɲɟɧиɟ. 

 ɚ) Ƚɪɚɧɢɰɚɬɚ ɦɨɠɟ ɞɚ јɚ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ ɫɨ ɫɜɟɞɭɜɚњɟ ɞɨ ɝɪɚɧɢɰɚɬɚ 1
sin

lim
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
 x

x

x
. 

Ɂɚɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 3 , 
3

t
x   ɩɪɢ ɤɨјɚ ɤɨɝɚ x  ɫɟ ɫɬɪɟɦɢ ɤɨɧ ɧɭɥɚ, ɫɥɟɞɭɜɚ 

ɞɟɤɚ ɢ t  ɫɟ ɫɬɪɟɦɢ ɤɨɧ ɧɭɥɚ. ɂɦɚɦɟ  
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 ɉɨɧɚɬɚɦɭ ɫɦɟɧɚɬɚ ɧɟɦɚ ɞɚ јɚ ɡɚɩɢɲɭɜɚɦɟ ɬɭɤɭ ɞɢɪɟɤɬɧɨ ќɟ ɤɨɪɢɫɬɢɦɟ 
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 ɛ) Ȼɢɞɟјќɢ ɤɨɝɚ x  ɬɟɠɢ ɤɨɧ 0, ɫɥɟɞɭɜɚ ɢ x  ɢ x  ɬɟɠɚɬ ɤɨɧ 0, ɢɦɚɦɟ 
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 Заɞаɱа 3. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ: 
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 Рɟɲɟɧиɟ. 

 ɚ) ɇɚјɩɪɜɨ ќɟ јɚ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ ɝɪɚɧɢɰɚɬɚ 
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ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɫɢɧɭɫ ɦɟɫɬɨ ɫɨ ɚɪɤɭɫɢɧɭɫ, ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx arcsin , tx sin  . 

Кɨɝɚ 0x , ɫɥɟɞɭɜɚ 00arcsin t . Ɂɚɬɨɚ 
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 ɛ) Ɉɞ ɫɥɢɱɧɢ ɩɪɢɱɢɧɢ ɤɚɤɨ ɜɨ ɩɪɟɬɯɨɞɧɚɬɚ ɡɚɞɚɱɚ, ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 

tarctgx  , tgtx  . Кɨɝɚ 0x , ɫɥɟɞɭɜɚ 00arcsin t . 
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 Заɞаɱа 4. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɝɪɚɧɢɰɢ: 
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 Рɟɲɟɧиɟ. 
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 Заɞаɱа 5. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɝɪɚɧɢɰɢ: 
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 Рɟɲɟɧиɟ. 
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 Заɞаɱа 6. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɝɪɚɧɢɰɢ: 
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 Рɟɲɟɧиɟ. 

 ɚ) Чɥɟɧɨɬ ɜɨ ɢɦɟɧɢɬɟɥ  3 2
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Некои ̭пецијални г̬аници 

 

 

  xctg

x
x

sin1lim
1




  1   





 



x
x

x
t

x





cos

sin

1

sin

1

0
sin1lim  

x

t
t

x

t

coslim
1

0

1

1lim








 



e
eee

x
x

11cos
coslim

1   
. 
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 Заɞаɱа 4. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɝɪɚɧɢɰɢ: 
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x

ln3lnlim 


 ɛ) 










 x

x
x

x 5

10
lnlim  

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Сɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɥɨɝɚɪɢɬɚɦɫɤɢɬɟ ɮɨɪɦɭɥɢ 
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ȾɂɎȿɊȿɇЦɂЈАɅɇɈ ɋɆȿɌАЊȿ 

 

 Дɟфɢɧɢɰɢјɚ.  Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ  R),(: baf   ɟ ɞɢфɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɚ (ɢɦɚ ɢɡɜɨɞ) 

ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  ),(0 bax    ɚɤɨ ɩɨɫɬɨɢ ɤɨɧɟɱɟɧ ɥɢɦɟɫ 
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Ɉɜɨј ɪɟɚɥɟɧ ɛɪɨј ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɢɡɜɨɞ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  0x  ɢ ɫɟ 
ɨɛɟɥɟɠɭɜɚ ɫɨ )(' 0xf . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ 
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Ɂɚ  ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ )(xf  ɜɟɥɢɦɟ  ɞɟɤɚ  ɟ  ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɚ   ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ (a,b) 

ɚɤɨ ɢɦɚ ɢɡɜɨɞ ɜɨ ɫɟɤɨјɚ ɬɨɱɤɚ  x   ɨɞ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ ),( ba . Вɨ ɬɨј ɫɥɭɱɚј ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
)(' xf  ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɢɡɜɨɞ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ )(xf , ɢ ɬɚɚ ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P . 

 
 ɋɟ ɤɨɪɢɫɬɢ ɢ ɨɡɧɚɤɚɬɚ: 

)(uf
du

dy
yu

  ɢ )(xg
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  

 

Аɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  )(' xf  ɢɦɚ ɢɡɜɨɞ  ɜɨ  ɬɨɱɤɚɬɚ 0x ,  ɬɨј  ɫɟ ɨɡɧɚɱɭɜɚ ɫɨ  )(" 0xf   

ɢ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɜɬɨɪ ɢɡɜɨɞ ɧɚ  ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ )(xf  ɜɨ  0x . Аɤɨ )(xf  ɢɦɚ ɢɡɜɨɞ  )(" xf  ɜɨ 
ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɬɨɱɤɚ  ),( bax  , ɬɨɝɚɲ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  )(" xf   ɤɨјɚ ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ  ɧɚ  

ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ (a,b) ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ  ɜɬɨɪ  ɢɡɜɨɞ  ɧɚ  ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ )(xf .  ɋɨ )()( xf n
  ɝɨ 

ɨɡɧɚɱɭɜɚɦɟ  n -ɬɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ  )(xf . 

 

1. Тɚɛɟɥɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɧɢ ɢɡɜɨɞɢ 
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ctg  . 
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06   0,ln 


aaaa xx . ɋɩɟɰɢјɚɥɧɨ   xx ee 


. 

07   1,0,
ln

1
log  aa

ax
xa

. ɋɩɟɰɢјɚɥɧɨ  
x

x
1

ln  . 

08  
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09  
21

1
arccos
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
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011  
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arcctg
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
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2. ɉɪɚɜɢɥɚ ɡɚ ɞɢфɟɪɟɧɰɢɪɚњɟ 

ɇɟɤɚ )(xuu  ɢ )(xvv  ɫɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ (a,b) ɢ 
constC . Ɍɨɝɚɲ  

.I   0C . 

.II   vuvu  . 

.III   vuvuvu  . ɋɩɟɰɢјɚɥɧɨ   uCuC  .  
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
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Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1-21 ɫɨ ɤɨɪɢɫɬɟњɟ ɧɚ ɬɚɛɟɥɚɬɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɧɢ ɢɡɜɨɞɢ ɢ ɩɪɚɜɢɥɚɬɚ ɡɚ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɢɪɚњɟ ɧɚјɞɢ ɝɢ ɢɡɜɨɞɢɬɟ ɧɚ ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. 
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







  141516174567 4
2

1
5567

2

1
5 xxxxxxxxy  

3456 22567 xxxx  . 
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 Зɚɞɚɱɚ 4. 34 34 xxy  . 
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 Зɚɞɚɱɚ 7. xxxy  . 
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 Зɚɞɚɱɚ 8. 3 4 32 xxy  . 
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 Зɚɞɚɱɚ 9. xxy sincos  . 

 Ɋɟɲɟɧɢɟ.     xxxxy cossinsincos  . 

 Зɚɞɚɱɚ 10. xxxy  arccosarcsin . 
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 Зɚɞɚɱɚ 12. xxy sin . 

 Ɋɟɲɟɧɢɟ.     xxxxxxxy cossinsinsin  . 

 Зɚɞɚɱɚ 13. N nxxy n ,ln . 
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 Ɋɟɲɟɧɢɟ. 
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 ɇɟɤɚ )(ufy   ɢ )(xgu   ɫɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ ɤɨɦɩɨɡɢɰɢјɚɬɚ   xgf  ɟ 
ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ.   
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yx ln . Ɍɨɝɚɲ 

yexf
yg

x

11

)(

1
)( 


 . 
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Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1- 10 ɫɨ ɤɨɪɢɫɬɟњɟ ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ ɡɚ ɢɡɜɨɞ ɨɞ ɫɥɨɠɟɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, 
ɬɚɛɟɥɚɬɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɧɢ ɢɡɜɨɞɢ ɢ ɩɪɚɜɢɥɚɬɚ ɡɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢɪɚњɟ ɧɚјɞɢ ɝɢ ɢɡɜɨɞɢɬɟ ɧɚ 
ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

 

Зɚɞɚɱɚ 1. 3 2 423  xxy . 

Ɋɟɲɟɧɢɟ. 
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Зɚɞɚɱɚ 2. xy sinln . 
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x
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1
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Зɚɞɚɱɚ 3. xy tgln . 
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Зɚɞɚɱɚ 4.   xy lnlnln . 
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Зɚɞɚɱɚ 5. 
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Зɚɞɚɱɚ 6. xy sinln . 

Ɋɟɲɟɧɢɟ. 
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Зɚɞɚɱɚ 7. xey sin . 
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Ɋɟɲɟɧɢɟ. 
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Зɚɞɚɱɚ 8. xey
2cos . 

Ɋɟɲɟɧɢɟ.       
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 Зɚɞɚɱɚ 9. 
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 Ɋɟɲɟɧɢɟ. 
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 Зɚɞɚɱɚ 10.  xxy  11ln1 . 

 Ɋɟɲɟɧɢɟ.         
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ɇɟɤɚ ɫɟ ɞɚɞɟɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ )(),( tyytxx  , ɩɪɢ ɲɬɨ ɩɨɫɬɨɢ ɢɧɜɟɪɡɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚ )(xtt  . Ɍɨɝɚɲ ɡɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ))(( xtyy  , )(xtt  , ɬɨɱɧɚ 
ɟ ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ: 
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dt

dx
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t

t

x 
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
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Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1-6 ɩɪɟɫɦɟɬɚј ɝɨ xy . 

Зɚɞɚɱɚ 1. 
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tby

tax

sin

cos
. 



 

Дифе̬е̦цијал̦о ̭̥етање 
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Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1-6 ɩɪɟɫɦɟɬɚј xy  ɧɚ ɢɦɩɥɢɰɢɬɧɨ ɡɚɞɚɞɟɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. 
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РАȼЕɇɄА ɇА ТАɇȽЕɇТА И ɇɈРɆАɅА 

 

ɇɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ )(xfy  . Ɋɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ 
ɬɚɚ ɤɪɢɜɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚ ),( 00 yxM  ɨɞ ɤɪɢɜɚɬɚ ɫɟ 
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ɫɨɨɞɜɟɬɧɨ. 
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  ɞɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ 

ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ ax 20  . 
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222

3

222

3

)4(

16

)4(

28

xa

xa

xa

xa
y







 . 

2

1

64

32

)8(

32

)44(

216
)2()(

4

4

22

4

222

3

0 




a

a

a

a

aa

aa
ayxy . 

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ),2( aaM ќɟ ɛɢɞɟ 

)2(
2

1
: axayt  , ɤɚɞɟ 

2

1
k  ɟ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɨɬ ɧɚ ɩɪɚɜɟɰ. 

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ),2( aaM ќɟ ɛɢɞɟ 
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Заɞаɱа 2. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 

xxy 23   ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ),1( yM . 

Рɟɲɟниɟ. Јɚɫɧɨ ɟ ɞɟɤɚ  23 2  xy , 3121)1( 3 y  ɢ 
5213)1( y . 

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ )3,1(M ɟ: 

)1(53  xy  ɢɥɢ 025  yx .  

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ )3,1(M  ɟ: 

)1(
5

1
3  xy  ɢɥɢ 0165  yx . 
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Заɞаɱа 3. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɢ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xy cos  
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Заɞаɱа 4. Дɚ ɫɟ ɧɚјɞɟ ɬɨɱɤɚ ɨɞ ɤɪɢɜɚɬɚ 12 23  xxy  ɜɨ ɤɨјɚ 
ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢɦɚ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬ ɧɚ ɩɪɚɜɟɰ 4. 

Рɟɲɟниɟ. ɇɟɤɚ ),( yxM ɟ ɬɨɱɤɚ ɨɞ ɤɪɢɚɬɚ ɜɨ ɤɨјɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢɦɚ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬ 

ɧɚ ɩɪɚɜɟɰ 4. Ɍɨɝɚɲ ɨɞ xxy 43 2   ɫɥɟɞɭɜɚ 443 2  xx , ɨɞɧɨɫɧɨ 
3

2
1 x , 

22 x . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɬɨɱɤɢɬɟ 







27

5
,

3

2
1M  ɢ )1,2(2 M  ɝɨ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ 

ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ.  
 Заɞаɱа 5. Вɨ ɤɨјɚ ɬɨɱɤɚ ɨɞ ɤɪɢɜɚɬɚ 3xy   ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɟ: 

ɚ) ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 43  xy ; 

ɛ) ɧɨɪɦɚɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 0543  yx . 

Рɟɲɟниɟ. ɚ) Ɉɞ 23xy  ɢ 3k  ɫɥɟɞɭɜɚ 33 2 x , ɨɞɧɨɫɧɨ 11 x , 

12 x . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɬɨɱɤɢɬɟ )1,1(1 M  ɢ )1,1(2M  ɝɨ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ ɛɚɪɚɧɢɨɬ 
ɭɫɥɨɜ.    
ɛ) ɇɟɤɚ ),( yxM  ɟ ɬɨɱɤɚ ɤɨјɚ ɝɨ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ. Ɍɨɝɚɲ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ 
ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɜɨ ),( yxM  ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 0543  yx . Кɨɟɮɢɰɢɟɧɬɨɬ ɧɚ 

ɩɪɚɜɟɰ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 0543  yx  ɟ  
4

3
k . Ɉɞ 23xy   ɫɥɟɞɭɜɚ 

4

3

3

1
2


x

, 

ɨɞɧɨɫɧɨ 
3

2
1 x , 

3

2
2 x . . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɬɨɱɤɢɬɟ 








27

8
,

3

2
1M  ɢ 






 

27

8
,

3

2
2M  

ɝɨ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ. 
  Заɞаɱа 6. Вɨ ɤɨјɚ ɬɨɱɤɚ ɨɞ ɤɪɢɜɚɬɚ 23 2xxy   ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɟ: 

 ɚ) ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 144  xy ; 

 ɛ) ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɫɨ ɫɢɦɟɬɪɚɥɚɬɚ ɧɚ ɜɬɨɪɢɨɬ ɤɜɚɞɪɚɧɬ. 
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Рɟɲɟниɟ. ɚ) Ɉɞ xxy 43 2   ɢ 4k  ɫɥɟɞɭɜɚ 443 2  xx , ɨɞɧɨɫɧɨ 

3

2
1 x , 22 x . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɬɨɱɤɢɬɟ 






 

27

32
,

3

2
1M   ɢ  0,22M  ɝɨ 

ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ.  
ɛ) ɋɢɦɟɬɪɚɥɚɬɚ ɧɚ ɜɬɨɪɢɨɬ ɤɜɚɞɪɚɧɬ ɟ ɩɪɚɜɚɬɚ xy   . Ɉɞ xxy 43 2   ɢ 

1k  ɫɥɟɞɭɜɚ 143 2  xx , ɨɞɧɨɫɧɨ 
3

1
1 x , 12 x . Зɧɚɱɢ ɬɨɱɤɢɬɟ 







 

27

5
,

3

1
1M  ɢ  1,12 M  ɝɨ ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ. 

 Заɞаɱа 7. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɧɚ 
ɤɪɢɜɚɬɚ 53 23  xxy  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 20 x . 

Рɟɲɟниɟ. Зɚ  20 x , ɞɨɛɢɜɚɦɟ  

    9523253)(
232

0

3

000  xxxyy . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɞɨɩɢɪɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɟ 
)9,2(M .  

Ɉɞ xxy 62   ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 0)2(  yk .  

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɟ: 

)2(09  xy  ɢɥɢ 9y ; 

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɟ: 

2x . 
Заɞаɱа 8. Дɚ ɫɟ ɧɚјɞɚɬ ɬɨɱɤɢɬɟ ɜɨ ɤɨɢ ɬɚɧɝɟɧɬɢɬɟ ɧɚ ɤɪɢɜɢɬɟ 

23 2xxy   ɢ 232 2  xxy  ɦɟѓɭɫɟɛɧɨ ɫɟ ɩɚɪɚɥɟɥɧɢ. 
Рɟɲɟниɟ. Ɍɚɧɝɟɧɬɢɬɟ ɧɚ ɤɪɢɜɢɬɟ ɫɟ ɦɟѓɭɫɟɛɧɨ ɩɚɪɚɥɟɥɧɢ ɚɤɨ ɧɢɜɧɢɬɟ 

ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢ ɧɚ ɩɪɚɜɟɰ ɫɟ ɟɞɧɚɤɜɢ. Ɉɞ 3443 21

2  xkkxx , ɞɨɛɢɜɚɦɟ 

0383 2  xx  , ɬ.ɟ. 31 x ,
3

1
2 x . Зɧɚɱɢ ɬɨɱɤɢɬɟ ɤɨɢ ɝɨ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚɚɬ 

ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɭɫɥɨɜ ɫɟ )9,3(1M , )25,3(1T  ɢ  





 

27

7
,

3

1
2M , 






 

9

25
,

3

1
2T   (Ɉɜɞɟ ɫɨ 

M ɫɟ ɨɡɧɚɱɟɧɢ ɬɨɱɤɢɬɟ ɨɞ ɩɪɜɚɬɚ, ɚ ɫɨ T ɬɨɱɤɢɬɟ ɨɞ ɜɬɨɪɚɬɚ ɤɪɢɜɚ). 
 Заɞаɱа 9. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɧɚ 
ɤɪɢɜɚɬɚ 3 12  xy  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 1.  

Рɟɲɟниɟ. Зɚ 10 x  ɞɨɛɢɜɚɦɟ 2112)1()( 3
00  yxyy .  

Ɉɞ  
 3 2

3

13

1
11







x
xy  ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ )1(y ɧɟ ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɡɚ 1x .  

Кɨɪɢɫɬɟјќɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢјɚɬɚ ɡɚ ɢɡɜɨɞ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ 10 x  ɞɨɛɢɜɚɦɟ: 

 


















 3 20

3

0

3

00

1
limlim

2112
lim

)1()1(
lim)1(

xx

x

x

x

x

yxy
y

xxxx
. 
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Ɍɨɚ ɡɧɚɱɢ ɞɟɤɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɧɚ ɨɜɚɚ ɤɪɢɜɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ )2,1(M  ɟ 
1x  (ɜɟɪɬɢɤɚɥɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ), ɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɜɨ ɢɫɬɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɟ 2y  

(ɯɨɪɢɡɨɧɬɚɥɚɧɚ ɧɨɪɦɚɥɚ). 
   Заɞаɱа 10. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɫɭɦɚɬɚ ɧɚ ɨɬɫɟɱɤɢɬɟ ɨɬɫɟɱɟɧɢ ɧɚ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɬɟ ɨɫɤɢ ɨɞ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɩɨɜɥɟɱɟɧɚ ɜɨ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɬɨɱɤɚ ɨɞ 
ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ ayx   ɟ ɟɞɧɚɤɜɚ ɫɨ a . 

Рɟɲɟниɟ. Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  00 , yxM  e 

 000 xxyyy  , ɤɚɞɟ ɲɬɨ 
0

0
0

x

y
y  . Ɉɬɫɟɱɤɢɬɟ ɧɚ ɨɫɤɢɬɟ xO  ɢ yO  ɫɟ 

000 yxxm   ɢ 000 yxyn   ɫɨɨɞɜɟɬɧɨ. ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ,  

    aayxyxyxnm 
22

000000 2 . 

 Заɞаɱа 11. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɢ � , ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɩɪɚɜɚɬɚ xy   ɞɚ ɛɢɞɟ ɬɚɧɝɟɧɬɚ 
ɧɚ xay  .  

Рɟɲɟниɟ. Ɉɞ 1x  ɢ   aaa xx ln


 ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ aa x ln1 , ɤɚɞɟ ɲɬɨ 
a  ɟ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɛɪɨј, ɚ x ɚɩɰɢɫɚɬɚ ɧɚ ɞɨɩɢɪɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ. Ɉɞ ɞɪɭɝɚ ɫɬɪɚɧɚ xax  , 

ɨɞ ɤɚɞɟ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ 
a

x
ln

1
 . Ɉɞ   aaxaa x lnlnlnlnln1ln0   ɫɥɟɞɭɜɚ 

1lnln a . Ɍɨɝɚɲ eea

1

 ɢ ex  . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɩɪɚɜɚɬɚ xy   јɚ ɞɨɩɢɪɚ ɤɪɢɜɚɬɚ

e

x

ey   ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  ee, . 

Заɞаɱа 12. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɧɚ 
ɤɪɭɠɧɢɰɚɬɚ 222 ryx   ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ  00 , yxM . 

Рɟɲɟниɟ. Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 222 ryx   ɟ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɜɨ ɢɦɩɥɢɰɢɬɟɧ ɨɛɥɢɤ, ɩɚ 
ɡɚ ɞɚ ɝɨ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ ɢɡɜɨɞɨɬ y  ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɤɪɭɠɧɢɰɚɬɚ јɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢɪɚɦɟ 
ɱɥɟɧ ɩɨ ɱɥɟɧ ɡɟɦɚјќɢ ɞɟɤɚ y ɟ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ x. ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɞɨɛɢɜɚɦɟ: 

022  yyx , ɨɞ ɤɚɞɟ ɲɬɨ 
y

x
y   , ɚ 

0

0
0 )(

y

x
xy    .  

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɛɚɪɚɧɚɬɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɟ: 

 0

0

0
0 xx

y

x
yy  , ɨɞ ɤɚɞɟ ɲɬɨ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ:  

2

0

2

000 yxyyxx  ,  

ɨɞɧɨɫɧɨ  2

00 ryyxx   (ɬɨɱɤɚɬɚ  00 , yxM  ɥɟɠɢ ɧɚ ɤɪɭɠɧɢɰɚɬɚ). 
Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɛɚɪɚɧɚɬɚ ɧɨɪɦɚɥɚ ɟ: 

 0

0

0
0 xx

x

y
yy  , ɨɞ ɤɚɞɟ ɲɬɨ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ x

x

y
y

0

0  . 
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 Заɞаɱа 13. Дɚ ɫɟ ɨɩɪɟɞɟɥɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚɬɚ ɧɚ  
ɤɪɢɜɚɬɚ pxy 22   ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 0x . 

Рɟɲɟниɟ. Ɍɨɱɤɚɬɚ  00 , yxM  ɥɟɠɢ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ, ɨɞ ɤɚɞɟ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 

ɞɟɤɚ 0

2

0 2pxy  . Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ pxy 22   ɟ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɜɨ ɢɦɩɥɢɰɢɬɟɧ ɨɛɥɢɤ, ɩɚ 
ɢɡɜɨɞɨɬ y  ɝɨ ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚɦɟ ɫɨ ɬɨɚ ɲɬɨ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ јɚ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɢɪɚɦɟ ɱɥɟɧ ɩɨ ɱɥɟɧ ɡɟɦɚјќɢ ɞɟɤɚ y ɟ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ x. ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, 
ɞɨɛɢɜɚɦɟ:  

pyy 22  , ɨɞ ɤɚɞɟ ɲɬɨ 
y

p
y  , a 

00

0
2

1

2
)(

xpx

p
xy  . 

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɛɚɪɚɧɚɬɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɟ: 

 0

0

0
2

1
xx

x
yy   , ɨɞɧɨɫɧɨ  )( 00 xxpyy  .  

Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɛɚɪɚɧɚɬɚ ɧɨɪɦɚɥɚ ɟ: 

 000 2 xxxyy  , ɨɞɧɨɫɧɨ 0)()( 000  xxyyyp . 



 

Графици на дробно-рационални функции 

 
ГРАФИЦИ НА ДРОБНО РАЦИОНАЛНИ ФУНКЦИИ 

  

Асимптоти 

 1) Нека функцијата )(xfy =  е дефинирана во околина на точката a. Ако 

е исполнет барем еден од условите  

−∞=
−→

)(lim xf
ax

, −∞=
+→

)(lim xf
ax

, +∞=
−→

)(lim xf
ax

 или +∞=
+→

)(lim xf
ax

, тогаш 

правата ax =  е вертикална асимптота на функцијата )(xfy = . 

 2) Нека функцијата )(xfy =  е дефинирана во ),( +∞= aD  (или 

),( aD −∞= ). Ако е исполнет условот bxf
x

=
+∞→

)(lim (или bxf
x

=
−∞→

)(lim ), тогаш  

правата bx =  е  хоризонтална асимптота на функцијата )(xfy = . 

3) Нека ±∞=
−∞→

)(lim xf
x

 или ±∞=
+∞→

)(lim xf
x

. Тогаш може но не мора да 

постои права од облик nkxy +=  која не е паралелна со ниту една од 

координатните оски и неограничено се доближува до графикот на функцијата  

)(xfy =  кога −∞→x  или +∞→x . Таа права е коса асимптота. Ако nkxy +=  

е коса асимптота  на функцијата  )(xfy = , тогаш 

x

xf
k

x

)(
lim

±∞→
= , ))((lim kxxfn

x
−=

±∞→
. 

Монотоност 

Нека функцијата )(xfy =  е диференцијабилна на интервалот ),( ba . 

Тогаш  

1) )(xf монотоно расте на ),( ba  ако 0)( >′ xf  за секое ),( bax∈ ; 

2) )(xf монотоно опаѓа  на ),( ba  ако 0)( <′ xf  за секое ),( bax∈ . 

 

Конвексност, конкавност и превојни точки 

Дефиниција.  Бројот A  е граница на функцијата ( )xfy =  кога x  тежи кон 

0x  (во точката 0x )  ако за секој позитивен број ε , постои позитивен број δ , 

таков што за сите 0xx ≠  за кои δ<− 0xx  да следува ( ) ε<− Axf .  

 Означуваме ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim  или ( ) Axf →  кога 0xx → . 

 Дефиниција. Функцијата ( )xfy =  е непрекината во точката Xx ∈0  

ако ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. Функцијата ( )xfy =  е непрекината на X , ако е 

непрекината за секое Xx ∈0 . 
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Нека функцијата )(xfy =  е непрекината и постои )(xf ′′  за секое 

],[ bax∈ .  

1)  Ако за секој ],[ bax∈ , 0)( >′′ xf , тогаш графикот на )(xfy =  е 

конвексен ( )∪  на интервалот ],[ ba . 

2)  Ако за секој ],[ bax∈ , 0)( <′′ xf , тогаш графикот на )(xfy =  е 

конкавен ( )∩  на интервалот ],[ ba . 

Точката ],[0 bax ∈  таква што 0)( 0 =′′ xf , за која 0)( >′′ xf за 0xx >  и 

0)( 0 <′′ xf  за 0xx <  (или 0)( >′′ xf за 0xx <  и 0)( 0 <′′ xf  за 0xx > )  ја 

нарекуваме превојна точка. 

При испитувањето на текот и на конструкцијата на графикот на 

функцијата )(xfy =  одредуваме: 

1) дефиниционата област; 

2) пресечните точки на функцијата со кооординатните оски; 

3) симетричните својства на функцијата (парност, непарност и 

периодичност); 

4) асимптотите на функцијата (ако постојат); 

5) екстремните вредности, нивната природа и интервалите на 

монотоност; 

6) интервалите на конвексност и конкавност, превојни точки;  

7) скицирање на графикот. 

Во задачите 1-7 испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата. 

Задача 1. 
21

1

x
y

−
= . 

Решение. (Прв начин) 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x  за 

кое 01 2 ≠− x , односно  1±≠x . Според тоа, 

{ } ),1()1,1()1,(1,1\ ∞∪−∪−−∞=−= RfD .  

2) Ако 0=x  , тогаш 1=y . Следува дека пресечна точка на функцијата 

со y-оската е точката )1,0(A . Бидејќи 0≠y  за секое  fDx∈ , пресечни точки 

на функцијата со x-оската нема. Бидејќи 0
1

1
2
>

− x
 за )1,1(−∈x , а 0

1

1
2
<

− x
 за 

),1()1,( ∞∪−−∞∈x  следува дека 0>y  за )1,1(−∈x  и 0<y  за 

),1()1,( ∞∪−−∞∈x . 

3) Бидејќи )(
1

1

)(1

1
)(

22
xf

xx
xf =

−
=

−−
=− , функцијата е парна. 

Следува дека графикот на функцијата е симетричен во однос на y-оската. 

Според тоа, доволно е да се испитува графикот кога 0>x . Функцијата не е 

периодична.  



 

Графици на дробно-рационални функции 

4) Точките 1−=x и 1=x  се точки на прекин. Од симетричноста 

доволно е да го испитуваме однесувањето на функцијата само во околина на 

1=x . 

+∞=
−

==
+−

=
−

=
>

→→→→ −−− )2(

1
lim

)1)(1(

1
lim

1

1
lim)(lim

0

01
2

11 hhxxx
xf

h

hxxx
 (во лимесот е 

направена смена 0,1 >−= hhx  и 0→h ); 

−∞=
+−

=
+−

=
−

=
>

→→→→ +++ )2)((

1
lim

)1)(1(

1
lim

1

1
lim)(lim

0

01
2

11 hhxxx
xf

h

hxxx
(во лимесот е 

направена смена 0,1 >+= hhx  и 0→h ). Следува дека 1=x  и 1−=x  се 

вертикални асимптоти.  

Од 0
1

1
lim)(lim

2
=

−
=

±∞→±∞→ x
xf

xx
 добиваме дека 0=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Од 
( )222
1

2

1

1
)(

x

x

x
xf

−
=

′








−

=′ , добиваме дека 00)( =⇔=′ xxf . 

Значи во точката )1,0(A  може да има екстрем. За 0<x , 0)( <′ xf , односно 

)( xf  опаѓа за )1,( −−∞  и )0,1(−  а за 0>x , 0)( >′ xf , односно )( xf  монотоно 

расте на )1,0( и ),1( ∞  Следува дека, точката )1,0(A  е минимум на функцијата. 

6) 
( )32

2

2
1

)13(2

1

1
)(

x

x

x
xf

−

+
=

″








−

=′′ . Јасно е дека 013 2 >+x  за секое R∈x , 

што значи 0)( ≠′′ xf  за секое fDx∈ . Следува дека функцијата нема превојни 

точки.  

Од )1,1(010)( 2 −∈⇔>−⇔>′′ xxxf  и 

),1()1,(010)( 2 +∞∪−−∞∈⇔<−⇔<′′ xxxf , добиваме дека функцијата е 

конвексна ( )∪ на )1,1(− , односно конкавна ( )∩  за )1,( −−∞  и ),1( +∞ .  

7)  График на функцијата: 

 



 

Графици на дробно-рационални функции 

y

x

x=1x=-1

A

    
Забелешка. На секој од трите интервали ),1(),1,1(),1,( ∞−−−∞ , 

функцијата изгледа како конец (секоја непрекината функција изгледа така на 

својата дефинициона област).      

  

(Втор начин) Дадената функција ќе ја скицираме со помош на 

елементарни графици: 







−

+
+

=
−

=
xxx

y
1

1

1

1

2

1

1

1
2

. 

 Чекор 1.
 x
y

1
1 =  - елементарен график (цртеж 1).  

 Чекор 2. 
x

y
+

=
1

1
2 - со поместување на графикот на 

1y  налево за 1 

(цртеж 2).   

 Чекор 3. 
x

y
−

=
1

1
3 - симетричен со графикот на  функцијата 2y  во 

однос на            y-оската  (цртеж 3). 

 Чекор 4. 
xx

y
−

+
+

=
1

1

1

1
4 - со собирање на вторите координати на 

графиците на функциите 2y  и 3y  (цртеж 4). 

 Чекор 5. 







−

+
+

=
xx

y
1

1

1

1

2

1
5 - со множење на втората координата на 

графикот на функцијата 
4y  со 

2

1
, односно  со стегање во правец на y -оската 

(цртеж 5). 
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x

y

         

x

y

       
        цртеж  1         цртеж 2 

x

y

x

y

 
         цртеж  3      цртеж  4  

x

y

 
          цртеж  5  
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Задача 2. 
32

1

−
+

=
x

x
y . 

Решение. (Прв начин) 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x  за 

кое 032 ≠−x , односно  
2

3
≠x . Според тоа, ),

2

3
()

2

3
,(

2

3
\ ∞∪−∞=







= RfD . 

2) Ако 0=x , тогаш 
3

1
−=y . Следува дека пресечна точка на 

функцијата со            y-оската е точката )
3

1
,0( −A . Ако 0=y , тогаш 1=x . 

Значи пресечна точка на функцијата со x-оската е )0,1(−B .  0
32

1
>

−
+

x

x
 за 

),
2

3
()1,( +∞∪−−∞∈x  и 0

32

1
<

−
+

x

x
 за )

2

3
,1(−∈x . Значи 0>y  за 

),
2

3
()1,( +∞∪−−∞∈x  и 0<y  за )

2

3
,1(−∈x . 

3) Бидејќи )(
32

1
)( xf

x

x
xf ±≠

−−
+−

=− , функцијата не е ни парна, ни 

непарна. Функцијата не е периодична.  

4) Точката 
2

3
=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 
2

3
=x . 

Од −∞=
−
+

=
−−

→→ 32

1
lim)(lim

2

3

2

3 x

x
xf

xx

 и +∞=
−
+

=
++

→→ 32

1
lim)(lim

2

3

2

3 x

x
xf

xx

следува дека 

2

3
=x  е вертикална асимптота.  

Од 
2

1

32

1
lim)(lim =

−
+

=
±∞→±∞→ x

x
xf

xx
 добиваме дека 

2

1
=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Бидејќи 
2)32(

5
)(

−
−

=′
x

xf , заклучуваме дека функцијата монотоно 

опаѓа на целата своја дефинициона област.  
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6) Од 
3)32(

20
)(

−
=′′

x
xf , добиваме дека

2

3
0320)( >⇔>−⇔>′′ xxxf  и 

2

3
0320)( <⇔<−⇔<′′ xxxf . Следува дека функцијата е конвексна ( )∪ на 

)
2

3
,(−∞  и конкавна ( )∩  на ),

2

3
( +∞ . Нема превојни точки.  

7)  График на функцијата: 
y

x
AB

x=
3_

2

y=
2
_1

 
  

(Втор начин)  Со помош на елементарни графици. 

2

3

1

4

5

2

1

32

1

−
+=

−
+

=
x

x

x
y .  

Чекор 1. 
x

y
1

1 =  - елементарен график (цртеж 1).  

Чекор 2. 

2

3

1
2

−
=

x

y - со поместување на графикот на 
1y  надесно за 

2

3
(цртеж 2).   

Чекор 3. 

2

3

1

4

5
3

−
⋅=

x

y - со множење на втората координата на 

функцијата 
2y  со 

4

5
, односно  со растегнување во правец на y -оската (цртеж 

3).  
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Чекор 4. 

2

3

1

4

5

2

1
4

−
⋅+=

x

y  -  со зголемување на втората координата на 

графикот на функцијата 3y  за 
2

1
 (цртеж 4).  

x

y

 

x

y

 
        цртеж 1      цртеж 2  

x

y

x

y

 
       цртеж 3       цртеж 4 

 

Задача 3.  
22

4

x
y

+
= . 

 Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое R∈x , 

односно ),( ∞−∞=fD . 
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 2) Бидејќи 0>y  за секое fDx∈ ,  пресечна точка на функцијата со x-

оската нема. За 0=x , добиваме 2=y , односно пресечна точка на функцијата 

со y-оската е )2,0(A .   

3) Бидејќи )(
2

4

)(2

4
)(

22
xf

xx
xf =

+
=

−+
=− , функцијата е парна. Тоа 

значи дека нејзиниот график е симетричен во однос на y-оската. Според тоа, 

доволно е да се испитува графикот кога 0>x .  Функцијата не е периодична. 

4) Вертикална асимптота нема.  

Од 0
2

4
lim)(lim

2
=

+
=

±∞→±∞→ x
xf

xx
 добиваме дека 0=y  е хоризонтална 

асимптота.  

5) Од 
( )222
2

8

2

4
)(

x

x

x
xf

+

−
=

′








+

=′ , добиваме дека 00)( =⇔=′ xxf . 

Значи во точката )2,0(A  може да има екстрем.  За 0<x , 0)( >′ xf , односно 

)( xf  расте на )0,(−∞ , a за 0>x , 0)( <′ xf , односно )( xf  монотоно опаѓа на 

),0( ∞ . Следува дека, точката )2,0(A  е максимум на функцијата. 

6)  Од 
( )32

2

2

)23(8
)(

x

x
xf

+

−
=′′  добиваме дека 

3

2

3

2
0)( =∨−=⇔=′′ xxxf . 

Бидејќи 0)( >′′ xf  за ),
3

2
()

3

2
,( +∞∪−−∞∈x  и 0)( <′′ xf  за )

3

2
,

3

2
(−∈x  

добиваме дека функцијата е конвексна ( )∪  на )
3

2
,( −−∞   и ),

3

2
( +∞  и 

конкавна ( )∩  на )
3

2
,

3

2
(− . Превојни точки се )  

2

3
,

3

2
 ( −B и )  

2

3
,

3

2
 (C .  

7) График на функцијата: 
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y

x

A

B C

 

Задача 4. 
x

x
y

21+
= .  

Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

2) Нема пресечни точки со координатните оски. За 0>x , 0>y  и за 

0<x , 0<y . 

3) Бидејќи )(
1

)(

)(1
)(

22

xf
x

x

x

x
xf −=

+
−=

−
−+

=− , функцијата е непарна. 

Значи графикот е централно симетричен во однос на координатниот почеток. 

Функцијата не е периодична.  

4) Точката 0=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 0=x .  

Од −∞=
+

=
−− →→ x

x
xf

xx

2

00

1
lim)(lim , +∞=

+
=

++ →→ x

x
xf

xx

2

00

1
lim)(lim , следува дека 

0=x  е вертикална асимптота.  

Бидејќи ±∞=
+

=
±∞→±∞→ x

x
xf

xx

21
lim)(lim , хоризонтална асимптота не 

постои.  

Од 1
1

lim
)(

lim
2

2

=
+

==
±∞→±∞→ x

x

x

xf
k

xx
, 

( ) 0
1

lim
1

lim)(lim
2

==







−

+
=−=

±∞→±∞→±∞→ x
x

x

x
kxxfn

xxx
 следува дека xy =  е коса 

асимптота. Од 
x

x
x

x 11 2

=−
+

 гледаме дека за 0>x  графикот е над 

асимптотата, а за 0<x  графикот е под асимптотата. 
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5)  Од
22

2 )1)(1(1
)(

x

xx

x

x
xf

+−
=

−
=′ ,  добиваме 110)( =∨−=⇔=′ xxxf . 

Од ),1()1,(0)( ∞∪−−∞∈⇔>′ xxf и )1,0()0,1(0)( ∪−∈⇔<′ xxf  следува дека 

)(xf  монотоно расте на )1,( −−∞  и ),1( ∞ , а  монотоно опаѓа на )0,1(−  и )1,0( . 

6) Од 
3

2
)(

x
xf =′′ , добиваме дека функцијата )(xf нема превојна точка. 

Од 00)( >⇔>′′ xxf и 00)( <⇔<′′ xxf следува дека )(xf е конвексна ( )∪  на 

),0( +∞ и конкавна  ( )∩  на )0,(−∞ . 

 7) График на функцијата: 

x

y

y = x

x= 0

 

 Задача 5. 
x

xx
y

122 −+
= . 

 Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

 2) 21210120 2 +−=∨−−=⇔=−+⇔= xxxxy . Значи, пресечни 

точки на функцијата )(xf  со x-оската се )0,21( −−A  и )0,21( +−B . 

Пресечни точки со y-оската нема. 0>y  за ),21()0,21( +∞+−∪−−∈x  и 

0<y  за )21,0()21,( +−∪−−−∞∈x . 

 3)  Бидејќи )(
12

)(

1)(2)(
)(

22

xf
x

xx

x

xx
xf ±≠

−−
=

−
−−+−

=− , функцијата 

не е ни парна ни непарна. Функцијата не е периодична. 

 4) Точката 0=x  е точка на прекин. Го испитуваме однесувањето на 

функцијата во околина на 0=x . 



 

Графици на дробно-рационални функции 

Од ∞=
−+

−→ x

xx

x

12
lim

2

0

 и −∞=
−+

+→ x

xx

x

12
lim

2

0
, следува дека 0=x  е вертикална 

асимптота.  

Бидејќи ±∞=
−+

=
±∞→±∞→ x

xx
xf

xx

12
lim)(lim

2

, хоризонтална асимптота не 

постои.  

Од 1
12

lim
)(

lim
2

2

=
−+

==
±∞→±∞→ x

xx

x

xf
k

xx
 и 

=







−

−+
=−=

±∞→±∞→
x

x

xx
kxxfn

xx

12
lim])([lim

2

2
1

2lim =






 −=
±∞→ xx

 следува 

дека 2+= xy  е коса асимптота. Бидејќи 
x

x
x

xx 1
)2(

122

−=+−
−+

, за 0>x  

графикот е под асимптотата, а за 0<x  графикот е над асимптотата. 

5) 
2

2 1
)(

x

x
xf

+
=′ . Според тоа, 0)( >′ xf  за секое fDx∈ , односно 

функцијата )(xf монотоно расте на целата дефинициона област и нема 

екстреми.   

6) 
3

2
)(

x
xf −=′′ . Бидејќи 0)( ≠′′ xf  за секое fDx∈  функцијата 

)(xf нема превојни точки.  Од 0)( >′′ xf  за 0<x  и 0)( <′′ xf  за 0>x  следува 

дека )(xf е конвексна ( )∪  на )0,(−∞ и конкавна  ( )∩  на ),0( +∞ . 

7)  График на функцијата: 

x

y

y= x

x = 0

+ 2

 

 Задача 6. 
232

3

+−
=

xx

x
y .  



 

Графици на дробно-рационални функции 

 Решение. 1) Бидејќи )2)(1(232 −−=+− xxxx , функцијата е 

дефинирана за секое { }2,1\R∈x , односно ),2()2,1()1,( +∞∪∪−∞=fD .  

 2) 00 =⇔= yx , односно единствена пресечна точка со координатните 

оски е координатниот почеток. 0>y  за ),2()1,0( +∞∪∈x  и 0<y  за 

)2,1()0,( ∪−∞∈x . 

 3) Бидејќи )(
23

)(
2

3

xf
xx

x
xf ±≠

++
−

=−  функцијата )(xf  не е ни парна 

ни непарна. Функцијата не е периодична. 

 4)  Точките 1=x и 2=x  се точки на прекин.  

Од +∞=
−−−→ )2)(1(

lim
3

1 xx

x

x
, −∞=

−−+→ )2)(1(
lim

3

1 xx

x

x
, −∞=

−−−→ )2)(1(
lim

3

2 xx

x

x
 и 

+∞=
−−+→ )2)(1(

lim
3

2 xx

x

x
 , следува дека правите 1=x  и 2=x  се вертикални 

асимптоти.  

Бидејќи ±∞=
+−

=
±∞→±∞→ 23

lim)(lim
2

3

xx

x
xf

xx
, хоризонтална асимптота не 

постои.  

           Од 

,1
23

lim
)(

lim
23

3

=
+−

==
±∞→±∞→ xxx

x

x

xf
k

xx

( ) =







−

+−
=−=

±∞→±∞→
x

xxx

x
kxxfn

xx 23
lim)(lim

23

3

3
23

67
lim3

23

67
3lim

22
=

+−
−

+=






 −
+−

−
++=

±∞→±∞→ xx

x
x

xx

x
x

xx
 , следува дека 3+= xy  

е коса асимптота. 

5) 
( )

( )
( )( )
( )22

21

2

22

22

2323

66
)(

+−

−−
=

+−

+−
=′

xx

xxxxx

xx

xxx
xf  , каде што 331 −=x  и 

332 +=x . Од тука следува дека функцијата )(xf  е монотоно расте за 1xx < , 

односно на интервалите )1,(−∞ и ),1( 1x ; монотоно опаѓа за 21 xxx << , 

односно на интервалите )2,( 1x и ),2( 2x ; и монотоно расте за 2xx > , односно 

на интервалот ),( 2 +∞x . Значи, во точката 1x  функцијата )(xf има локален 

максимум, а во точката 2x  функцијата )(xf има локален минимум. 

6) 
( )
( ) ( )33

2

21

121872
)(

−−

+−
=′′

xx

xxx
xf . Бидејќи 012187 2 >+− xx  за секое fDx∈ , 

заклучуваме дека 0)( >′′ xf  за ),2()1,0( +∞∪∈x и 0)( <′′ xf  за 



 

Графици на дробно-рационални функции 

)2,1()0,( ∪−∞∈x . Значи, )(xf е конвексна ( )∪  на )1,0( и ),2( +∞ , а конкавна  

( )∩  на )0,(−∞  и )2,1( . Координатниот почеток е единствена превојна точка. 

7) График на функцијата:  

x

y

y = x

x = 2

+3

� x =1

 

 Задача 7. 
2

23

2

372

x

xxx
y

−++
= . 

Решение. 1) Функцијата е дефинирана за секое {0}\R∈x , 

односно ),0()0,( ∞∪−∞=fD . 

2) Пресечни точки со y-оската нема. 

3) Бидејќи )()( xfxf ±≠− , функцијата не е ни парна ни непарна. 

Функцијата не е периодична.  

4) Точката 0=x  е точка на прекин.  

Од 

−∞=
+

−=
−

−−+−+−
=

−++

>

→

>

→→ − 2

0

02

23

0

02

23

0 2

37
lim1

)(2

3)(7)(2)(
lim

2

372
lim

h

h

h

hhh

x

xxx

h

h

h

hx
 и  

−∞=
−

+=
−++

=
−++

>

→

>

→→ + 2

0

02

23

0

02

23

0 2

37
lim1

2

372
lim

2

372
lim

h

h

h

hhh

x

xxx

h

h

h

hx
 следува 

дека 0=x  е вертикална асимптота.  

Од ±∞=
−++

=
±∞→±∞→ 2

23

2

372
lim)(lim

x

xxx
xf

xx
, следува дека нема 

хоризонтална асимптота. 

  Од 
2

1

2

372
lim

)(
lim

3

23

=
−++

==
±∞→±∞→ x

xxx

x

xf
k

xx
 и  



 

Графици на дробно-рационални функции 

( ) 1
2

3

2

7
1lim

22

372
lim)(lim

33

23

=






 −+=







−

−++
=−=

±∞→±∞→±∞→ xx

x

x

xxx
kxxfn

xxx

 

 добиваме дека правата 1
2

1
+= xy  е коса асимптота. 

 5) 
33

3

2

)2)(1)(3(

2

67
)(

x

xxx

x

xx
xf

−−+
=

+−
=′ . Според тоа, 









=

=

−=

⇔=′

2

1

3

0)(

x

x

x

xf . 

Испитуваме за кои  точки 0)( >′ xf , односно 0)( <′ xf . Добиваме: 

 
Од  сликата гледаме дека 0)( >′ xf  за ),2()1,0()3,( +∞∪∪−−∞∈x  и 0)( <′ xf  

за )2,1()0,3( ∪−∈x , односно дека функцијата )(xf  монотоно расте на  

)1,0(),3,( −−∞  и ),2( +∞ , а монотоно опаѓа на )0,3(−  и )2,1( . Според тоа, во 

точките 3−=x  и 1=x  функцијата )(xf има максимум, а во точката 2=x  

минимум. 

6) 
4

97
)(

x

x
xf

−
=′′ . Бидејќи 0)( >′′ xf  кога 

7

9
097 >⇔>− xx   и 

0)( <′′ xf  кога 
7

9
097 <⇔<− xx  , добиваме дека функцијата )(xf е 

конвексна на ),
7

9
( ∞  и е конкавна на )0,(−∞ и )

7

9
,0( . Точката 

7

9
=x  е превојна 

точка.  

7) График на функцијата: 



 

Графици на дробно-рационални функции 

x

y

y 1

2
=

_x +1

x=0

 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
 

ɉɊИɆЕɇȺ ɇȺ ЕɄɋɌɊЕɆИɌЕ ȼɈ ɊЕШȺȼȺЊЕ ɇȺ ɉɊɈȻɅЕɆИ 

 

Ɂɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ )(xf  ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɧɚ ɡɚɬɜɨɪɟɧ ɢɧɬɟɪɜɚɥ ],[ ba  

ɫɟɤɨɝɚɲ ɩɨɫɬɨɢ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɢ ɦɢɧɢɦɭɦ. ɇɚјɝɨɥɟɦɢɨɬ ɢ ɧɚјɦɚɥɢɨɬ ɨɞ ɛɪɨɟɜɢɬɟ 
)(,,...,2,1),( afnicf i   ɢ )(bf , ɤɚɞɟ ɲɬɨ nccc ,...,, 21  

ɫɟ ɫɢɬɟ ɧɟјɡɢɧɢ 
ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɢ ɬɨɱɤɢ  ɜɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ ],[ ba  ɫɟ ɦɚɤɫɢɦɭɦ  ɢ ɦɢɧɢɦɭɦ ɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ )(xf .  

 
Зɚɞɚɱɚ 1. ɉɪɟɬɫɬɚɜɢ ɝɨ 120 ɤɚɤɨ ɡɛɢɪ ɨɞ ɞɜɚ ɩɪɢɪɨɞɧɢ ɛɪɨɟɜɢ ɬɚɤɨɜ 

ɲɬɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ P ɧɚ ɟɞɧɢɨɬ ɨɞ ɧɢɜ ɢ ɤɜɚɞɪɚɬɨɬ ɧɚ ɞɪɭɝɢɨɬ ɟ ɦɚɤɫɢɦɚɥɟɧ.  
Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ  x ɟ ɟɞɧɢɨɬ, ɚ x120  ɟ ɞɪɭɝɢɨɬ ɛɪɨј. Ɍɨɝɚɲ 

2)120()( xxxP   ɤɚɞɟ ɲɬɨ 1200  x . Ɉɞ  )80(3)( xxxP   ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 
ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɢ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɢ ɬɨɱɤɢ ɫɟ 0x  ɢ 80x . Ȼɢɞɟјќɢ 

256000)80(,0)0(  PP  ɢ 0)120( P  ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ 
ɧɚ P ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɡɚ 80x . Ȼɚɪɚɧɢɬɟ ɛɪɨɟɜɢ ɫɟ 80 ɢ 40.  

 
Зɚɞɚɱɚ 2. ɉɨɞɟɥɢ ɝɨ ɛɪɨјɨɬ 36 ɧɚ ɞɜɚ ɫɨɛɢɪɨɤɚ ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɡɛɢɪɨɬ ɧɚ 

ɧɢɜɧɢɬɟ ɤɜɚɞɪɚɬɢ ɞɚ ɛɢɞɟ ɧɚјɦɚɥ. 
Рɟɲɟɧиɟ. Ⱥɤɨ ɟɞɧɢɨɬ ɨɞ ɫɨɛɢɪɨɰɢɬɟ ɝɨ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɨ x , ɞɪɭɝɢɨɬ 

ɫɨɛɢɪɨɤ ɟ  x36  . Ɂɛɢɪɨɬ ɧɚ ɧɢɜɧɢɬɟ ɤɜɚɞɪɚɬɢ  ќɟ ɛɢɞɟ  22 )36()( xxxS  . 

Ɉɞ 0724)36(22)(  xxxxS  ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 18x  ɟ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ 
ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ. Ȼɢɞɟјќɢ 04)(  xS , ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ɡɚ 18x  ɡɛɢɪɨɬ  S  

ɞɨɫɬɢɝɧɭɜɚ ɦɢɧɢɦɭɦ. Ȼɚɪaɧɢɬɟ ɫɨɛɢɪɨɰɢ ɫɟ 18 ɢ 18.  
Зɚɛɟɥɟɲɤɚ. ɂɫɩɢɬɭɜɚњɟɬɨ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɢɡɜɪɲɢ ɢ ɤɚɤɨ ɜɨ ɩɪɟɬɯɨɞɧɚɬɚ 

ɡɚɞɚɱɚ ɢ ɬɨɚ,  360  x  , 22 182)18(36)36()0(  SSS . 

 
Зɚɞɚɱɚ 3. Ɉɞ ɫɢɬɟ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɰɢ ɫɨ ɩɟɪɢɦɟɬɚɪ 48cm ɨɞɪɟɞɢ ɝɨ ɨɧɨј ɫɨ 

ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ.  
Рɟɲɟɧиɟ. Ⱥɤɨ ɟɞɧɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ јɚ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɨ x , 

ɬɨɝɚɲ ɞɪɭɝɚɬɚ ɟ x48 . ɇɟɝɨɜɚɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɟ 248)48()( xxxxxP  . Ɉɞ 
0)24(2248)(  xxxP  ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 24x  ɟ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ 

ɬɨɱɤɚ. Ȼɢɞɟјќɢ 02)(  xP , ɡɚ 24x  ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ  P  ɞɨɫɬɢɝɧɭɜɚ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 
Ȼɚɪɚɧɢɬɟ ɛɪɨɟɜɢ ɫɟ 24 ɢ 24. 

 
Зɚɞɚɱɚ 4. ɐɢɥɢɧɞɪɢɱɟɧ ɤɨɧɬɟјɧɟɪ ɫɨ ɤɪɭɠɧɚ ɨɫɧɨɜɚ ɩɨɬɪɟɛɧɨ ɟ ɞɚ 

ɡɚɮɚќɚ 64 3m . ɇɚјɞɢ ɝɢ ɞɢɦɟɧɡɢɢɬɟ  ɧɚ ɤɨɧɬɟјɧɟɪɨɬ ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɤɨɥɢɱɢɧɚɬɚ ɧɚ 
ɭɩɨɬɪɟɛɟɧ ɦɟɬɚɥ (ɩɨɜɪɲɢɧɚ) ɟ ɦɢɧɢɦɚɥɧɚ 

ɚ)  ɤɨɝɚ ɤɨɧɬɟјɧɟɪɨɬ  ɟ ɨɬɜɨɪɟɧɚ  ɱɚɲɚ; 
ɛ)  ɤɨɝɚ ɤɨɧɬɟјɧɟɪɨɬ  ɟ ɡɚɬɜɨɪɟɧɚ ɤɨɧɡɟɪɜɚ. 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ r ɢ h ɫɟ ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɬɚ ɢ ɜɢɫɢɧɚɬɚ  ɢɡɪɚɡɟɧɢ ɜɨ 

ɦɟɬɪɢ, ɫɨɨɞɜɟɬɧɨ. ɇɟɤɚ  A ɟ ɤɨɥɢɱɢɧɚɬɚ ɧɚ ɦɟɬɚɥ  ɢ V ɟ ɜɨɥɭɦɟɧɨɬ ɧɚ 
ɤɨɧɬɟјɧɟɪɨɬ. 

ɚ) Ɍɨɝɚɲ 642  hrV   ɢ 22)( rrhrA   . Ɉɞ ɩɪɜɚɬɚ ɪɚɜɟɧɤɚ ɝɨ 
ɢɡɪɚɡɭɜɚɦɟ h ɢ ɝɨ ɡɚɦɟɧɭɜɚɦɟ ɜɨ ɜɬɨɪɚɬɚ, ɩɪɢ ɲɬɨ ɞɨɛɢɜɚɦɟ: 
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ȿɞɢɧɫɬɜɟɧɚɬɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɟ 
3

4


r . Ɍɨɝɚɲ 
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


r
h . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, 

3

4


 hr . Ȼɢɞɟјќɢ 0)(  rA ɡɚ 

3

4


r ɢ 0)(  rA ɡɚ 

3

4


r , ɜɨ 

3

4


r  

ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ A ɢɦɚ ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɢɧɢɦɭɦ. Ȼɢɞɟјќɢ ɧɟɦɚ ɞɪɭɝɢ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɢ ɬɨɱɤɢ  

ɜɨ  
3

4


r  ,  A ɢɦɚ ɦɢɧɢɦɭɦ.  

 ɛ)  ȼɨ ɨɜɨј ɫɥɭɱɚј  642  hrV   ɢ  222)( rrhrA 

22

2
2
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2 r

r
r

r
r 


  . Ɍɨɝɚɲ  ɨɞ 
2

3

2

)32(4
4

128
)(

r

r
r

r
rA


   

ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ 3
4

2


r  ɟ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ  ɢ  

r
r

h 2
4

4
64

3
2




. ɋɥɢɱɧɨ ɤɚɤɨ ɩɨɞ ɚ) ɫɟ ɩɨɤɚɠɭɜɚ ɞɟɤɚ ɜɨ 3
4

2


r  

ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ A ɢɦɚ ɦɚɤɫɢɦɭɦ.  
 

Зɚɞɚɱɚ 5. ȼɨ ɤɪɭɠɧɢɰɚ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ r  ɞɚ ɫɟ ɜɩɢɲɟ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ ɫɨ 
ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ.  

Рɟɲɟɧиɟ.  ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ ɟ abP  . ɇɟɤɚ 
xa  .  

 

 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

Ɉɞ ABC  ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɞɟɤɚ 222 )2( arb  , ɨɞɧɨɫɧɨ 224 xrb  . Ɂɧɚɱɢ, 

224)( xrxxP  . Ɉɞ 0
4

24
)(

22

22







xr

xr
xP  ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ 21 rx  ɢ 

22 rx  . ȼɬɨɪɨɬɨ ɪɟɲɟɧɢɟ ɝɨ ɨɬɮɪɥɚɦɟ ɛɢɞɟјќɢ ɟ ɧɟɝɚɬɢɜɧɨ.  
Ȼɢɞɟјќɢ 0)(  xP  ɥɟɜɨ ɨɞ 2rx   ɢ 0)(  xP  ɞɟɫɧɨ ɨɞ 2rx   

ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ P ɢɦɚ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɡɚ 2rx  . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɫɨ 
ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ ɟ ɤɜɚɞɪɚɬ ɫɨ ɫɬɪɚɧɚ 2r . 

  
 Зɚɞɚɱɚ 6. ɇɚјɞɢ ɝɢ ɞɢɦɟɧɡɢɢɬɟ ɧɚ ɩɪɚɜ ɤɪɭɠɟɧ ɤɨɧɭɫ ɫɨ ɦɢɧɢɦɚɥɟɧ 
ɜɨɥɭɦɟɧ V ɜɨ ɤɨј ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɜɩɢɲɟ ɫɮɟɪɚ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ 8.  
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ x ɟ ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɬɚ ɧɚ ɤɨɧɭɫɨɬ ɢ 8y  ɟ ɜɢɫɢɧɚɬɚ 

ɧɚ ɤɨɧɭɫɨɬ.  

Ɉɞ ɫɥɢɱɧɨɫɬɚ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɰɢɬɟ ABC  ɢ AED  ɢɦɚɦɟ:  
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8

8 2 



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 ɢɥɢ 

8

)8(64
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)8(64
2
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







y

y

y

y
x . 

ɂɫɬɨ ɬɚɤɚ, 
)8(3

)8(64

3

)8)((
)(

22








y

yyx
yV


 ɢ 

2)8(3

)24)(8(64
)(





y

yy
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
. 

Ȼɢɞɟјќɢ 0y , ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɟ 24y . Ɉɱɢɝɥɟɞɧɨ ɟ ɞɟɤɚ ɡɚ 

24y  ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬɨ 0)(  yV , ɚ ɡɚ 24y  ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬɨ 0)(  yV . ɋɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 
ɡɚ 24y , ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɬɚ ɟ 28x , ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɨɧɭɫɨɬ ɟ 32 ɢ V 

ɞɨɫɬɢɝɧɭɜɚ ɦɢɧɢɦɭɦ.   

   

Зɚɞɚɱɚ 7. ɇɚјɞɢ ɝɢ ɞɢɦɟɧɡɢɢɬɟ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɫɨ ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚ 
ɩɥɨɲɬɢɧɚ A ɤɨј ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɜɩɢɲɟ ɜɨ ɤɨɧɟɱɧɢɨɬ ɞɟɥ ɨɞ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ɡɚɝɪɚɞɟɧ ɫɨ 
ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ pxy 42   ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ ax  . 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ PBPB   ɟ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ ɢ ),( yx ɫɟ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢɬɟ ɧɚ ɬɨɱɤɚɬɚ P. 

 
Ɍɨɝɚɲ  
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32



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
   ɢ 
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y
ayA

2

3
2)(
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Ɉɞ 0)(  yA  ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɩɨɫɬɨɢ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ 
3

4ap
y  . 

Ȼɢɞɟјќɢ 0
3

)(  y
p

yA  ɢ ɨɞ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɨɫɬɚ ɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɫɥɟɞɭɜɚ 

ɞɟɤɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɫɨ ɫɬɪɚɧɢ apy 3
3

4
2   ɢ 

3

2

4

2 a

p

y
axa   ɢɦɚ 

ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ.  
 
 Зɚɞɚɱɚ 8. ɇɚјɞɢ јɚ ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɪɚɜ ɤɪɭɠɟɧ ɰɢɥɢɧɞɟɪ ɫɨ ɦɚɤɫɢɦɚɥɟɧ 
ɜɨɥɭɦɟɧ V  ɲɬɨ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɜɩɢɲɟ ɜɨ ɫɮɟɪɚ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ R.  
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ  r e ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɬɚ ɢ 2h ɟ ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ ɬɨј 
ɰɢɥɢɧɞɚɪ. 

 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

ɉɨɡɧɚɬɨ ɟ ɞɟɤɚ hrrV 22)(   ɢ 222 Rhr  . Ɍɨɝɚɲ 





  rh

dr

dh
rrV 22)( 2

 
ɢ 

022 
dr

dh
hr . Ɉɞ ɩɨɫɥɟɞɧɚɬɚ ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ  ɞɨɛɢɜɚɦɟ 

h

r

dr

dh
 , ɨɞ ɤɚɞɟ 









 rh

h

r
rV 22)(

3

 . Кɨɝɚ V ɟ ɦɚɤɫɢɦɚɥɟɧ , 0)(  rV , ɨɞ ɤɚɞɟ ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 

22 2hr  . 

Ɍɨɝɚɲ 2222 3hhrR  , ɨɞɧɨɫɧɨ 
3

R
h   ɨɞ ɤɚɞɟ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ 

ɰɢɥɢɧɞɚɪɨɬ ɟ 
3

2
2

R
h  . ɋɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɜɬɨɪ ɢɡɜɨɞ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɫɦɟ 

јɚ ɧɚɲɥɟ ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ V. 
 

 Зɚɞɚɱɚ 9. ɉɪɟɬɫɬɚɜɢ ɛɪɨјɨɬ a  ɤɚɤɨ ɡɛɢɪ ɧɚ ɞɜɚ ɛɪɨјɚ ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɧɢɜɧɢɨɬ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɞɚ ɛɢɞɟ ɦɚɤɫɢɦɚɥɟɧ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. Ⱦɚ ɝɨ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢɦɟ ɛɪɨјɨɬ a  ɤɚɤɨ ɡɛɢɪ ɨɞ ɞɜɚ ɫɨɛɢɪɨɤɚ, 

yxa  . ɋɥɟɞɭɜɚ xay  , ɨɞ ɤɚɞɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ ɫɨɛɢɪɨɰɢɬɟ ɟ 
 xaxxyP  . Ȼɢɞɟјќɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ ɡɚɜɢɫɢ ɫɚɦɨ ɨɞ x , ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ 

ɪɚɡɝɥɟɞɚɦɟ ɤɚɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚ    xaxxP  . Ɇɚɤɫɢɦɚɥɧɢɨɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɧɚ 
ɫɨɛɢɪɨɰɢɬɟ ќɟ ɝɨ ɧɚјɞɟɦɟ, ɚɤɨ ɝɢ ɧɚјɞɟɦɟ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢɬɟ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ. ɉɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɟ   xaxP 2  ɢ ɢɦɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɭɥɚ ɡɚ 

  0 xP  02  xa 
2

a
x  . 

Ɂɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɢɬɟ ɲɬɨ ɫɟ ɨɞ ɥɟɜɚ ɫɬɪɚɧɚ ɜɨ ɨɞɧɨɫ ɧɚ 
2

a , ɜɚɠɢ ax 2  ɨɞɧɨɫɧɨ 

02  xa . Ɂɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɢɬɟ ɲɬɨ ɫɟ ɨɞ ɞɟɫɧɚ ɫɬɪɚɧɚ ɜɨ ɨɞɧɨɫ ɧɚ 
2

a
 ɜɚɠɢ ax 2  

ɨɞɧɨɫɧɨ 02  xa . ɋɥɟɞɭɜɚ, ɫɩɨɪɟɞ ɩɪɜɢɨɬ ɤɪɢɬɟɪɢɭɦ ɡɚ ɟɤɫɬɪɟɦ, ɞɟɤɚ 

ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ P  ɢɦɚ ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ 
2

a
x  .  Ⱦɚ ɡɚɛɟɥɟɠɢɦɟ ɞɟɤɚ 

ɞɨ ɢɫɬɢɨɬ ɡɚɤɥɭɱɨɤ ɦɨɠɟɦɟ ɞɚ ɫɬɢɝɧɟɦɟ, ɫɩɨɪɟɞ ɜɬɨɪɢɨɬ ɤɪɢɬɟɪɢɭɦ ɡɚ 

ɟɤɫɬɪɟɦ, ɚɤɨ ɩɨɤɚɠɟɦɟ ɞɟɤɚ ɜɬɨɪɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɟ ɧɟɝɚɬɢɜɟɧ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ 
2

a
x  . 

ɇɚɜɢɫɬɢɧɚ   02" xP , ɩɚ ɫɩɟɰɢјɚɥɧɨ 2
2

" 





 a

P . Ɂɚɬɨɚ ɛɪɨјɨɬ a  ɬɪɟɛɚ ɞɚ 

ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɜɨ ɜɢɞ 
22

aa
a  . 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
 Зɚɞɚɱɚ 10. Ɏɚɪɦɟɪ ɫɨ 2400 ɟɞɢɧɢɰɢ ɠɢɰɚ ɫɚɤɚ ɞɚ ɨɝɪɚɞɢ ɟɞɧɨ ɩɨɥɟ, ɜɨ 
ɮɨɪɦɚ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ, ɤɨɟ ɫɟ ɧɚɨѓɚ ɩɨɤɪɚј ɪɟɤɚ. ɉɪɢɬɨɚ ɧɟɦɚ ɩɨɬɪɟɛɚ ɞɚ 
ɤɨɪɢɫɬɢ ɠɢɰɚ ɞɨɥɠ ɪɟɤɚɬɚ. Кɚɤɜɢ ɬɪɟɛɚ ɞɚ ɛɢɞɚɬ ɞɢɦɟɧɡɢɢɬɟ ɧɚ 
ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɡɚ ɞɚ ɨɝɪɚɞɟɧɢɨɬ ɞɟɥ ɢɦɚ ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚ? 
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ ɫɨ x  ɢ y  ɝɢ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɞɢɦɟɧɡɢɢɬɟ ɧɚ ɩɨɥɟɬɨ.  

 
Ȼɢɞɟјќɢ ɧɟ ɬɪɟɛɚ ɞɚ ɫɟ ɤɨɪɢɫɬɢ ɠɢɰɚ ɜɞɨɥɠ ɪɟɤɚɬɚ, ɬɨɝɚɲ ɨɞ ɭɫɥɨɜɢɬɟ ɧɚ 
ɡɚɞɚɱɚɬɚ ɢɦɚɦɟ yx  22400  ɨɞɧɨɫɧɨ xy 22400 , ɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɱɢјɚ 
ɟɤɫɬɪɟɦɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɫɟ ɛɚɪɚ ɟ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɨɥɟɬɨ 

  22240022400 xxxxxyP  . ɉɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɩɨ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚɬɚ x  ɟ 
xP 42400 . ɉɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɫɟ ɚɧɭɥɢɪɚ ɡɚ 

  600060040  xxP . 

Ȼɢɞɟјќɢ 04P , ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚɬɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ x =600 ɟ ɬɨɱɤɚ ɧɚ 
ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. ɋɥɟɞɭɜɚ ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚ ɢɦɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɫɨ 
ɞɢɦɟɧɡɢɢ 600x  ɢ 120060022400 y  ɟɞɢɧɢɰɢ. 
 
 Зɚɞɚɱɚ 11. ɇɚјɞɢ јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɧɚјɝɨɥɟɦɢɨɬ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ ɜɩɢɲɚɧ 
ɜɨ ɩɨɥɭɤɪɭɝ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ r . 
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ ɫɨ x  ɢ y  ɝɢ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɬɪɚɧɢɬɟ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ.  

 
Ɏɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɨɞ ɤɨјɚ ɲɬɨ ɛɚɪɚɦɟ ɟɤɫɬɪɟɦ ɟ xyP 2 . Ɉɞ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɨɬ 
ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ ɧɚ ɰɪɬɟɠɨɬ ɰɪɬɟɠɨɬ ɡɚɛɟɥɟɠɭɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɜɚɠɢ 222 ryx   ɨɞɧɨɫɧɨ 

22 xry  . Ɉɬɬɭɤɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ 222 xrxP   ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ 
ɪɚɡɝɥɟɞɚ ɤɚɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ x . Ȼɚɪɚɦɟ ɡɚ ɤɨјɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ќɟ ɢɦɚ 
ɦɚɤɫɢɦɭɦ. ɇɚɨѓɚɦɟ ɩɪɜ ɢɡɜɨɞ  
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ɢ ɝɨ ɩɪɢɪɚɦɧɭɜɚɦɟ ɫɨ ɧɭɥɚ, 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

   xrxrxP 2020
2

r
x  . 

ɉɪɢɬɨɚ ɢɦɚɜɦɟ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɤɪɭɠɧɢɰɚɬɚ ɢ ɫɬɪɚɧɚɬɚ ɧɚ 
ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɫɟ ɩɨɡɢɬɢɜɧɢ, ɨɞɧɨɫɧɨ 02  xr . ɋɨ ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚњɟ ɧɚ ɡɧɚɤɨɬ 

ɧɚ ɩɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ  ɨɞ ɥɟɜɨ ɢ ɞɟɫɧɨ ɧɚ ɬɨɱɤɚɬɚ 
2

r
x   ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 

ɢɦɚ ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɜɨ ɧɟɚ. Ⱥɤɨ ɢɡɪɚɡɨɬ ɡɚ ɩɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɟ ɞɨɛɪɨ ɫɪɟɞɟɧ ɤɚɤɨ 
ɜɨ ɧɚɲɢɨɬ ɫɥɭɱɚј ɡɚɤɥɭɱɨɤɨɬ ɟ ɨɱɢɝɥɟɞɟɧ. ɂɦɟɧɨ ɡɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɢɬɟ ɲɬɨ ɫɟ ɩɨɦɚɥɢ 

ɨɞ 
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r
 , ɜɚɠɢ 02  xr , ɚ ɡɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɢɬɟ ɲɬɨ ɫɟ ɩɨɝɨɥɟɦɢ ɞɨ 
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r
 ɜɚɠɢ  

02  xr . Ɉɫɬɚɧɚɬɢɬɟ ɱɥɟɧɨɜɢ ɨɞ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ xr 2   ɢ xr 2   ɫɟɤɨɝɚɲ ɫɟ 

ɩɨɡɢɬɢɜɧɢ. ɋɥɟɞɭɜɚ ɡɚ 
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 ɟ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ 

ɧɚјɝɨɥɟɦɢɨɬ ɜɩɢɲɚɧ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ. 
 Втɨр ɧɚɱиɧ. ȿɞɧɨɫɬɚɜɧɨ ɪɟɲɟɧɢɟ ɟ ɦɨɠɧɨ  ɚɤɨ ɫɟ ɢɫɤɨɪɢɫɬɢ ɚɝɨɥɨɬ 
ɤɚɤɨ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚ. Ɍɨɝɚɲ 

  
    2sinsincos22 2rrrxyP   

Ɏɭɧɤɰɢјɚɬɚ P  ќɟ ɢɦɚ ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɚɤɨ 12sin   ɨɞɧɨɫɧɨ 
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   ɢɥɢ 

2
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  . 

 
 Зɚɞɚɱɚ 12. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɞɢɦɟɡɢɢɬɟ ɧɚ ɛɚɡɟɧ ɫɨ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨ ɞɧɨ ɢ 
ɜɨɥɭɦɟɧ V , ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɡɚ ɨɛɥɨɠɭɜɚњɟ ɧɚ ѕɢɞɨɜɢɬɟ ɢ ɩɨɞɨɬ ɧɚ ɛɚɡɟɧɨɬ ɞɚ ɫɟ 
ɩɨɬɪɨɲɢ ɧɚјɦɚɥɤɭ ɦɚɬɟɪɢјɚɥ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ ɫɬɪɚɧɚɬɚ ɨɞ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɬɨ ɞɧɨ ɟ a , ɢ ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ ɛɚɡɟɧɨɬ 
ɟ H . 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

 
ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɛɚɡɟɧɨɬ ɲɬɨ ɬɪɟɛɚ ɞɚ ɫɟ ɨɛɥɨɠɢ ɫɨ ɧɟɤɨј ɦɚɬɟɪɢјɚɥ ɟ 

aHaP 42  . ȼɨɥɭɦɟɧɨɬ ɧɚ ɛɚɡɟɧɨɬ ɟ HaV 2 , ɨɞ ɤɚɞɟ ɜɢɫɢɧɚɬɚ ɟ 
2a

V
H  . 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɛɚɡɟɧɨɬ 
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ɢɦɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɭɥɚ ɡɚ Va 23  , ɨɞɧɨɫɧɨ 3 2Va  . Ɉɞ 
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P   ɫɥɟɞɭɜɚ 

ɞɟɤɚ 06)2(3  VP , ɨɞɧɨɫɧɨ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  aP   ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ 3 2Va   ɢɦɚ 
ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɢɧɢɦɭɦ. Ɂɧɚɱɢ ɛɚɡɟɧɨɬ ɬɪɟɛɚ ɞɚ ɟ ɞɨɥɝ ɢ ɲɢɪɨɤ 3 2Va   ɢ ɜɢɫɨɤ 
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 Зɚɞɚɱɚ 13. ɉɪɨɡɨɪɟɰ ɢɦɚ ɮɨɪɦɚ ɧɚ ɩɨɥɭɤɪɭɝ ɧɚɞɨɜɪɡɚɧ ɧɚ 
ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤ. ɉɪɢ ɤɚɤɨɜ ɪɚɞɢɭɫ x  ɧɚ ɩɨɥɭɤɪɭɝɨɬ ɜɨ ɩɪɨɡɨɪɟɰɨɬ ќɟ ɜɥɟɝɭɜɚ 
ɧɚјɦɧɨɝɭ ɫɜɟɬɥɢɧɚ ɚɤɨ ɧɟɝɨɜɚɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚ ɟ l . 
 Рɟɲɟɧиɟ. Ȼɢɞɟјќɢ ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɧɚ ɩɨɥɭɤɪɭɝɨɬ ɟ x , ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɟɞɧɚɬɚ 
ɫɬɪɚɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɟ x2 . Ⱦɚ јɚ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɨ y  ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɞɪɭɝɚɬɚ 
ɫɬɪɚɧɚ.  

 

Ɏɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɨɞ ɤɨјɚ ɛɚɪɚɦɟ ɟɤɫɬɪɟɦ 
2

2
2x

xyP  , ɨɜɞɟ ɟ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ 

ɩɪɨɡɨɪɟɰɨɬ, ɡɚɬɨɚ ɲɬɨ ɧɚјɦɧɨɝɭ ɫɜɟɬɥɢɧɚ ќɟ ɜɥɟɝɭɜɚ ɚɤɨ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
ɩɪɨɡɨɪɟɰɨɬ ɟ ɧɚјɝɨɥɟɦɚ. Ⱥɤɨ ɨɞ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɪɨɡɨɪɟɰɨɬ xyxl  22  јɚ 

ɢɡɪɚɡɢɦɟ ɫɬɪɚɧɚɬɚ  xxly  2
2

1
 ɢ јɚ ɡɚɦɟɧɟɦɟ ɜɨ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɢɦɚɦɟ 

 
2

2
2

2
2

2
2  x

xlx
x

xxlxP  . ɂɡɜɨɞɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɟ  

  
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x
xlxP   4xl . 

ɢ ɢɦɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɭɥɚ ɡɚ 
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40
l

xxlxP . 

ɉɪɢɬɨɚ     04  xP , ɲɬɨ ɡɧɚɱɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɢɦɚ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɡɚ 



4

l
x  ɜɨ ɩɪɨɡɨɪɟɰɨɬ  ќɟ ɜɥɟɝɭɜɚ ɧɚјɦɧɨɝɭ ɫɜɟɬɥɢɧɚ. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 14. ɇɢɡ ɬɨɱɤɚɬɚ  1,2A  ɩɨɜɥɟɱɢ ɩɪɚɜɚ ɤɨјɚ ɫɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɬɟ 
ɨɫɤɢ ɝɪɚɞɢ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ ɜɨ ɩɪɜ ɤɜɚɞɪɚɧɬ ɫɨ ɧɚјɦɚɥɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ. 

 Рɟɲɟɧиɟ. ɋɟɝɦɟɧɬɧɚɬɚ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ ɟ 1
b

y

a

x , ɤɚɞɟ a  ɢ b  ɫɟ 

ɨɬɫɟɱɨɰɢɬɟ ɧɚ x -ɨɫɤɚɬɚ ɢ y -ɨɫɤɚɬɚ.  

 
Ȼɢɞɟјќɢ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɟ ɜɨ ɩɪɜ ɤɜɚɞɪɚɧɬ, ɜɚɠɢ 0a , 0b .  

ɉɪɚɜɚɬɚ јɚ ɫɨɞɪɠɢ ɬɨɱɤɚɬɚ  1,2A . ɋɥɟɞɭɜɚ  
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 ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɲɬɨ ɩɪɚɜɚɬɚ ɝɨ ɝɪɚɞɢ ɫɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɬɟ 
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ɉɪɢɬɨɚ ɛɢɞɟјќɢ 0a ,   0 aP , ɚɤɨ 04 a  ɨɞɧɨɫɧɨ 4a .  



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

Ɂɧɚɱɢ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ ɟ 1
24


yx
. 

 
 Зɚɞɚɱɚ 15. Кɚɤɨ ɬɪɟɛɚ ɞɚ ɫɟ ɢɫɟɱɟ ɠɢɰɚ ɫɨ ɞɨɥɠɢɧɚ ɨɞ 100 ɦɟɬɪɢ, ɡɚ ɞɚ 
ɨɞ ɩɪɟɫɟɱɟɧɢɬɟ ɞɟɥɨɜɢ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɤɜɚɞɪɚɬ ɢ ɤɪɭɝ ɱɢј ɡɛɢɪ ɧɚ ɩɥɨɲɬɢɧɢ ɟ 
ɧɚјɦɚɥ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. Ɂɛɢɪɨɬ ɨɞ ɩɥɨɲɬɢɧɢɬɟ ɧɚ ɤɜɚɞɪɚɬɨɬ ɢ ɤɪɭɝɨɬ ɟ 22 raP  . 

 
ɉɟɪɢɦɟɬɚɪɨɬ ɧɚ ɤɜɚɞɪɚɬɨɬ ɟ a4 , ɚ ɧɚ ɤɪɭɝɨɬ r2 . Ɉɞ ɭɫɥɨɜɨɬ ɧɚ ɡɚɞɚɱɚɬɚ 
ɢɦɚɦɟ  
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Ɍɨɝɚɲ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɢɡɪɚɡɟɧɚ ɤɚɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ ɪɚɞɢɭɫɨɬ ɟ 
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 Зɚɞɚɱɚ 16. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ ɝɢ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢɬɟ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 

tex t sin , tey t cos , 





2
,0


t  

 Рɟɲɟɧиɟ. ɂɡɜɨɞɢɬɟ ɩɨ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɨɬ t  ɫɟ 

 ttetetey ttt sincossincos   

 ttetetex ttt cossincossin   



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

ɉɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɩɨ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚɬɚ x , ɟ 
tt
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4
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ȼɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ 





2
,0


 ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɨ ɪɟɲɟɧɢɟ ɟ 
4


t  ɢ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xy  ɝɨ 

ɦɟɧɭɜɚ ɡɧɚɤɨɬ ɨɞ + ɤɨɧ – ɩɪɢ ɩɪɟɦɢɧ ɧɢɡ 
4


t .  

 

ɋɥɟɞɭɜɚ ɡɚ 
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
t , ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɞɨɫɬɢɝɧɭɜɚ ɥɨɤɚɥɟɧ ɦɚɤɫɢɦɭɦ 
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Ⱥɩɫɨɥɭɬɧɢɨɬ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɟ ɧɚјɝɨɥɟɦɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɨɞ ɥɨɤɚɥɧɢɬɟ ɟɤɫɬɪɟɦɢ ɢ 

ɜɪɟɞɧɨɫɬɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɢɬɟ. Ȼɢɞɟјќɢ   10 y  ɢ 0
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eE  ɟ ɬɨɱɤɚ ɧɚ ɚɩɫɨɥɭɬɟɧ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 17. Ɉɞ ɫɢɬɟ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɰɢ ɫɨ ɫɬɪɚɧɚ a  ɢ ɩɟɪɢɦɟɬɚɪ s2 , ɨɞɪɟɞɢ 
ɝɨ ɨɧɨј ɲɬɨ ɢɦɚ ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. ɇɟɤɚ x  ɢ y  ɫɟ ɨɫɬɚɧɚɬɢɬɟ ɞɜɟ ɫɬɪɚɧɢ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤɨɬ.  
 

 
 



 
ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
Ɉɞ ɭɫɥɨɜɨɬ ɧɚ ɡɚɞɚɱɚɬɚ ɢɦɚɦɟ yxas 2 , ɨɞɧɨɫɧɨ xasy  2 . ɋɩɨɪɟɞ 
ɏɟɪɨɧɨɜɚɬɚ ɮɨɪɦɭɥɚ, ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤɨɬ ɟ 
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ɉɪɢɬɨɚ  
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ɢ P  ɝɨ ɦɟɧɭɜɚ ɡɧɚɤɨɬ + ɤɨɧ – ɩɪɢ ɩɪɟɦɢɧ ɧɢɡ 
2

a
sx  . Ɍɨɝɚɲ 
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a
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




  . ɋɥɟɞɭɜɚ ɧɚјɝɨɥɟɦɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ ɢɦɚ ɪɚɦɧɨɤɪɚɤɢɨɬ 

ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ ɫɨ ɨɫɧɨɜɚ a  ɢ ɤɪɚɤ 
2

a
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Зɚɞɚɱɚ 18. Ɍɨɱɤɚ ɫɟ ɞɜɢɠɢ ɩɨ x -ɨɫɤɚɬɚ ɩɨ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ 
  tttx 2cos2sin  . Кɨјɚ ɟ ɦɚɤɫɢɦɚɥɧɚɬɚ ɨɞɞɚɥɟɱɟɧɨɫɬ ɧɚ ɬɨɱɤɚɬɚ ɨɞ 

ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɨɬ ɩɨɱɟɬɨɤ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. Ɋɚɫɬɨјɚɧɢɟɬɨ ɧɚ ɬɨɱɤɚɬɚ ɨɞ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɨɬ ɩɨɱɟɬɨɤ ɡɚ ɜɪɟɦɟ 
t  ɟ  txd  .  

 
Ȼɢɞɟјќɢ 

  tttx 2sin22cos2  , 

  0 tx  02sin22cos2  tt  tt 2sin2cos    

12 ttg  
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4
2 , Zk , 

ɢ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  tx  ɝɨ ɦɟɧɭɜɚ ɡɧɚɤɨɬ ɩɪɢ ɩɪɟɦɢɧ ɧɢɡ 
kt 

4
2 , Zk , ɡɚ 

ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ ɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɨɬ t , ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  tx  ɞɨɫɬɢɝɧɭɜɚ ɟɤɫɬɪɟɦɧɢ 
ɜɪɟɞɧɨɫɬɢ. ȼɨ ɧɢɜ 
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     ИНТЕГРАЛИ. ПРИМЕНА 



 
ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. Ɏɨɪɦɭɥɢ 

 

 
1. ɇȿɈɉɊȿȾȿɅȿɇ ɂɇɌȿȽɊАɅ. ɎɈɊɆɍɅɂ 

 
1.1 Ⱦɟɮɢɧɢɰɢјɚ ɧɚ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. 

 

 ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɟ ɞɟɮɢɧɢɪɚɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P . Ɏɭɧɤɰɢјɚɬɚ F  ɟ 
ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ f  ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P  ɚɤɨ ɜɚɠɢ    xfxF   ɧɚ P . Аɤɨ 
 xF  ɟ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ f , ɬɨɝɚɲ ɢ   CxF  , ɤɚɞɟ C  ɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ 

ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɟ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ f . Ⱦɪɭɝɢ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ f  ɧɚ P , 

ɧɟɦɚ. Аɤɨ f  ɢɦɚ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P , ɬɨɝɚɲ f  ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ 
ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ P . 
 

 Дɟɮɢɧɢцɢја 1. Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ   CxF  , C  ɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɨɞ ɫɢɬɟ 
ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɡɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɧɚ P , ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪаɥ ɡɚ 

ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɧɚ P  ɢ ɫɟ ɨɡɧɚɱɭɜɚ ɫɨ   dxxf . Ɏɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ 

ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɢɥɢ ɢɧɬɟɝɪɚɧɞ.       
  (1.1.1) 
 

1.2 Ɉɫɧɨɜɧɢ ɫɜɨјɫɬɜɚ ɧɚ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ 
 

 Тɟɨɪɟɦа 1.2.1. Аɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɢɦɚ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢјɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ 
P , ɬɨɝɚɲ ɢ af , ɤɚɞɟ a  ɟ ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɢɦɚ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ P , ɢ 

        dxxfadxxaf ,   (1.2.1) 

  

 Тɟɨɪɟɦа 1.2.2. Аɤɨ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ f  ɢ g  ɢɦɚɚɬ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢɢ ɧɚ 
ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P , ɬɨɝɚɲ ɢ gf   ɢ gf   ɢɦɚɚɬ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ P , ɢ  

            dxxfdxxfdxxgxf ,   (1.2.2) 

 

 Тɟɨɪɟɦа 1.2.3. Аɤɨ F  ɟ ɟɞɧɚ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ f  ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P , 

ɬɨɝɚɲ 

      CxFdxxF  ,     xfdxxf 


 .  (1.2.3) 



 
ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. Ɏɨɪɦɭɥɢ 

 

1.3 ɋɦɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɢ 
 

 Тɟɨɪɟɦа 1.3.1. Аɤɨ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P , ɚ   ɢɦɚ 
ɪɚɧɝ P  ɢ  ɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɚ, ɬɨɝɚɲ  

      duufdxxxf   .       (1.3.1) 

 Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɮɨɪɦɭɥа ɡа ɫɦɟɧа ɧа ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɢ. 
 

 ɋɦɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɢ ɫɟ ɤɨɪɢɫɬɢ ɤɨɝɚ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɫɨɞɪɠɢ ɞɜɟ 
ɮɭɧɤɰɢɢ f  ɢ g  ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ g  ɫɟ ɪɚɡɥɢɤɭɜɚ ɡɚ ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ ɨɞ ɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
f . Ɍɨɝɚɲ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ   txf  . ɋɦɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɢ ɫɟ ɤɨɪɢɫɬɢ ɢ ɡɚ 

ɡɚɩɢɲɭɜɚњɟ ɧɚ  ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɜɨ ɩɨɟɥɟɦɟɧɬɚɪɟɧ ɜɢɞ.  
 

ɉɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ 4. 
 

 Тɟɨɪɟɦа 1.4.1. Аɤɨ u  ɢ v  ɫɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ P  ɢ uv   ɢɦɚ 
ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ P , ɬɨɝɚɲ ɢ vu   ɢɦɚ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɢ 

           dxxuxvxvxudxxvxu   .   (1.4.1) 

 Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɮɨɪɦɭɥа ɡа ɩаɪцɢјаɥɧа ɢɧɬɟɝɪацɢја. 
 
 ɉɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɫɟ ɤɨɪɢɫɬɢ ɚɤɨ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ 
ɩɪɟɬɫɬɚɜɢ ɤɚɤɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ ɞɜɟ ɮɭɧɤɰɢɢ u  ɢ v , ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ ɨɞ ɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ 
u  ɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɧɚ v , ɞɚ ɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ ɪɟɲɥɢɜ ɢɧɬɟɝɪɚɥ, ɢɥɢ ɧɚ 
ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɤɨј ɲɬɨ ɟ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɟɧ ɢ ɪɚɡɥɢɱɟɧ ɨɞ ɩɪɜɨɛɢɬɧɢɨɬ. Аɤɨ ɬɨɚ ɟ ɫɥɭɱɚј ɫɨ 
n -ɬɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ u  ɢ n -ɬɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ v , ɬɨɝɚɲ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɫɟ 
ɩɪɢɦɟɧɭɜɚ n -ɩɚɬɢ 
   
 Ɇɟɬɨɞɨɬ ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɭɲɬɟ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɢɧɬɟɝɪɢɪањɟ ɩɨ 
ɞɟɥɨɜɢ. 

 
1.5 Ɍɚɛɥɢɰɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɧɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ. 

 
 Ɉɞ ɬɚɛɥɢɰɚɬɚ ɡɚ ɢɡɜɨɞɢ ɧɚ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɫɥɟɞɧɚɜɚ ɬɚɛɥɢɰɚ 
ɧɚ ɨɫɧɨɜɧɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ 
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4.   Cxxdx cossin . 
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1.6 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɤɜɚɞɪɚɬɟɧ ɬɪɢɧɨɦ 

 
 ɋɥɟɞɧɚɬɚ ɲɟɦɚ ɩɨɤɚɠɭɜɚ ɤɚɤɨ ɫɟ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚ ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ 

ɞɨɞɟɤɚ ɞɚ ɫɟ ɫɬɢɝɧɟ ɞɨ ɬɚɛɥɢɱɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɢɥɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɜɢɞɨɬ dtta  22
 

dtat  22
 ɤɨɢ ɫɟ ɢɡɜɟɞɭɜɚɚɬ. 

  

Чɟɤɨɪ  Ɉɛɥɢɤ ɧɚ ɬɪɢɧɨɦɨɬ cbxax 2
 

a  ɫɟ ɜɚɞɢ ɩɪɟɞ ɬɪɢɧɨɦɨɬ (ɦɨɠɟ ɢ 
a  ɚɤɨ ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɧɟ ɟ ɩɨɞ ɤɨɪɟɧ) 

baxx  2
 

ɋɦɟɧɚ 
2

a
xt   at 2

,
2ta   

 
ɉɨɫɬɚɩɤɚɬɚ ɢ ɝɨɬɨɜɢɬɟ ɮɨɪɦɭɥɢ ɫɟ ɞɚɞɟɧɢ ɫɨ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɞɢјɚɝɪɚɦɢ 
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ɋɥɟɞɭɜɚ 

  Ctat
a

t
adtta 






  22222 arcsin

2

1
. (1.6.1) 

  Ckttkttdtkt 




  222 ln

2

1
. (1.6.2) 

           
      
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. (1.6.3) 
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1.7 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
 

 ɂɧɬɟɝɪɢɪɚњɟɬɨ ɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 
 
 dx
xQ

xP
  ɫɟ ɫɜɟɞɭɜɚ ɧɚ ɫɭɦɚ ɨɞ 

ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɨɛɥɢɤ  dxxP  ɤɚɞɟ P  ɟ ɩɨɥɢɧɨɦ,   


dx

baxx

NMx
m2

 ɢ 
   n

ax

dx
 ɤɨɢ 

ɩɪɟɬɯɨɞɧɨ ɝɢ ɢɡɭɱɢɜɦɟ. ɂɦɟɧɨ: 
 o1 . Аɤɨ    xQxP degdeg  , ɤɚɞɟ  xPdeg  ɟ ɫɬɟɩɟɧɨɬ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ  xP , 

ɬɨɝɚɲ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ ɫɟ ɞɟɥɚɬ ɢ  
 
   dx
xQ

xP    
 dx
xQ

xP
dxxP   2

1  ɩɪɢ ɲɬɨ    xQxP degdeg 2  . 

 
o2  ɉɨɥɢɧɨɦɨɬ  xQ ɫɟ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚ. 

Ɂɧɚɱɢ  xQ  ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɭɜɚ ɤɚɤɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɫɬɟɩɟɧɢ ɧɚ ɪɚɡɥɢɱɧɢ ɛɢɧɨɦɢ 
ax  ɢ ɬɪɢɧɨɦɢ baxx 2

 ɲɬɨ ɧɟɦɚɚɬ ɪɟɚɥɧɢ ɪɟɲɟɧɢјɚ. Чɥɟɧɨɜɢɬɟ ɜɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɨɬ 
ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚɚɬ ɮɚɤɬɨɪɢ.  

 
3 ɋɟ ɞɟɤɨɦɩɨɧɢɪɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 
 xQ

xP2  

Ɂɧɚɱɢ ɧɚ ɫɟɤɨј ɮɚɤɬɨɪ ɧɚ  xQ  ɦɭ ɫɨɨɞɜɟɬɫɬɜɭɜɚ ɫɭɦɚɬɚ  

 

   n
ax

   n
n

ax

A

ax

A

ax

A








L

2

31  ɢ 

  
k

baxx2

     k
kk

baxx

BxA

baxx

BxA

baxx

BxA














222

22

2

11 L  

 

ɉɨɬɨɚ 
 
 xQ

xP2  ɫɟ ɩɪɟɬɫɬɚɜɭɜɚ ɤɚɤɨ ɡɛɢɪ ɨɞ ɝɨɪɧɢɬɟ ɫɭɦɢ ɢ ɫɟ ɧɚɨѓɚɚɬ ɤɨɧɫɬɚɧɬɢɬɟ. 

 
o4 ɋɟ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚ ɧɨɜɚɬɚ ɮɨɪɦɚ ɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ  
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1.8 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɢɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
 

ȼɨ dxxxxR s

r

n

m

 







,,, K  ɫɟ ɜɨɜɟɞɭɜɚ ɫɦɟɧɚɬɚ 

ktx  , k ɇɁɋ  sn ,,K  

ȼɨ dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

s

r

n

m

 


































,,, K  ɫɟ ɜɨɜɟɞɭɜɚ ɫɦɟɧɚɬɚ kt
dcx

bax





 

 
1.9 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 

 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ ɨɞ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ   dxxxR cos,sin , ɤɚɞɟ R  ɟ 
ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, ɫɟ ɫɜɟɞɭɜɚɚɬ ɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ
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. (1.9.1) 

 ɋɦɟɧɚɬɚ t
x

tg 
2

 ɧɟɤɨɝɚɲ ɞɨɜɟɞɭɜɚ ɞɨ ɫɥɨɠɟɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ. Ʉɚј 

ɧɟɤɨɢ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɫɨ ɞɪɭɝɢ ɫɦɟɧɢ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɞɨɛɢɟ ɩɨɟɞɧɨɫɬɚɜɧɚ 
ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ. Аɤɨ ɡɚ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɜɚɠɢ 
   xxRxxR cos,sincos,sin   ɫɟ ɜɨɜɟɞɭɜɚ ɫɦɟɧɚ ttgx  . ɋɥɟɞɭɜɚ arctgtx   ɢ 

21 t
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dx


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Аɤɨ ɜɚɠɢ    xxRxxR cos,sincos,sin   ɫɟ ɜɨɜɟɞɭɜɚ ɫɦɟɧɚ tx cos . 
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Аɤɨ ɜɚɠɢ    xxRxxR cos,sincos,sin   ɫɟ ɜɨɜɟɞɭɜɚ ɫɦɟɧɚ tx sin  . 

 

ɂɧɫɬɪɭɤɰɢɢɬɟ ɡɚ ɪɟɲɚɜɚњɟ ɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ ,cossin xdxx nm  nm,  ɫɟ ɞɚɞɟɧɢ ɜɨ 
ɫɥɟɞɧɚɜɚ ɬɚɛɟɥɚ.      (1.9.3) 
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    
 xdx

n

n
xx

n
xdx nnn 21 cos

1
cossin

1
cos . (1.9.5) 

 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ  ,cossin bxdxax   ,sinsin bxdxax   bxdxaxcoscos  

ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɬɟ ɢɞɟɧɬɢɬɟɬɢ  
 

      xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos   (1.9.6) 

      xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin   (1.9.7) 

      xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin   (1.9.8) 

 
 1.10 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɲɬɨ ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢ ɫɦɟɧɢ 
 

   dxxaxR 22,  ɫɟ ɪɟɲɚɜɚ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tax sin  (ɢɥɢ tax cos )  

(1.10.1) 

   dxaxxR 22,  ɫɟ ɪɟɲɚɜɚ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ atgtx   ( tactgx  ) 



 
ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. Ɏɨɪɦɭɥɢ 

 

 (1.10.2) 

   dxaxxR 22,  ɫɟ ɪɟɲɚɜɚ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ
t

a
x

cos
 , (

t

a
x

sin
 ).  

(1.10.3) 
 
 1.11 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɨɫɬɚɧɚɬɢ ɬɪɚɧɫɰɟɞɟɧɬɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 
 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ   dxxR
x

ln
1

 ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬa tx ln , ɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ 

  dxeR x
 ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tex  .              (1.11.1) 
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
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.  
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
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dx
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Cxxx  23 ln . 
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xx

xx 





  3
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2
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ɚ) 





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2

2

2      dxdxxdx
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xx
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
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xx

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Cxdxxdxxxxdx
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xx
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5
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
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 dx
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1
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xxxx
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1
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1
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3

Cxxxxx  ln10
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5
8

3

2 55 243 .  

Заɞаɱа 9. dxexx2 . 
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 Рɟɲɟниɟ. ɋɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɚɰɢјɚɬɚ  xxx ee 22  , ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɝɨ 
ɫɜɟɞɭɜɚɦɟ ɞɨ ɬɚɛɥɢɱɟɧ. 

 

   
C

e

e
dxedxe

x
xxx   2ln

2
22  C

e

exx





ln2ln

2
 C

e xx





12ln

2
. 

Заɞаɱа 10.   dxx 582 . 

Рɟɲɟниɟ.   Cdxdx
x

x
x   

8

8
58558

2ln

2
2222 .  
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ln3
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3

2
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2

3

2
32 . 
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 

dx
x

xx

10

52 11

. 

Рɟɲɟниɟ. 
 

dx
x

xx

10

52 11














  x

x

x

x

105

5

10

22


























 dx

xx

10

5

5

1

10

2
2  














   dxdx

xx

2

1

5

1

5

1
2 


































C

xx

2

1
ln

2

1

5

1

5

1
ln

5

1

2 C
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






2ln25

1

5ln5

2
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           Заɞаɱа 13.

          dxdxdx xxxxxxxxxxxxxx 1521010225525102510  

Cx
xx


5ln

5

2ln

2
. 

Заɞаɱа 14. dx
x

xx




2

3223
. 
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Рɟɲɟниɟ. 

Cxdxdxdxdx

x

xx

x

xx

















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


















 

2

3
ln

2

3

23
2

3
23

2

3
23

2

3223
.  

Заɞаɱа 15. dx
e

e
x

x

 

1

12

.  

 Рɟɲɟниɟ. dx
e

e
x

x

 

1

12       



 Cxedxedx
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xx
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11
. 
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x
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1
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e

e x
x


2

2
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.  
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

dx
x

x
2

3
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sin1
. 
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
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x

dx
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x

x
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sin1
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
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x
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2

3
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. 
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2
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
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2
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2

sin 22 
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 ɢ 
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2

sin2sin
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x  . ɂɦɚɦɟ 
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2

22
.  
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Заɞаɱа 31.  


dx
x

x

1

12
2

. 

Рɟɲɟниɟ. Cxx
x

dx

x

xdx
dx

x

x











   arctg1ln
11

2
1

12 2

222
. 

Заɞаɱа 31.  32x

xdx
. 

Рɟɲɟниɟ.
  





Cx

x

xdx

x

xdx
3

33

2

2
2

2
.  

Заɞаɱа 33. dx
x

x
 



9

27
2

. 

Рɟɲɟниɟ. 

  Cxxx
x

dx

x

xdx
dx

x

x











 9ln297

9
2

9
7

9

27 22

222
. 

Заɞаɱа 34.  
dx

x

x
2

2

1
. 

Рɟɲɟниɟ. Ƚɨ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ 

22

2

2

2

1

1
1

1

11

1 xx

x

x

x










 

Ɉɬɬɭɤɚ 

 
dx

x

x
2

2

1



   dx

x
dx

21

1
Cxx  arctg . 

Заɞаɱа 35. 
 
  


dx
xx

x
2

2

1

1
. 

Рɟɲɟниɟ. Ⱥɧɚɥɨɝɧɨ,  

 
  


dx
xx

x
2

2

1

1

  


 dx
xx

xx
2

2

1

21  
  



  dx
xx

xx
2

2

1

21
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








  dx

xx 21

21
Cxx  arctg2ln . 

Заɞаɱа 36.   92

2

x

dxx
. 

Рɟɲɟниɟ. C
x

x
x

dx
dxdx

x

x

x

dxx









   3

arctg3
9

9
9

99

9 22

2

2

2

.   

Заɞаɱа 37. dx
x

x
 


9

1
2

2

. 

Рɟɲɟниɟ.

C
x

x
x

x

dx
dxdx

x

x
dx

x

x


















 3

3
ln

32

10

9
10

9

109

9

1
22

2

2

2

. 

Заɞаɱа 38.  


dx

x

x

5

12
2

. 

Рɟɲɟниɟ.

   
C

x
x

x

dx

x

xdx
dx

x

x











 

5
arctg

5

1
52

55

2
5

12 2

2
2

2
2

2
. 

Заɞаɱа 39. dx
xx

 











 1

1

1

1
22

. 

Рɟɲɟниɟ.   Cxxxdx
xx













 1lnarcsin
1

1

1

1 2

22
. 

Заɞаɱа 40. dxx 2th . 

Рɟɲɟниɟ.    


 Cxx
x

dx
dxdx

x

x
dx

x

x
dxx th

chch

1ch

ch

sh
th

22

2

2

2
2

. 

Заɞаɱа 41. dxx 2cth . 

Рɟɲɟниɟ. Cxx
x

dx
dxdx

x

x
dx

x

x
dxx 


  cth

shsh

1sh

sh

ch
cth

22

2

2

2
2

.  
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 Заɞаɱа 42. dx
x

xx





4

22

1

11
. 

Рɟɲɟниɟ. Ȼɢɞɟјќɢ  1,1x , ɜɚɠɢ 

   22224 11111 xxxxx   

ɋɥɟɞɭɜɚ 

dx
x

xx





4

22

1

11





  dx

xx

xx

22

22

11

11 





 dx
x

dx
x 22 1

1

1

1
 

Cxxx  21lnarcsin . 

 Заɞаɱа 43. Ɉɩɪɟɞɟɥɢ јɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ  xfy  , ɤɨјɚ ɦɢɧɭɜɚ ɧɢɡ 

ɬɨɱɤɚɬɚ  0,1M  ɢ ɧɟјɡɢɧɢɨɬ ɢɡɜɨɞ ɟ 13 2  xy . 

 Рɟɲɟниɟ. Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɟ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 

13 2  xy . ɋɥɟɞɭɜɚ   CxxCx
x

dxxy   3
3

2

3
313 . ɂɧɬɟɝɪɚɰɢɨɧɚɬɚ 

ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ ќɟ јɚ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ ɨɞ ɭɫɥɨɜɨɬ ɤɪɢɜɚɬɚ ɞɚ ɦɢɧɭɜɚ ɧɢɡ ɬɨɱɤɚɬɚ M , 

C 110 3  ɨɞɧɨɫɧɨ 2C . Ɂɧɚɱɢ ɤɪɢɜɚɬɚ ɟ 23  xxy . 
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ɆȿТɈȾ ɇА ЗАɆȿɇА 

ȼɨ ɩɪɜɚɬɚ ɡɚɞɚɱɚ ɢɦɚɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɨɛɥɢɤ    dxnkxf , ɤɚɞɟ   dttf  ɟ 

ɬɚɛɥɢɱɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. Ɍɢɟ ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tnkx  . 

 Зɚɞɚɱɚ 1. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ: 

  ɚ)  xdx3cos    ɛ)   dxe x 25
 

  ɜ)   dxx 97    ɝ)    dxx
5

32  

  ɞ) 
   15

1x

dx
   ѓ) 


dx

x25

1
 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ɂɚ ɞɚ ɝɨ ɞɨɜɟɞɟɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɞɨ ɬɚɛɥɢɱɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ (1.5.5), ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ 
ɫɦɟɧɚ tx 3 , ɨɞ ɤɚɞɟ ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ dtdx 3 . Ɂɚɬɨɚ 

 

 xdx3cos  
3

cos
dt

t Ctsin
3

1   Cx 3sin
3

1
. 

  

 ɛ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 25 , dtdx 5 . ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

  dxe x 25   Ce
dt

e tt

5

1

5
Ce x 25

5

1
. 

 

 ɜ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 97 , dtdx 7 . ɂɦɚɦɟ 

 

  dxx 97    dtt
dt

t 2

1

7

1

7
Ct  2

3

3

2

7

1   Cx  3
97

21

2
. 

 

 ɝ) Пɨɫɬɚɩɤɢɬɟ ɲɬɨ ɝɢ ɫɩɪɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɩɪɢ ɜɨɜɟɞɭɜɚњɟɬɨ ɧɚ ɫɦɟɧɚɬɚ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɢ 
ɡɚɩɢɲɟɦɟ ɜɨ ɡɚɝɪɚɞɢ. Ɍɨɝɚɲ 
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   dxx
5

32 











dtdx

tx

2

32
  C

tdt
t

62

1

2

6
5   Cx  6

32
12

1
. 

 

 ɞ) 
   15

1x

dx












dtdx

tx 1

 
C

x
C

t

t

dt










 14

14

15
114

1

14
. 

 ѓ) 


dx
x251

1

 


 dx

x
2

51

1














dtdx

tx

5

5
 




 
51

1
2

dt

t



 dt

t 21

1

5

1
Ctarcsin

5

1   Cx  5arcsin
5

1
. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 2. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ    dxnkxf , ɤɚɞɟ     CtFdttf  . 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tnkx  , dtkdx . ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

   dxnkxf   
k

dt
tf   CtF

k

1   CnkxF
k


1

,  

 

 Ⱥɤɨ   dxxf  ɟ ɬɚɛɥɢɱɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ, ɬɨɝɚɲ ɩɨɫɥɟɞɧɚɬɚ ɡɚɞɚɱɚ ɧɢ ɨɜɨɡɦɨɠɭɜɚ 

ɞɢɪɟɤɬɧɨ ɞɚ ɝɨ ɩɪɟɫɦɟɬɚɦɟ    dxnkxf . Нɚ ɩɪɢɦɟɪ ɛɢɞɟјќɢ Cxxdx  sincos , 

ɬɨɝɚɲ    
C

x
dxx 


 2

12sin
12cos . 

 

 ȼɨ ɧɚɪɟɞɧɚɜɚ ɡɚɞɚɱɚ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɨ ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ 
ɫɨɞɪɠɚɬ ɞɜɟ ɮɭɧɤɰɢɢ f  ɢ g  ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ g  ɟ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɧɚ ɫɨ ɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f . Ɍɨɝɚɲ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ   txf  . 

 



ʻеопределе̦ ̛̦теграл. ʺетод ̦а ̚а̥е̦а 

 

 Зɚɞɚɱɚ 3. Нɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ: 

  ɚ)  


dx
xx

x

3

1
3

2

   ɛ)   dxx x 12

3     

  ɜ) 
 

 22 1arcsin xx

dx
 ɝ) dx

xx

xx
 


2cos2sin

2cos2sin
 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ɂɚɛɟɥɟɠɭɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɥɨɬ ɧɚ ɱɥɟɧɨɬ ɜɨ ɢɦɟɧɢɬɟɥ  

     dxxdxxxxd 13333 223   ɟ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɟɧ ɫɨ ɨɫɬɚɧɚɬɢɨɬ ɞɟɥ  

ɨɞ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ,  dxx 12  . Ɂɚɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ  

 

txx 33 , ɨɞ ɤɚɞɟ   dtdxx 13 2
. 

ɋɥɟɞɭɜɚ 

 


dx
xx

x

3

1
3

2

  Ct
dt

t
ln

3

1

3

1
Cxx 3ln

3

1 3 . 

 

 ɛ)   dxx x 12

3  














CC
dt

dtxdx

tx xt
t

3ln2

3

3ln

3

2

1

2
3

2

1 12 2

. 

 

 ɜ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx arcsin , dt
x

dx


 21
. ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

 
 22 1arcsin xx

dx   C
tt

dt 1
2

C
x


arcsin

1
. 

 

 ɝ) Ɂɚɛɟɥɟɠɭɜɚɦɟ ɞɟɤɚ ɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xx 2cos2sin   ɟ 
 xxxx 2cos2sin22sin22cos2  , ɩɚ јɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚɬɚ txx  2cos2sin , 

ɨɞ ɤɚɞɟ   dtdxxx  2sin2cos2 . Ɂɚɬɨɚ 
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dx
xx

xx
 


2cos2sin

2cos2sin
 

2

1 dt

t
 Ctln

2

1
Cxx  2cos2sinln

2

1
. 

 

 ȼɨ ɫɥɟɞɧɢɜɟ ɞɜɟ ɡɚɞɚɱɢ, јɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚɬɚ ɲɬɨ ɧɢ ɨɜɨɡɦɨɠɭɜɚ ɞɚ јɚ 
ɭɩɪɨɫɬɢɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 4. Нɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ: 

  ɚ)  
dx

x

x

1

3

  ɛ)     dxxx
5

13  

  ɜ)   dxxx 125
 ɝ)   dxx4    

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 1 , ɨɞ ɤɚɞɟ tx 1  ɢ dtdx  . Ɍɨɝɚɲ 

 


dx
x

x

1

3     


dt
t

t
3

1
 


 dt

t

ttt 32331
 

 





  dttt

t

233
1

 C
tt

tt
32

3
3ln

32

 

     
C

x
xxx 




3

1
1

2

3
131ln

3
2

. 

 ɛ) Ɂɚɞɚɱɚɬɚ ɦɨɠɟ ɞɚ јɚ ɪɟɲɢɦɟ ɢ ɫɨ ɪɚɡɜɢɜɚњɟ ɧɚ ɛɢɧɨɦɨɬ  51x , ɧɨ 
ɩɨɟɞɧɨɫɬɚɜɧɨ ɛɢ јɚ ɪɟɲɢɥɟ ɚɤɨ ɜɨɜɟɞɟɦɟ ɫɦɟɧɚ  tx 1 , ɨɞ ɤɚɞɟ ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 

1 tx  ɢ dtdx  . 

 

    dxxx
5

13    dttt 54   dttt )4( 56

   
C

xx
C

tt








3

12

7

1

6
4

7

6767

. 
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 ɜ) Кɨɪɟɧɫɤɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ јɚ ɭɩɪɨɫɬɭɜɚɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tx 12 , ɨɞ ɤɚɞɟ 
ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 122  tx  ɢ tdtxdx 22   ɨɞɧɨɫɧɨ tdtxdx  . Ɂɚ ɞɚ јɚ ɡɚɦɟɧɢɦɟ ɧɨɜɚɬɚ 
ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚ, ɝɪɭɩɢɪɚɦɟ ɟɞɟɧ ɮɚɤɬɨɪ ɨɞ 5x  ɫɨ dx . Ɍɨɝɚɲ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ 

ɞɨɛɢɜɚ ɮɨɪɦɚ   dtttxdxxx 22224 11  . ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

  dxxx 125     dttt 222 1    dtttt 224 12    dtttt 246 2

C
ttt


35
2

7

357       Cxxx 
3

2
5

2
7

2 1
3

1
1

5

2
1

7

1
. 

 

 ɝ) Ќɟ ɝɨ ɭɩɪɨɫɬɢɦɟ ɤɨɪɟɧɫɤɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tx 4  , ɨɞ ɤɚɞɟ 

tx  4  ɢ dt
x

dx


2
 . Ɍɨɝɚɲ  dttdtxdx 422  . 

ɋɥɟɞɭɜɚ 

  dxx4    dttt 42 2

1









 dttt 2

1

2

3

42  

 Ctt 2

3

2

5

3

2
8

5

2
2      Cxx 

35

4
3

16
4

5

4
. 
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 Зɚɞɚɱɚ 5. Пɪɟɫɦɟɬɚј ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ 
 

 dx
x

xlnsin
. 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ȼɢɞɟјќɢ ɢɡɜɨɞɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xln  ɫɟ ɫɨɞɪɠɢ ɜɨ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ, 

ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɝɨ ɪɟɲɚɜɚɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tx ln , dtdx
x


1

. ɂɦɚɦɟ 

 
 dx

x

xlnsin
  Cttdt cossin   Cx  lncos . 

 

  

 ȼɨ ɧɚɪɟɞɧɚɬɚ ɡɚɞɚɱɚ ɧɚјɩɪɜɨ јɚ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, 
ɞɨ ɨɛɥɢɤ ɜɨ ɤɨј ɦɨɠɟɦɟ ɞɚ јɚ ɩɪɟɩɨɡɧɚɟɦɟ ɫɦɟɧɚɬɚ. 

  

 Зɚɞɚɱɚ 6. Нɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ: 

  ɚ) dx
x

xx
 


1

215 2

  ɛ)  xdxtg   

 Рɟɲɟниɟ. 

  

 ɚ) Јɚ ɫɪɟɞɭɜɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

 

 
   5 3

5
5

25 2

1

1

1

1

1

21

xx

x

x

xx











 

ɢ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 1 , dtdx  . ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

dx
x

xx
 


1

215 2

  CxCtdtt

t

dt



 


5 25

2

5

3

5

3
1

2

5

2

5
. 
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ɛ) Јɚ ɢɡɪɚɡɭɜɚɦɟ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɬɚɧɝɟɧɫ ɩɪɟɤɭ ɫɢɧɭɫ ɢ ɤɨɫɢɧɭɫ ɢ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ 
ɫɦɟɧɚ tx cos , dtxdx sin . 

 

 xdxtg   dx
x

x

cos

sin
  Ct

t

dt
ln Cx  cosln . 

 

 Ќɟ ɪɚɡɝɥɟɞɚɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɨɛɥɢɤ 
 

 dx
x

xf ln
, ɲɬɨ ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ 

tx ln , dtdx
x


1

, ɤɚɤɨ ɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ   dxef x
 ɲɬɨ ɫɟ ɪɟɲɚɜɚɚɬ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tex  , 

dtdxex  . ȼɨ ɡɚɜɢɫɧɨɫɬ ɨɞ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɬɢɩɨɜɢ ɧɚ ɡɚɞɚɱɢ ќɟ ɫɟ 
ɩɨјɚɜɭɜɚɚɬ ɢ ɜɨ ɧɚɪɟɞɧɢɬɟ ɩɨɝɥɚɜјɚ. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 7. Нɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ: 

  ɚ) 
 

dx
e

ee

x

xx

21

1



  ɛ)    dxeee xxx 10
11   

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tex  , dtdxex  . ɂɦɚɦɟ 

 

 
 


dx

e

ee

x

xx

21

1
 


 dt

t

t

21

1






 dt

t

t
dt

t 22 11

1
. 

 

 Пɪɜɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɨɞ ɞɟɫɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɟ ɬɚɛɥɢɱɟɧ, ɞɨɞɟɤɚ ɜɬɨɪɢɨɬ ќɟ ɝɨ ɧɚјɞɟɦɟ 
ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ kt  21 , dktdt 2 . ɋɥɟɞɭɜɚ 

 

 
 


dx

e

ee

x

xx

21

1
 



k

dk
t

1

2
arcsin  Ckexarcsin Cee xx  21arcsin . 

 

 ɛ) ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tex 1 , dtdxex  . ɋɥɟɞɭɜɚ 



ʻеопределе̦ ̛̦теграл. ʺетод ̦а ̚а̥е̦а 

 

 

   dxeee xxx 10
11      dttt 1011    dttt 102  

    C
tt

dttt
1211

22
1211

1110
 
   

C
ee xx







12

1

11

12
1211

. 

ȼɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 29 - 35 ɫɨ ɦɟɬɨɞ ɧɚ ɡɚɦɟɧɚ ɩɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɬɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ.  

Зɚɞɚɱɚ 8.  5 2 13xx . 

Рɟɲɟниɟ. 

  CxC
t

dtt
dt

xdx

dtxdx

tx

xx 






  5 62
5

6

5

2

5 2 13
36

5

5

66

1

6

1

6

6

13

13 . 

Зɚɞɚɱɚ 9.   x

dx

139
. 

Рɟɲɟниɟ. 

CxCt
t

dt

dt
dx

dtdx

tx

x

dx








  139ln

13

1
ln

13

1

13

1

13

13

139

139
. 

Зɚɞɚɱɚ 10.    dxx5 3
23 .  

Рɟɲɟниɟ. 

    CxCtdtt
dt

dx

dtdx

tx

dxx 






  5 85

8
5 35 3

23
16

5

16

5

2

1

2

2

23

23 . 

Зɚɞɚɱɚ 11.  79 2x

dx
. 
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Рɟɲɟниɟ. 

 
  













   Ctt

t

dt

t

dt

dt
dx

dtdx

tx

x

dx
7ln

3

1

73

1

73

1

3

3

3

79

2

2
2

22

  Cxx  793ln
3

1 2 . 

Зɚɞɚɱɚ 12.   297 x

dx
. 

Рɟɲɟниɟ.

 














   C

t

t

dt

t

dt

dt
dx

dtdx

tx

x

dx

7
arcsin

3

1

73

1

73

1

3

3

3

97 2
222

C
x


7

3
arcsin

3

1
. 

Зɚɞɚɱɚ 13.   275 x

dx
. 

Рɟɲɟниɟ.

  













  C

t

t

dt

t

dt

dt
dx

dtdx

tx

x

dx

5
arctg

35

1

57

1

57

1

7

7

7

75 2
222

 

Cx 









5

7
arctg

35

1
. 

Зɚɞɚɱɚ 14. 
   11

3
xx

dx
. 

Рɟɲɟниɟ. 

 
  CxCtdxt

tt

dt

dtdx

tx

xx

dx










  2

5
2

5

2

7

2

1

3
3

1
5

2

5

21

11
. 

Зɚɞɚɱɚ 15.  xdx2sin . 
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Рɟɲɟниɟ. 

    xdx
x

dxxdxdxxxdx 2cos
2

1

2
2cos

2

1

2

1
2cos1

2

1
sin2

C
xx

C
tx

tdt
x

dt
dx

dtdx

tx








  4

2sin

24

sin

2
cos

4

1

2

2

2

2

. 

Зɚɞɚɱɚ 16.  dx
x

2
cos2 . 

Рɟɲɟниɟ. 

    







 dttdtdtttdt

dtdx

dt
dx

t
x

dx
x

2cos2cos1
2

1
2cos2

2
2

2

2
cos 22

C
x

xC
u

xudux
du

dt

dudt

ut

tdtx 






   2

sin

2

sin
cos

2

1

2

2

2

2cos . 

Зɚɞɚɱɚ 17.  
dx

x

x

231

3
. 

Рɟɲɟниɟ.

CCt
t

dt

dt
dx

dtdx

t

dx x

x

x

x

x

x












  3arctg

3ln

1
arctg

3ln

1

13ln

1

3ln
3

3ln3

3

31

3
22

.  

Зɚɞɚɱɚ 18.   dxex x32
. 

Рɟɲɟниɟ. CeCtdt
dt

dxex

dtdxex

te

dxex x

x

x

x

x 






 







 
3

3

3

3

3

3

1

3

1

3

1

3

3
2

22 .  
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Зɚɞɚɱɚ 19. 0,
1

1

2
 adxa

x
x . 

Рɟɲɟниɟ. C
a

a
C

a

a
dta

dt
x

dx

dt
x

dx

t
x

dxa
x

xt
tx 







  lnln

1

1
1

2

2

1

2
. 

Зɚɞɚɱɚ 20. dxx 3cos . 

Рɟɲɟниɟ. 

    



 C
t

tdtt
dtxdx

tx
xdxxdxx

3
1

cos

sin
cossin1cos

3
223

C
x

x 
3

sin
sin

3

. 

Зɚɞɚɱɚ 21.  dx
x

x

cos

sin3

 . 

Рɟɲɟниɟ.    









 dt
t

t

dtxdx

tx
xdx

x

x
dx

x

x 223 1

sin

cos
sin

cos

cos1

cos

sin

C
x

xC
t

ttdt
t

dt
   2

cos
cosln

2
ln

22

. 

Зɚɞɚɱɚ 22.  1\,
ln

 Zndx
x

xn

. 

Рɟɲɟниɟ. C
n

x
C

n

t
dtt

dt
x

dx
tx

dx
x

x nn
n

n














 1

ln

1

lnln 11

. 

Зɚɛɟɥɟɲɤɚ. Ɂɚ 1n , ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ 

  


 CxCt

t

dt

dt
x

dx
tx

xx

dx
lnlnln

ln

ln
. 

Зɚɞɚɱɚ 23.  
 

  CxCt
t

dt

dt
xx

dx

x

xxx

dx



  lnlnlnln

ln

lnln

lnlnln
. 
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Зɚɛɟɥɟɲɤɚ. ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɪɟɲɢ ɢ ɫɨ ɞɜɟ ɫɦɟɧɢ. 

Зɚɞɚɱɚ 24.  
dx

x

x

1sin

2sin
2

. 

Рɟɲɟниɟ. 

CxCt
t

dt

dtxdx

dtxdxx

tx

dx
x

x








  1sinlnln

2sin

cossin2

1sin

1sin

2sin 2

2

2
. 

Зɚɞɚɱɚ 25. dx
x

e x


2

. 

Рɟɲɟниɟ. CeCedte
dt

x

dx
tx

dx
x

e xtt
x




  2

2 2
. 

Зɚɞɚɱɚ 26.   xx aa

dx
. 

Рɟɲɟниɟ. 


















   C

a

t

t

dt

a

a

dt
dxa

dtadxa

ta

a

dxa

a

a

dx

aa

dx

x

x

x

x

x

x

xxx ln

arctg

1ln

1

ln

ln
11 222

C
a

a x


ln

arctg
. 

Зɚɞɚɱɚ 27.  x

dx

sin
. 

Рɟɲɟниɟ. 


21

2
sin

2
cos

2

1

2
cos

2
sin

2

1

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2

1

2
cos

2
sin2

1

sin

22

II

dx
x

x

dx
x

x

dx
xx

xx

xx

dx

x

dx
 


 , 
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111
2

coslnln

2
2

sin

2
sin

2

1
2

cos

2
cos

2
sin

2

1
C

x
Ct

t

dt

dtdx
x

dtdx
x

t
x

dx
x

x

I 







  , 

222
2

sinlnln

2
2

cos

2
cos

2

1
2

sin

2
sin

2
cos

2

1
C

x
Ct

dtdx
x

dtdx
x

t
x

dx
x

x

I 







  ,  

ɨɞ ɤɚɞɟ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 

C
x

C
x

C
x

x

dx
 2

tgln
2

sinln
2

cosln
sin

21 . 

Зɚɞɚɱɚ 28.  1xe

dx
. 

 Рɟɲɟниɟ.  















Ct
t

dt

e

dt

e

dx

dt
e

dxe

tete

e

dx

xx

x

x

xx

x
arctg2

1
2

2

1

12

1,1

1
2

2

Cex  1arctg2 . 
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ɉАɊЦИЈАЛНА ИНТЕГɊАЦИЈА 

 Зɚɞɚɱɚ 1. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ  xdxxsin  

Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) ɉɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɩɪɢɪɨɞɧɨ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɪɚɡɞɟɥɢ ɧɚ ɞɜɚ ɞɟɥɚ x  ɢ 
xsin . Аɤɨ  

   xu        ɢ xdxdv sin , 

ɬɨɝɚɲ 

   dxdu     ɢ  xv cos . 

 

ɋɥɟɞɫɬɜɟɧɨ, ɫɩɨɪɟɞ ɦɟɬɨɞɨɬ ɡɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɩɨ ɞɟɥɨɜɢ, ɢɦɚɦɟ 

 

 xdxxsin Cxxx  sincos . 

 

 Кɨɦɟɧɬɚɪ. ɉɪɢ ɢɡɛɨɪɨɬ, ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ u , ɜɚɠɧɨ ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ udv , ɞɚ ɧɟ 
ɛɢɞɟ ɩɨɬɟɠɨɤ ɡɚ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚњɟ ɨɞ ɩɪɜɨɛɢɬɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. ɇɚ ɩɪɢɦɟɪ ɚɤɨ ɡɟɦɟɜɦɟ 

xu sin , xdxdv  , ɬɨɝɚɲ xdxdu cos , 
2

2x
v   ɢ 

 xdxxsin  dx
x

x
x

cos
2

sin
2

22

, 

ɉɪɢɬɨɚ ɩɨɫɥɟɞɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɟ ɩɨɬɟɠɨɤ ɡɚ ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚњɟ. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 2. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ  dx
e

x
x

 

Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
xe

x
 ќɟ јɚ ɡɚɩɢɲɟɦɟ ɜɨ ɜɢɞ xxe . ɉɨɫɥɟɞɧɢɨɜ ɢɡɪɚɡ ɧɟ ɧɚɫɨɱɭɜɚ 

ɡɚɞɚɱɚɬɚ ɞɚ јɚ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ  
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   xu        ɢ dxedv x , 

ɨɞ ɤɚɞɟ 

   dxdu     ɢ  xev  . 

Ɍɨɝɚɲ 

 dx
e

x
x

   dxexe xx   Cexe xx   Cex x  1 . 

 Зɚɞɚɱɚ 3. ɇɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ 

  a)  xdxln   ɛ)      dxxxx 1ln2  

Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ xln  јɚ ɪɚɡɝɥɟɞɭɜɚɦɟ ɤɚɤɨ   1ln x , ɨɞɧɨɫɧɨ ɤɚɤɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ 
ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ xln  ɢ 1. Ɍɨɝɚɲ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ ɩɪɢɦɟɧɢɦɟ ɦɟɬɨɞɨɬ ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ 
ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɡɟɦɚјќɢ xu ln  ɢ dxdv  . ɂɦɚɦɟ 

 

   xu ln     ɢ     dxdv  , 

ɨɞ ɤɚɞɟ 

   dx
x

du
1

    ɢ      xv  . 

Ɍɨɝɚɲ 

 xdxln   
x

dx
xxx ln Cxxx ln . 

 

 ɛ) Ɂɚ ɞɚ ɝɨ ɩɨɟɞɧɨɫɬɚɜɢɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 1 , ɨɞ ɤɚɞɟ 
dtdx   ɢ 1 tx . 

 

     dxxxx 1ln2    tdtttt ln1122    tdttt ln2 . 

 

 ɉɨɫɥɟɞɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɝɨ ɪɟɲɚɜɚɦɟ ɫɨ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ 
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   tu ln    dtttdv  2 , ɨɞ ɤɚɞɟ 

   dt
t

du
1

   
23

23 tt
v  . 

ɂɦɚɦɟ, 

   tdttt ln2 
















  dt

t

tt
t

tt 1

23
ln

23

2323


















  dt

tt
t

tt

23
ln

23

223

C
tt

t
tt











49
ln

23

2323

. 

Ɂɚɬɨɚ 

 xdxln
         

C
xx

x
xx














 





4

1

9

1
1ln

2

1

3

1
2323

. 

 Зɚɞɚɱɚ 4. ɇɚјɞɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ 

  a)  xdxarcsin   ɜ) dxx 2arcctg    

Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ɉɜɞɟ ɧɟɦɚɦɟ ɞɪɭɝ ɢɡɛɨɪ ɡɚ u  ɢ v  ɨɫɜɟɧ ɞɚ ɡɟɦɟɦɟ xu arcsin  ɢ dxdv  . 
Ɇɟѓɭ ɨɩɟɪɚɰɢɢɬɟ ɩɪɢ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɦɨɠɟɦɟ ɞɚ ɝɢ ɡɚɩɢɲɟɦɟ 
ɜɨ ɡɚɝɪɚɞɚ. 

Ɍɨɝɚɲ 

 

 xdxarcsin 




















xvdx
x

du

dxdvxu

21

1
arcsin

 

dx
x

x
xx 




21
arcsin  

ɇɨɜɨɞɨɛɢɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɝɨ ɪɟɲɚɜɚɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tx  21 , dtxdx 2 . 
ɂɦɚɦɟ 

dx
x

x


 21
CxCt

dt

t



  21

2

1
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Ɂɧɚɱɢ,  xdxarcsin Cxxx  21arcsin . 

 

 ɜ) dxx 2arcctg 





















xvdx
x

du

dxdvxu

241

2
2arcctg

 

dx
x

x
xxarcctg  


241
22  . 

 

ɉɨɫɥɟɞɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɝɨ ɪɟɲɚɜɚɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ tx  241 , dtxdx 8 . 

 


  8

1

41 2

dt

t
dx

x

x
Ctln

8

1   Cx  21ln
8

1
. 

ɋɥɟɞɭɜɚ 

dxx 2arcctg   Cxxx  21ln
4

1
2arcctg . 

     Зɚɞɚɱɚ 5. ɋɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɧɚјɞɢ ɝɢ ɫɥɟɞɧɢɜɟ  ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ: 

 ɚ)  xdxex sin   ɛ)  xdxex 2cos  

Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Аɤɨ ɞɜɚ ɩɚɬɢ јɚ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚɦɟ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xe , ɢɫɬɚɬɚ ɩɨɜɬɨɪɧɨ јɚ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
ɤɚɤɨ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, ɚ ɜɬɨɪ ɢɡɜɨɞ ɧɚ xsin  ɟ xsin . Ɂɧɚɱɢ ɫɨ ɞɜɨјɧɚ ɩɪɢɦɟɧɚ 
ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ќɟ ɝɨ ɞɨɛɢɟɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ  xdxex sin , ɬɚɤɚ ɲɬɨ ɫɨ 
ɩɪɢɪɚɦɧɭɜɚњɟ ɧɚ ɧɚјɥɟɜɢɨɬ ɢ ɧɚјɞɟɫɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɝɨ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɪɟɲɟɧɢɟɬɨ ɧɚ ɡɚɞɚɱɚɬɚ. 
ɂɦɟɧɨ 

 

 xdxex sin 












x

x

evxdxdu

dxedvxu

cos

sin
   xdxexe xx cossin  
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












x

x

evxdxdu

dxedvxu

sin

cos   xdxexexe xxx sincossin

   xdxexxe xx sincossin . 

 

 Ɉɞ ɩɪɜɢɨɬ ɢ ɩɨɫɥɟɞɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɧɚ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɬɚ, ɢɦɚɦɟ  

 

 xdxex sin    xdxexxe xx sincossin  

ɨɞɧɨɫɧɨ  

  Cxxexdxe xx  cossinsin2  

ɢɥɢ 

  Cxxexdxe xx  cossin
2

1
sin . 

 

 Кɨɦɟɧɬɚɪ. ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ќɟ ɝɨ ɨɩɪɟɞɟɥɟɜɦɟ ɢ ɚɤɨ ɩɪɢ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ 
ɞɜɚɩɚɬɢ ɡɟɦɟɜɦɟ xeu  . Ɍɪɟɛɚ ɫɚɦɨ ɞɚ ɜɧɢɦɚɜɚɦɟ ɩɪɢ ɞɜɟɬɟ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚњɚ ɩɨ ɞɟɥɨɜɢ, 
ɡɚ u  ɞɚ јɚ ɡɟɦɚɦɟ ɢɫɬɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ. ɂɧɚɤɭ ɛɢ ɝɨ ɞɨɛɢɥɟ ɢɫɬɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. 

 

ɛ)  xdxex 2cos 


















xvdxedu

xdveu

x

x

2sin
2

1
2cos

  

  dxex
e x

x

2sin
2

1
2sin

2



















xvdxedu

xdveu

x

x

2cos
2

1
2sin







   xdxexex

e xx
x

2cos
2

1
2cos

2

1

2

1
2sin

2

 xdxexex
e xx

x

2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2
. 

 

ɋɥɟɞɭɜɚ 
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 xdxex 2cos  xdxexex
e xx

x

2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2
  

Cxexexdxe xxx  2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

5 

Cxexexdxe xxx 





  2cos

4

1
2sin

2

1

5

4
2cos   

Cxexexdxe xxx  2cos
5

1
2sin

5

2
2cos . 

 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 6-11 ɫɨ ɦɟɬɨɞ ɧɚ ɩɚɪɰɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɪɟɲɢ ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ. 

Зɚɞɚɱɚ 6.  xdxxcos . 

Рɟɲɟниɟ. 

Cxxxxdxxx
xvdxdu

xdxdvxu
xdxx 




  cossinsinsin
sin

cos
cos . 

Зɚɞɚɱɚ 7. dxx
x

 2 . 

Рɟɲɟниɟ. 

Cxdxx
vdxdu

dxdvxu
dxx

xx
x

x
x

x

x
















 2ln

2

2ln

2
2

2ln

1

2ln

2

2ln

2
2

2
2

. 

Зɚɞɚɱɚ 8.  dxe x
. 

Рɟɲɟниɟ. 

 










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И̦те̬̐али што ̭е ̬еша̏аат ̭о т̬и̐о̦о̥ет̬и̭ки ̭̥е̦и 

 

ɂɇɌЕȽɊАɅɂ ШɌɈ ɋЕ ɊЕШАȼААɌ ɋɈ  
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 Заɞаɱа 2. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I
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И̦те̬̐али што ̭е ̬еша̏аат ̭о т̬и̐о̦о̥ет̬и̭ки ̭̥е̦и 
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 *Аɤɨ ɫɚɤɚɦɟ ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɞɚ јɚ ɡɚɩɢɲɟɦɟ ɤɚɤɨ ɢɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ 
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 Заɞаɱа 3. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I 
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 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
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И̦те̐рали од к̏адрате̦ три̦о̥ 
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 Сɨ ɩɪɢɪɚɦɧɭɜɚњɟ ɧɚ ɥɟɜɢɨɬ ɢ ɞɟɫɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɨɞ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɬɚ јɚ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ (1).  
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2
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2

13
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. 

 

ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ dt
t

t
  22

 ɝɨ ɪɟɲɚɜɚɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ kt 22
, dktdt 2 , ɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ 

dt
t  2

1
2

 ɟ ɬɚɛɥɢɱɟɧ 
ax

ax

aax

dx





 ln

2

1
22

. Ɂɧɚɱɢ 
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2
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x
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1
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3
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x
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
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1
22ln

2
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. 

 

 Зɚɞɚɱɚ 2. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dx
xx

x
 


532

32
2

 

 Рɟɲɟниɟ. 
 Ƚɨ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚɦɟ ɤɜɚɞɪɚɬɧɢɨɬ ɬɪɢɧɨɦ  
 



 
И̦те̐рали од к̏адрате̦ три̦о̥ 

 
 

 

 532 2 xx 





 

2
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3
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
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
 
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3
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x , 

 

ɚ ɩɨɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 
4

3
, ɨɞ ɤɚɞɟ 

4

3
 tx  ɢ dtdx  . ɂɦɚɦɟ 

 

I 







 


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x
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


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4
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C
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
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

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2

1
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 ИɇТȿȽРȺɅ ɈȾ ɈȻɅИɄ 
 cbxax

dx

2
 

 

 Зɚɞɚɱɚ 2. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I 
 15105 2 xx

dx
. 

 Рɟɲɟниɟ. 

 Сɚɤɚɦɟ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɞɚ ɝɨ ɞɨɜɟɞɟɦɟ ɞɨ ɨɛɥɢɤ kt 2 . Ɂɚɬɨɚ ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɝɨ 
ɝɪɭɩɢɪɚɦɟ ɜɨ ɜɢɞ 
 

15105 2  xx  325 2  xx   215
2  x ,  

 

ɚ ɩɨɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 1 , dtdx  . Сɥɟɞɭɜɚ 
 

I
  

 215
2

x

dx





25

1
2t

dt
 Ctt 2ln

5

1 2
 



 
И̦те̐рали од к̏адрате̦ три̦о̥ 

 
 

 

  Cxx  211ln
5

1 2
. 

 Зɚɞɚɱɚ 2. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I 
 2327 xx

dx
 

 Рɟɲɟниɟ. 

 Сɚɤɚɦɟ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɞɚ ɝɨ ɞɨɜɟɞɟɦɟ ɞɨ ɨɛɥɢɤ 22 ta  . Ɂɚɬɨɚ ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɝɨ 
ɝɪɭɩɢɪɚɦɟ ɜɨ ɜɢɞ 
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ɚ ɩɨɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx 
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1
, ɨɞ ɤɚɞɟ dtdx   ɢ 
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1
 tx . Сɥɟɞɭɜɚ 
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И̦те̐рали од к̏адрате̦ три̦о̥ 

 
 

 

ИɇТȿȽРȺɅ ɈȾ ɈȻɅИɄ dxcbxax 2
 

 

 Зɚɞɚɱɚ 1. Ⱦɨɤɚɠɢ ɝɢ ɮɨɪɦɭɥɢɬɟ  
   

ɚ) Ckttkttdtkt 




  222 ln

2

1
. 

ɛ) Ctat
a

t
adtta 






  22222 arcsin

2

1
. 

 
 Рɟɲɟниɟ. ɂɦɚɦɟ 
 

ɚ) 



  dt
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2

2
2 





 

kt

dt
dt

kt

t
t

22



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




ktvdtdu

dt
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t
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2

2  

  kttdtktktt 222 ln . 

 
Ⱥɤɨ ɝɢ ɢɡɟɞɧɚɱɢɦɟ ɧɚјɥɟɜɢɨɬ ɢ ɧɚјɞɟɫɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɜɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɬɚ ɞɨɛɢɜɚɦɟ  
 

Ckttkttdtkt 




  222 ln

2

1
. 

 
 ɛ) Сɟ ɞɨɤɚɠɭɜɚ ɚɧɚɥɨɝɧɨ. 
 

 Зɚɞɚɱɚ 2. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I   dxxx 682 2
. 

 Рɟɲɟниɟ. 

 Сɚɤɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɞɚ ɝɨ ɞɨɜɟɞɟɦɟ ɞɨ ɨɛɥɢɤ 22 at  . Ɂɚɬɨɚ 
ɱɥɟɧɨɬ ɩɪɟɞ 2x  ɝɨ ɜɚɞɢɦɟ ɩɪɟɞ ɤɨɪɟɧɨɬ, ɚ ɩɨɬɨɚ ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɝɨ ɝɪɭɩɢɪɚɦɟ  

682 2  xx  342 2  xx   122
2  x  

 

ɢ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ tx  2 , dtdx  . ɂɦɚɦɟ 
 

I     dxx 122
2   dtt 12 2

. 

  Cxxxxxx  342ln
2

2
342

2

2 22
. 



 
И̦те̐рали од к̏адрате̦ три̦о̥ 

 
 

 

 

Зɚɞɚɱɚ 3. Нɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I   dxxx 352
. 

Рɟɲɟниɟ. 

 Сɚɤɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɢɨɬ ɢɡɪɚɡ ɞɚ ɝɨ ɞɨɜɟɞɟɦɟ ɞɨ ɨɛɥɢɤ 22 ta  . Ɂɚɬɨɚ 
ɬɪɢɧɨɦɨɬ ɝɨ ɝɪɭɩɢɪɚɦɟ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɜ ɧɚɱɢɧ 
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Интеграли од рационални функции 

 
 

 

ɂɇɌȿȽɊАɅɂ ɈȾ ɊАЦɂɈɇАɅɇɂ ɎɍɇɄЦɂɂ 

6.5.1 ȾȿɅȿЊȿ ɇА ɉɈɅɂɇɈɆ, ɎАɄɌɈɊɂɁАЦɂЈА ɇА ɉɈɅɂɇɈɆ ɂ 
ȾȿɄɈɆɉɈɁɂЦɂЈА ɇА ɊАЦɂɈɇАɅɇА ɎɍɇɄЦɂЈА 

 
 ɉɪɟɞ ɞɚ ɩɪɟɦɢɧɟɦɟ ɧɚ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚњɟ ɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ќɟ ɝɨ ɢɡɜɟɠɛɚɦɟ 
ɩɪɨɰɟɫɨɬ ɧɚ ɞɟɥɟњɟ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦ, ɮɚɤɬɨɪɢɡɚɰɢјɚ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦ ɢ ɞɟɤɨɦɩɨɡɢɰɢјɚ ɧɚ 
ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ. 
 

 Заɞаɱа 1. ɉɨɞɟɥɢ ɝɢ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ 122 23  xx ɫɨ 42 x  Рɟɲɟниɟ. 

122 23  xx : 42 x = 12 x
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


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x
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

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xx 
 

            
168

42




x

x 
 

 
 Заɞаɱа 2. ɂɡɜɪɲɢ ɮɚɤɬɨɪɢɡɚɰɢјɚ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ: 
  ɚ) 652  xx    ɛ)   11 2  xx  

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɚ) Ɋɟɲɟɧɢɟɬɨ ɧɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ 0652  xx  ɟ 
 

2

24255
2/1


x 

2

15
2/1


x  31 x , 22 x . 

 

Ɉɬɬɭɤɚ ɧɨɪɦɚɥɧɢɨɬ ɨɛɥɢɤ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɟ 652  xx   23  xx . 

 
 ɛ) ɉɨɥɢɧɨɦɨɬ ќɟ ɝɨ ɫɜɟɞɟɦɟ ɜɨ ɧɨɪɦɚɥɟɧ ɜɢɞ ɫɨ ɝɪɭɩɢɪɚњɟ 
 

          1111111
22  xxxxxxx . 

 
 Заɞаɱа 3. Ⱦɟɤɨɦɩɨɧɢɪɚј јɚ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, ɛɟɡ ɧɚɨѓɚњɟ ɧɚ 

ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ
    




dx

xxx

dxxx
322

2

321

)1(
  

 Рɟɲɟниɟ. 



 
Интеграли од рационални функции 

 
 

 

  ɇɚ ɱɥɟɧɨɬ 1x  ɦɭ јɚ ɩɪɢɞɪɭɠɭɜɚɦɟ ɞɪɨɩɤɚɬɚ 
1x

A
, ɧɚ ɱɥɟɧɨɬ  22x  
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, ɢ ɧɚ ɱɥɟɧɨɬ  32 3x  ɫɭɦɚɬɚ 
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ɂɇɌȿȽɊɂɊАЊȿ ɇА ɊАЦɂɈɇАɅɇɂ ɎɍɇɄЦɂɂ 

 

 Заɞаɱа 1. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dx
xxx

xxxx
 


23

234

2

3
. 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɉɪɜ ɱɟɤɨɪ. Ȼɢɞɟјќɢ ɫɬɟɩɟɧɨɬ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ ɧɟ ɟ ɩɨɦɚɥ ɨɞ ɫɬɟɩɟɧɨɬ 
ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɢɦɟɧɢɬɟɥ, ɝɢ ɞɟɥɢɦɟ ɩɨɥɢɧɨɦɢɬɟ 
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ɋɥɟɞɭɜɚ 
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
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
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 ȼɬɨɪ ɱɟɤɨɪ. Ƚɨ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚɦɟ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɜɨ ɩɪɚɜɢɥɧɚɬɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚ.  
 

   2223 1122  xxxxxxxx . 

 
 Ɍɪɟɬ ɱɟɤɨɪ. Јɚ ɩɪɟɬɫɬɚɜɭɜɚɦɟ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɤɚɤɨ ɫɭɦɚ ɨɞ ɩɪɨɫɬɢ 
ɞɪɨɩɤɢ, ɢɦɚјќɢ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɢɦɚ ɞɜɚ ɪɚɡɥɢɱɧɢ ɮɚɤɬɨɪɢ ɨɞ ɤɨɢ ɜɬɨɪɢɨɬ 
ɫɟ јɚɜɭɜɚ ɞɜɚ ɩɚɬɢ.  



 
Интеграли од рационални функции 
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Ɂɚ ɞɚ ɝɢ ɩɪɟɫɦɟɬɚɦɟ ɤɨɧɫɬɚɧɬɢɬɟ A , B  ɢ C  ɝɨ ɦɧɨɠɢɦɟ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɨ  21xx , 

    CxxBxxAx  1132
2

(1), 

    CxxxBxxAx  22 1232   

 
ɢ ɝɨ ɡɚɩɢɲɭɜɚɦɟ ɞɟɫɧɢɨɬ ɩɨɥɢɧɨɦ ɜɨ ɫɬɚɧɞɚɪɞɟɧ ɨɛɥɢɤ 
 

    AxCBAxBAx  232 2
 (2). 

 
Ƚɨɪɧɢɬɟ ɩɨɥɢɧɨɦɢ ɫɟ ɢɞɟɧɬɢɱɧɢ, ɩɚ ɧɢɜɧɢɬɟ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢ ɦɨɪɚ ɞɚ ɫɟ ɟɞɧɚɤɜɢ. 
Кɨɟɮɢɰɢɟɧɬɨɬ ɩɪɟɞ 2x  ɨɞ ɥɟɜɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɟ 0 , ɚ ɨɞ ɞɟɫɧɚɬɚ BA , ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɨɬ ɩɪɟɞ 
x  ɨɞ ɥɟɜɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɟ 2, ɚ ɨɞ ɞɟɫɧɚɬɚ CBA 2  ɢ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɨɬ ɩɪɟɞ ɫɥɨɛɨɞɧɢɨɬ 
ɱɥɟɧ ɟ ɨɞ ɥɟɜɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɟ 3 , ɚ ɨɞ ɞɟɫɧɚɬɚ A . Ɍɚɤɚ ɝɨ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɫɢɫɬɟɦɨɬ ɪɚɜɟɧɤɢ ɩɨ 
A , B  ɢ C . 
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ȼɬɨɪ ɧɚɱɢɧ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚњɟ ɧɚ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ. Ⱥɤɨ ɜɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ (1) ɡɚɦɟɧɢɦɟ 

0x , ɞɨɛɢɜɚɦɟ A3 . Ɂɚ 1x  ɢɦɚɦɟ C 32 , ɨɞɧɨɫɧɨ 1C . Ɉɞ 
ɱɥɟɧɨɜɢɬɟ ɩɪɟɞ 2x  ɜɨ (2) ɢɦɚɦɟ BA0 , ɨɞ ɤɚɞɟ 3B . 

 
 Чɟɬɜɪɬ ɱɟɤɨɪ. Јɚ ɢɧɬɟɝɪɢɪɚɦɟ ɧɨɜɨɞɨɛɢɟɧɚɬɚ ɮɨɪɦɚ ɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ 
ɮɭɧɤɰɢјɚ. 
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Интеграли од рационални функции 

 
 

 

 Заɞаɱа 3. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dx
xx

xx
 


2

72
23

2
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 Рɟɲɟниɟ. 

 Ȼɢɞɟјќɢ ɫɬɟɩɟɧɨɬ ɧɚ ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɛɪɨɢɬɟɥ ɟ ɩɨɦɚɥ ɨɞ ɫɬɟɩɟɧɨɬ ɧɚ 
ɩɨɥɢɧɨɦɨɬ ɜɨ ɢɦɟɧɢɬɟɥ ɩɪɜɢɨɬ ɱɟɤɨɪ ɟ ɢɫɩɨɥɧɟɬ. Ƚɨ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚɦɟ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɫɨ 
ɝɪɭɩɢɪɚњɟ 
 

 112 2323 xxxx  

        2211111 22  xxxxxxxx  

 
 ȼɬɨɪ ɧɚɱɢɧ ɧɚ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚњɟ ɧɚ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ. ɉɪɟɬɯɨɞɧɚɬɚ 
ɩɨɫɬɚɩɤɚ ɛɚɪɚ ɨɞɪɟɞɟɧɚ ɜɟɲɬɢɧɚ. ɇɨ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚњɟɬɨ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ 
ɧɚɩɪɚɜɢɦɟ ɢ ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚɬɚ ɧɚ Њɭɬɧ, ɫɩɨɪɟɞ ɤɨјɚ ɚɤɨ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ 

0223  xx  ɢɦɚ ɰɟɥɨɛɪɨɟɧ ɤɨɪɟɧ, ɬɨɝɚɲ ɬɨј ɟ ɞɟɥɢɜ ɧɚ ɫɥɨɛɨɞɧɢɨɬ 
ɱɥɟɧ 2. Ⱦɟɥɢɬɟɥɢ ɧɚ 2 ɫɟ 1  ɢ 2 . ɋɨ ɩɪɨɜɟɪɤɚ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɞɟɤɚ 1 ɟ ɤɨɪɟɧ 
ɧɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ. ɋɟɝɚ ɢɦɟɧɢɬɟɥɨɬ ɝɨ ɞɟɥɢɦɟ ɫɨ 1x , 

   

22

22

22

22

221:2

2

2

23

223







x

x

xx

x

xx

xxxxx












 

ɨɞ ɤɚɞɟ  
  2212 223  xxxxx . 

 
 Ⱦɚ ɡɚɛɟɥɟɠɢɦɟ ɞɟɤɚ ɤɜɚɞɪɚɬɧɚɬɚ ɪɚɜɟɧɤɚ ɟ ɧɟɪɟɞɭɰɢɛɢɥɧɚ ɛɢɞɟјќɢ ɧɟјɡɢɧɚɬɚ 
ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɚ ɟ 0484  . Ɂɧɚɱɢ ɢɫɬɚɬɚ ɧɟ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɮɚɤɬɨɪɢɡɢɪɚ ɤɚɤɨ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ ɥɢɧɟɚɪɧɢ ɮɚɤɬɨɪɢ. ɋɟɝɚ јɚ ɞɟɤɨɦɩɨɧɢɪɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
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ɨɞ ɤɚɞɟ ɢɦɚɦɟ 
 

               12272 222  xCxxBxxAxx  

 

Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɟ ɬɨɱɧɨ ɡɚ ɫɟɤɨјɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɚɬɚ x . ɋɩɟɰɢјɚɥɧɨ ɡɚ 1x  

ɢɦɚɦɟ A510   ɨɞ ɤɚɞɟ 2A . Ɂɚ 0x  ɜɚɠɢ CA 27 , ɨɞ ɤɚɞɟ 3C . ɋɨ 
ɩɪɢɪɚɦɧɭɜɚњɟ ɧɚ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ ɩɪɟɞ ɱɥɟɧɨɬ 2x , ɞɨɛɢɜɚɦɟ BA1 , ɨɞ ɤɚɞɟ 

1B . ɋɥɟɞɭɜɚ 



 
Интеграли од рационални функции 
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 Ɉɞɞɟɥɧɨ ќɟ ɝɢ ɪɟɲɢɦɟ ɞɜɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɚ: 
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 Кɨɧɟɱɧɨ, ɡɚ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
 

I 1ln2 x     Cxarctgxx  1222ln
2

1 2
. 

 Заɞаɱа 4. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I   
22 1xx

dx
. 

 Рɟɲɟниɟ. 

 ɋɩɨɪɟɞ ɦɟɬɨɞɨɬ ɡɚ ɩɪɟɬɫɬɚɜɭɜɚњɟ ɧɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɩɪɟɤɭ ɫɭɦɚ ɨɞ 
ɩɪɨɫɬɢ ɞɪɨɩɤɢ, ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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ɨɞ ɤɚɞɟ 

      xEDxxxCBxxxA  324 121   

      ExDxxxCxxBxxA  232424 121   

      AxECxDBACxxBA  234 21  

 

 Кɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ A , B  ɢ C  ɝɢ ɧɚɨѓɚɦɟ ɨɞ ɫɢɫɬɟɦɨɬ ɪɚɜɟɧɤɢ 
 



 
Интеграли од рационални функции 
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Интеграли од ирационални функции 

 
 

 

ИɇɌȿȽРАɅИ ɈȾ ИРАЦИɈɇАɅɇИ ɎɍɇɄЦИИ 

 

ИɇɌȿȽРАɅИ ɈȾ ȼИȾɈɌ   k k
n mn mn m

xxxxR ,...,,, 2 21 1
 

 

 Заɞаɱа 1. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I   3 xx

dx
. 

Рɟɲɟниɟ. 
 ȼɨ ɢɡɪɚɡɨɬ ɫɟ ɩɨјɚɜɭɜɚ ɤɜɚɞɪɚɬɟɧ ɢ ɤɭɛɟɧ ɤɨɪɟɧ ɨɞ x . Ȼɢɞɟјќɢ   63,2 НЗС , 

ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ 6tx  , dttdx 56 , ɞɚɞɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɫɟ ɫɜɟɞɭɜɚ ɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɨɞ 
ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
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ɉɨɫɥɟɞɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɚɰɢјɚ ɧɚ ɛɪɨɢɬɟɥɨɬ  
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ɨɞ ɤɚɞɟ ɢɦɚјќɢ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ 6 xt   ɪɟɲɟɧɢɟɬɨ ɟ 
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Cxxxx  1ln6632 663 . 

 

 Заɞаɱа 2. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I  1x

dxx
. 

Рɟɲɟниɟ. 
 ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 2tx  , tdtdx 2 . Ɍɨɝɚɲ 
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 Заɞаɱа 3. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dx
xx

xx





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Рɟɲɟниɟ. 
 Ɂɚɬɨɚ ɲɬɨ   126,4,3,2 НЗС , ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 12tx  , dttdx 1112 . Ɍɨɝɚɲ 
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 Ɋɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚјɛɪɡɨ ќɟ јɚ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ kt 1 , ɨɞ ɤɚɞɟ 
ɢɦɚɦɟ 1 kt  ɢ dkdt  . ɋɥɟɞɭɜɚ 
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 Заɞаɱа 1. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I  3 52x

xdx
. 

Рɟɲɟниɟ. 
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 Заɞаɱа 3. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I
 
 3 2
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Рɟɲɟниɟ. 
 ɋɨ ɫɦɟɧɚɬɚ 61 tx  , ɨɞ ɤɚɞɟ 16  tx  ɢ dttdx 56 , ɡɚ ɪɟɲɟɧɢɟ ɧɚ 
ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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 Заɞаɱа 4. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I
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dx
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Рɟɲɟниɟ. 
 ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 212 tx  , ɨɞ ɤɚɞɟ tdtdx 22   ɢɥɢ tdtdx  . 
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Јɚ ɪɚɡɥɨɠɭɜɚɦɟ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ  
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Ɂɚ 1t  ɜɚɠɢ 33 A  ɢɥɢ 1A , ɡɚ 0t  ɜɚɠɢ CA2  ɨɞ ɤɚɞɟ 1C  ɢ ɨɞ 
ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ ɩɪɟɞ 2x  ɜɚɠɢ BA0 , ɨɞ ɤɚɞɟ 1B . ɋɥɟɞɭɜɚ 
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 Заɞаɱа 5*. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I  


dx
x

x

x 1

11
 

Рɟɲɟниɟ. 

ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 2
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x
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. Ɂɚ ɟɤɫɩɥɢɰɢɬɧɨ ɞɚ ɝɨ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦɟ x  ɤɚɤɨ 

ɮɭɧɤɰɢјɚ ɨɞ t , ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɝɨ ɦɧɨɠɢɦɟ ɫɨ 1x , ɚ ɩɨɬɨɚ ɱɥɟɧɨɜɢɬɟ ɲɬɨ ɝɨ ɫɨɞɪɠɚɬ 
t  ɝɢ ɫɬɚɜɚɦɟ ɨɞ ɥɟɜɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ, ɚ ɨɫɬɚɧɚɬɢɬɟ ɱɥɟɧɨɜɢ ɨɞ ɞɟɫɧɚɬɚ ɫɬɪɚɧɚ ɧɚ 
ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ. 
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ɇɚ ɨɜɨј ɧɚɱɢɧ ɝɨ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ 
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 Ќɟ јɚ ɞɟɤɨɦɩɨɧɢɪɚɦɟ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
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ɢ ќɟ ɝɢ ɧɚјɞɟɦɟ ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ, A , B  C  ɢ D , 
 

24t        2232 1111 tDCtttBtttA   

       2332322 1114 tDttCtttBtttAt   

 

 Ɂɚ 1t  ɜɚɠɢ A44  , ɨɞɧɨɫɧɨ 1A . Ɂɚ 1t  ɜɚɠɢ B44  , ɨɞɧɨɫɧɨ 
1B . Ɂɚ 0t  ɜɚɠɢ DBA 0  ɨɞ ɤɚɞɟ 2D . ɋɨ ɩɪɢɪɚɦɧɭɜɚњɟ ɧɚ 

ɤɨɟɮɢɰɢɟɧɬɢɬɟ ɩɪɟɞ 3x , ɢɦɚɦɟ 0 CBA , ɨɞ ɤɚɞɟ 0C . 
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ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ ɌɊɂȽɈɇɈɆȿɌɊɂɋɄɂ ɎɍɇɄЦɂɂ 
 

ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ OȻɅɂɄ   dxxxR cos,sin  

 

 Заɞаɱа 1. ɉɪɟɫɦɟɬɚј ɝo ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ  x

dx

sin
. 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 ɇɚјɨɩɲɬɚ ɫɦɟɧɚ ɫɨ ɤɨјɚ ɫɢɬɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ ɨɞ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɬɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 
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ɫɟɤɨј ɨɞ ɢɧɬɟɪɜɚɥɢɬɟ      12,12  kkx , Zk . Ɉɬɬɭɤɚ 
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 Заɞаɱа 2. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I    xxx

dx
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 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
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 Ⱦɨɛɢɜɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɨɞ ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɤɨј ќɟ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ 
ɞɟɤɨɦɩɨɧɢɪɚњɟ ɧɚ ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ: 
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ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ OȻɅɂɄ    xxRxxR cos,sincos,sin   

 

 Заɞаɱа 1. ɇɚјɞɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dx
xxx

xx
 


32 cos9cossin
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.  

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 Ȼɢɞɟјќɢ  
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ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ ɫɦɟɧɚ ttgx   , ɨɞ ɤɚɞɟ ɢɦɚɦɟ ɞɟɤɚ 
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 Заɞаɱа 2. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I   tgx

dx

1
. 



 
И̦тег̬али од т̬иго̦о̥ет̬и̭ки фу̦кции 

 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 Ⱦɚɞɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɟ ɨɞ ɨɛɥɢɤ   dxtgxR  ɢ ɫɟ ɪɟɲɚɜɚ ɫɨ ɫɦɟɧɚɬɚ 

ttgx  . ɋɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢɪɚњɟ ɧɚ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ arctgtx  , ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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ɋɥɟɞɭɜɚ I   211
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. ɉɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ јɚ ɡɚɩɢɲɭɜɚɦɟ ɜɨ ɜɢɞ 
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ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ OȻɅɂɄ  

 ,cossin bxdxax    ,sinsin bxdxax  bxdxaxcoscos  

 

 Заɞаɱа 1. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I    dxxx 5cos3cos . 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ќɟ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɨɬ ɢɞɟɧɬɢɬɟɬ 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos  ɢ   xx sinsin  .  

ɂɦɚɦɟ 
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И̦тег̬али од т̬иго̦о̥ет̬и̭ки фу̦кции 

 

 Заɞаɱа 2. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I    dxxx 5cos3sin  

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ќɟ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɬɟ 

ɢɞɟɧɬɢɬɟɬɢ     xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin ,   xx coscos  . ɂɦɚɦɟ 
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 Заɞаɱа 3. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I    dxxx 3cos5sin  

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 

 ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ќɟ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɨɬ ɢɞɟɧɬɢɬɟɬ 

    xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin . ɂɦɚɦɟ 
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ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ OȻɅɂɄ      dxxfxfR  ,     dxxfxfI   

 

 Заɞаɱа 1. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I  dx
x

x

5 4

3

sin

cos
. 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 Ƚɨ ɬɪɚɧɫɮɨɪɦɢɪɚɦɟ ɱɥɟɧɨɬ   xxx cossin1cos 23   ɢ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 

tx sin , dtxdx cos . Ɍɨɝɚɲ 
 

I
 



dx

x

xx

5 4

2

sin

cossin1



  dt

t

t

5

4

21
 

dttt 







 5

6

5

1

Ctt  5

11

5

6

11

5

6

5
C 5 115 6 sin

11

5
sin

6

5
. 

 

ɂɇɌȿȽɊȺɅɂ ɈȾ OȻɅɂɄ ,cossin xdxx nm   nm, . 

 

 Заɞаɱа 1. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I  xdx3cos . 



 
И̦тег̬али од т̬иго̦о̥ет̬и̭ки фу̦кции 

 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 ɋɬɟɩɟɧɨɜɢɨɬ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥ ɧɚ ɤɨɫɢɧɭɫɨɬ ɟ ɧɟɩɚɪɟɧ, ɩɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 

tx sin , dtxdx cos . ɉɨɧɚɬɚɦɭ ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɢɞɟɧɬɢɬɟɬɨɬ xx 22 sin1cos  , 
ɩɨɞɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɛɟɡ ɟɞɟɧ ɮɚɤɬɨɪ ɤɨɫɢɧɭɫ, јɚ ɢɡɪɚɡɭɜɚɦɟ ɩɪɟɤɭ 
ɫɢɧɭɫ. ɂɦɟɧɨ 

 

    xxxxx cossin1coscoscos 223   

ɋɥɟɞɭɜɚ 
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 Заɞаɱа 2. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I dxxx 42 cossin . 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 ɋɬɟɩɟɧɨɜɢɬɟ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ ɫɢɧɭɫ ɢ ɤɨɫɢɧɭɫ ɫɟ ɩɚɪɧɢ. ɋɨ 
ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɬɪɢɝɢɧɨɦɟɬɪɢɫɤɢɬɟ ɢɞɟɧɬɢɬɟɬɢ   
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ɝɨ ɫɧɢɠɭɜɚɦɟ ɪɟɞɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ. ɂɦɟɧɨ 
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Ⱥɤɨ ɡɚɦɟɧɢɦɟ ɜɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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И̦тег̬али од т̬иго̦о̥ет̬и̭ки фу̦кции 

 

ɊȿɄɍɊȿɇɌɇɂ ɎɈɊɆɍɅɂ ɁȺ xdxnsin , xdxncos . 

 

 Заɞаɱа 1. Ɋɟɲɢ ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ  xdxI 5sin . 

 Ɋɟɲɟɧиɟ. 
 ɉрв ɧаɱиɧ. ɂɧɬɟɝɪɚɥɨɬ ɦɨɠɟ ɞɚ ɝɨ ɪɟɲɢɦɟ ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ ɪɟɤɭɪɟɧɬɧɚɬɚ 
ɮɨɪɦɭɥɚ 
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Ȼɢɞɟјќɢ ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ ɟ ɫɥɨɠɟɧɚ ɡɚ ɩɚɦɬɟњɟ ɢɫɬɚɬɚ ɩɨɠɟɥɧɨ ɟ ɞɚ ɡɧɚɟɦɟ ɞɚ јɚ 
ɢɡɜɟɞɟɦɟ, ɢɥɢ ɞɚ јɚ ɫɩɪɨɜɟɞɟɦɟ ɩɨɫɬɚɩɤɚɬɚ ɡɚ ɤɨɧɤɪɟɬɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ n .  
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Ʉɨɧɟɱɧɨ ɡɚ ɝɥɚɜɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɛɢɜɚɦɟ 
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 Втɨр ɧаɱиɧ. ɋɬɟɩɟɧɨɬ ɧɚ ɫɢɧɭɫɨɬ ɟ ɧɟɩɚɪɟɧ. Ɂɚɬɨɚ ɜɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ 

tx cos , xdxsin  ɨɞ ɤɚɞɟ 
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Определе̦ и̦теграл. Фор̥ули 

 

2. ɈɉɊȿȾȿɅȿɇ ИɇɌȿȽɊАɅ 

 

ɇɟɤɚ ɟ ɞɚɞɟɧɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚɬɚ  ɮɭɧɤɰɢјɚ   0xf  ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ ],[ ba .  

ɉɨɜɪɲɢɧɚɬɚ P  ɧɚ ɤɪɢɜɨɥɢɧɢɫɤɢɨɬ ɬɪɚɩɟɡ  ɜɨ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ɡɚɝɪɚɞɟɧ ɫɨ 
ɩɪɚɜɢɬɟ x = a, x = b, x-ɨɫɤɚɬɚ ɢ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ  ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚɬɚ  ɮɭɧɤɰɢјɚ   0xf  

ɬ.ɟ. ɦɧɨɠɟɫɬɜɨɬɨ ɬɨɱɤɢ  ɨɞ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɫɨ: 

     xfybxayx  0,,  ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 

 xf  ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ ],[ ba  ɢ ɫɟ ɨɡɧɚɱɭɜɚ ɫɨ   

      dxxf

b

a

 . 

 

ɇɟɤɚ },...,,{ 10 nxxxT  , bxxxa n  ...10  ɫɟ ɤɨɧɟɱɟɧ ɛɪɨј  ɬɨɱɤɢ ɨɞ 

],[ ba . ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɨɡɧɚɤɢ: 
 

]},[|)(max{ 1 iii xxxxfM , ]},[|)(min{ 1 iii xxxxfm    
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ɋɭɦɢɬɟ )(TS  ɢ )(Ts  ɝɢ ɧɚɪɟɤɭɜɚɦɟ ɝɨɪɧɚ и ɞɨɥɧɚ ɫуɦɚ ɧɚ Дɚɪɛу. 
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ɇɚ ɫɥ. 1 0)( xf   ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  Дa, b] , ɢ 
 

n
xxxT ,...,, 10  ɟ ɪɚɡɛɢɜɚњɟ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ    [a, b]. Ƚɨɪɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚ ɫɭɦɚ S(T) 

ɡɚ ɪɚɡɛɢɜɚњɟɬɨ  
n

xxxT ,...,, 10  ɟ ɬɨɱɧɨ, ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɨɜɢɫɨɤɚɬɚ ɫɤɚɥɟɫɬɚ 

ɮɢɝɭɪɚ ɩɪɟɬɫɬɚɜɟɧɚ ɧɚ ɰɪɬɟɠɨɬ, ɚ ɞɨɥɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚ ɫɭɦɚ s(T) ɟ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ 
ɩɨɧɢɫɤɚɬɚ ɫɤɚɥɟɫɬɚ ɮɢɝɭɪɚ. 

Аɤɨ ɛɪɨјɨɬ ɧɚ ɬɨɱɤɢɬɟ ɫɟ ɡɝɨɥɟɦɭɜɚ ɢ ɪɚɫɬɨјɚɧɢɟɬɨ ɦɟѓɭ ɞɜɟ ɫɨɫɟɞɧɢ ɫɟ 
ɧɚɦɚɥɭɜɚ, ɝɨɪɧɚɬɚ ɢ ɞɨɥɧɚɬɚ ɢɧɬɟɝɪɚɥɧɚ ɫɭɦɚ ɫɟ ɩɪɢɛɥɢɠɭɜɚɚɬ ɤɨɧ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ P  
ɧɚ ɤɪɢɜɨɥɢɧɢɫɤɢɨɬ ɬɪɚɩɟɡ ɬ.ɟ. ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. ɇɚ ɨɜɨј ɧɚɱɢɧ ɦɨɠɟ 
ɩɪɢɛɥɢɠɧɨ ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬɚ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ ɩɪɨɢɡɜɨɥɟɧ 
ɛɪɨј ɞɟɰɢɦɚɥɢ.  
   

 

2.2 ɋɜɨјɫɬɜа ɧа ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ иɧɬɟɝɪаɥ 

 

  Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.1. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba,  ɬɨɝɚɲ f  ɟ 
ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɢ ɧɚ ɫɟɤɨј ɢɧɬɟɪɜɚɥ  11,ba  ɲɬɨ ɫɟ ɫɨɞɪɠɢ ɜɨ  ba, . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.2. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba,  ɬɨɝɚɲ 

    
a

b

b

a

dxxfdxxf  

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.3. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba,  ɢ k  ɟ 
ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɬɨɝɚɲ ɢ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ kf  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ  ba,  ɢ  

    
b

a

b

a

dxxfkdxxkf . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.4. Аɤɨ f  ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ ɲɬɨ ɝɢ ɫɨɞɪɠɢ 

ɬɨɱɤɢɬɟ a , b  ɢ c , ɬɨɝɚɲ       
b

c

c

b

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.5. Аɤɨ f  ɢ g  ɫɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɢ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba,  ɬɨɝɚɲ ɢ 

gf   ɢ gf   ɫɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɢ ɧɚ  ba,  ɢ           
b

a

b

a

dxxgxfdxxgxf . 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.6. Аɤɨ f  ɟ ɧɟɧɟɝɚɬɢɜɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba, , ɬɨɝɚɲ 

  
b

a

dxxf 0 . 
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 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.7. Аɤɨ f  ɢ g  ɫɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢ ɧɚ  ba, , ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ 

gf   ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ     
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.8. Аɤɨ f  ɢ g  ɫɟ ɪɚɡɥɢɤɭɜɚɚɬ ɫɚɦɨ ɜɨ ɤɨɧɟɱɟɧ ɛɪɨј ɧɚ ɬɨɱɤɢ 
ɧɚ  ba, , ɢ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ ɢ g  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ  ba, . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.9. Аɤɨ f  ɟ ɦɨɧɨɬɨɧɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ 
 ba, . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.10. Аɤɨ f  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ 
ɧɚ  ba, . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.11. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ 

    
b

a

b

a

dxxfdxxf . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.12. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɢ ɩɚɪɧɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ 

    


aa

a

dxxfdxxf
0

2 . 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.13. Аɤɨ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɢ ɧɟɩɚɪɧɚ ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ 

  0


a

a

dxxf . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.14. ɇɟɤɚ f  ɟ ɢɧɬɟɝɪɚɛɢɥɧɚ ɧɚ ɫɟɤɨј ɡɚɬɜɨɪɟɧ ɢɧɬɟɪɜɚɥ ɲɬɨ 

ɫɟ ɫɨɞɪɠɢ ɜɨ P  ɢ Pa . Ɍɨɝɚɲ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ    
x

a

dttfxF  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ P . 

Аɤɨ f  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɜɨ Px 0 , ɬɨɝɚɲ  xF  ɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɛɢɥɧɚ ɜɨ 0x  ɢ 
   00 xfxF  . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ ɡɚ ɫɪɟɞɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ 2.2.15. ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ 

 ba, . Ɍɨɝɚɲ ɩɨɫɬɨɢ ɬɨɱɤɚ  ba,  ɬɚɤɜɚ ɲɬɨ      
b

a

abfdxxf    
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 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.16. ɇɟɤɚ f  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ  ba,  ɢ F  ɟ ɟɞɧɚ ɧɟјɡɢɧɚ 

ɩɪɢɦɢɬɢɜɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ, ɬɨɝɚɲ       
b

a

aFbFdxxf .  

Ɉɜɚ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɧɚ Њɭɬɧ-Лɚјɛɧɢц. Оɜɚɚ ɬɟɨɪɟɦɚ јɚ ɞɚɜɚ 
ɜɪɫɤɚɬɚ ɩɨɦɟѓɭ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ. 
  

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.17. ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ f  ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ P , ɢ 

  Pba ,:  ɢɦɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ba, . Ɍɨɝɚɲ 

      
 

 

 
b

a

b

a

duufdtttf





 . 

 Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɡɚ ɫɦɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɧɥɢɜɢ. 
 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.2.18. Аɤɨ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ u  ɢ v  ɢɦɚɚɬ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ  ba,  

ɬɨɝɚɲ             
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu . 

 Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨɬɨ ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɡɚ ɩɚɪцɢјɚɥɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚцɢјɚ. 
 

 ȼɨ ɫɥɭɱɚј ɤɨɝɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  g  ɫɟ ɪɚɡɥɢɤɭɜɚ ɫɚɦɨ ɜɨ ɤɨɧɟɱɟɧ ɛɪɨј ɧɚ ɬɨɱɤɢ 
ɨɞ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚɬɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ f ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ  

       
b

a

b

a

dxxfdxxg  

 

 

 

ɉɊИɆȿɇА ɇА ɈɉɊȿȾȿɅȿɇ ИɇɌȿȽɊАɅ 

 
2.3 ɉɥɨшɬиɧа ɧа ɮиɝɭɪа 

 

 ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  xf  ɢ  xg  ɫɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɢ ɧɚ  ba, . Фɢɝɭɪɚɬɚ 
ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ ax  , bx  , 0y  ɢ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xfy   

ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɤɪɢɜɨɥɢɧɢɫɤɢ ɬɪɚɩɟɡ. Фɢɝɭɪɚ ɦɟѓɭ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  xf  ɢ  xg  ɧɚ  ba, , 

ɟ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ ax   ɢ bx   ɢ ɝɪɚɮɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  xf  

ɢ  xg . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.3.1. ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xy  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ  ba, . 

ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ ax  , bx  , 0y  ɢ ɝɪɚɮɢɤɨɬ 
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ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xfy   ɟ  
b

a

dxxfP . ɉɪɢɬɨɚ ɚɤɨ   0xf  ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ 

 
b

a

dxxfP , ɚ ɚɤɨ   0xf  ɧɚ  ba, , ɬɨɝɚɲ  
b

a

dxxfP . ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 

 xf  ɢ  xg  ɫɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɢ ɧɚ  ba, . ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ  
ɩɪɚɜɢɬɟ ax  , bx   ɢ ɝɪɚɮɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  xf  ɢ  xg  ɧɚ  ba,  ɟ 

    
b

a

dxxgxfP . ɉɪɢɬɨɚ      
b

a

dxxgxfP  ɚɤɨ    xgxf   ɧɚ  ba,  ɢ  

     
b

a

dxxfxgP  ɚɤɨ    xgxf   ɧɚ  ba, . ȼɨ ɩɪɚɤɫɚ ɤɨɝɚ јɚ ɩɪɟɫɦɟɬɭɜɚɦɟ 

ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ, ɧɚјɩɪɜɨ ɝɢ ɧɚɨѓɚɦɟ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  xf  ɢ  xg , ɚ 
ɩɨɬɨɚ ɧɚ ɫɟɤɨј ɩɨɞɢɧɬɟɪɜɚɥ ɲɬɨ ɝɨ ɮɨɪɦɢɪɚɚɬ ɢɫɬɢɬɟ, ɫɟ ɨɫɥɨɛɨɞɭɜɚɦɟ ɨɞ 
ɚɩɫɨɥɭɬɧɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɢ ɝɨ ɩɪɟɫɦɟɬɭɜɚɦɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ. 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.3.2. ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  yx  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ  ba, . 

ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ ay  , by  , 0x  ɢ ɝɪɚɮɢɤɨɬ 

ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  yxx   ɟ  
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dyyxP .  

ɇɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  yx1  ɢ  yx2  ɫɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɢ ɧɚ  ba, . ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ 
ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ  ɩɪɚɜɢɬɟ ax  , bx   ɢ ɝɪɚɮɢɰɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ  yx1  ɢ 

 yx2  ɧɚ  ba,  ɟ     
b

a

dyyxyxP 21 . ɉɪɢɬɨɚ      
b

a

dyyxyxP 21 , ɚɤɨ 

   yxyx 21   ɧɚ  ba, . 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.3.3. ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɫɤɢɬɟ 
ɪɚɜɟɧɤɢ  txx  ,  tyy  ,  bat , ; ɤɚɞɟ x  ɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ  ba, , xy  ɟ 
ɧɟɧɟɝɚɬɢɜɧɚ ɢ ɤɪɢɜɚɬɚ ɟ ɨɩɢɲɚɧɚ ɬɨɱɧɨ ɟɞɧɚɲ ɞɨɞɟɤɚ t  ɪɚɫɬɟ ɨɞ a  ɞɨ b , ɟ  


b

a

dtxyP  . 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.3.4. ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɨɥɚɪɧɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ 
   ,  ba, , 20  ab  ɤɚɞɟ   ɟ ɧɟɧɟɝɚɬɢɜɧɚ ɢ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɚ ɧɚ 

 ba,  ɟ  
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dP  2
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1
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2.4 Ⱦɨɥɠиɧа ɧа ɥаɤ ɧа ɤɪиɜа 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.4.1. ɇɟɤɚ  xyy   ɢɦɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ  ba, . Ɍɨɝɚɲ 
ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xyy  ,  bax ,  ɟ 

 

           
b

a

dxyL 21 . 

 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.4.2. ɇɟɤɚ  yxx   ɢɦɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬ ɢɡɜɨɞ ɧɚ  ba, . Ɍɨɝɚɲ 
ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  yxx  ,  bax ,  ɟ 

 

           
b

a

dxxL 21 . 

 
 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.4.3. Ⱦɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɫɤɢɬɟ ɪɚɜɟɧɤɢ 

 txx  ,  tyy  ,  bat , ; ɤɚɞɟ x  ɢ y  ɫɟ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬɢ ɧɚ  ba,  ɢ ɤɪɢɜɚɬɚ ɟ 
ɨɩɢɲɚɧɚ ɬɨɱɧɨ ɟɞɧɚɲ ɞɨɞɟɤɚ t  ɪɚɫɬɟ ɨɞ a  ɞɨ b  ɟ 
 

           
b

a

dtyxL 22  . 

 Ɍɟɨɪɟɦɚ 2.4.4. Ⱦɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɨɥɚɪɧɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ 
   ,  ba, , 20  ab  ɤɚɞɟ   ɟ ɧɟɧɟɝɚɬɢɜɧɚ ɢ ɢɦɚ ɧɟɩɪɟɤɢɧɚɬ 

ɢɡɜɨɞ ɧɚ  ba,  ɟ 

 

 
b

a

dtL 22  . 
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 Заɞаɱа 1. ɉɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢɬɟ 
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 Заɞаɱа 2. ɉɪɟɫɦɟɬɚј ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I 
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 Рɟɲɟниɟ. 
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 Заɞаɱа 3. ɉɪɟɫɦɟɬɚј ɝɨ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɬ I 

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 Рɟɲɟниɟ. 
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 Заɞаɱа 10. ɉɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ 
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 Рɟɲɟниɟ. 
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ɉɅɈШɌИɇА ɇА ɊАɆɇИɇɋɄА ɎИГɍɊА 

 

ɉɥɨɲɬɢɧа ɧа ɮɢɝɭɪа ɲɬɨ ɥɟɠɢ ɦɟѓɭ ɟɤɫɩɥɢɰɢɬɧɨ ɡаɞаɞɟɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 

 

 Заɞаɱа 1. ɉɪɟɫɦɟɬɚј ɝɨ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ x -ɨɫɤɚɬɚ ɢ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy sin , 

 2,0x . 

 Рɟɲɟɧиɟ. 

 Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy sin  ɟ ɧɟɧɟɝɚɬɢɜɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ,0 . Ɂɚɬɨɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ 

ɧɚ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɥɢɤɨɬ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ,0  ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 

xy sin  ɜɨ ɝɪɚɧɢɰɢ ɨɞ 0x  ɞɨ x .  Фɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy sin  ɧɟɩɨɡɢɬɢɜɧɚ ɧɚ 

ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ   2, . Ɂɚɬɨɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɥɢɤɨɬ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ   2,  ɟ 
ɫɩɪɨɬɢɜɧɚ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy sin  ɜɨ ɝɪɚɧɢɰɢ ɨɞ x  

ɞɨ 2x .  
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 Втɨр ɧаɱиɧ. ɂɦɚјќɢ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ ɩɥɨɲɬɢɧɢɬɟ ɧɚ ɞɟɥɨɜɢɬɟ ɨɞ ɥɢɤɨɬ ɧɚ 
ɢɧɬɟɪɜɚɥɢɬɟ  ,0  ɢ   2,  ɫɟ ɟɞɧɚɤɜɢ, ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɦɨɠɟ ɞɚ јɚ ɧɚјɞɟɦɟ 
ɤɚɤɨ ɭɞɜɨɟɧ ɩɪɨɢɡɜɨɞ ɨɞ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɥɢɤɨɬ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  ,0 , 

ɨɞɧɨɫɧɨ 
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sin2 xdxP   
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cos2 x   40coscos2   . 



 
Плошти̦а ̦а ̬а̥̦и̦̭ка фигу̬а 

 

 

 Заɞаɱа 2. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

x

x
y

2ln
 , ex  , 0y . 

 Рɟɲɟɧиɟ. 

 Ⱥɩɰɢɫɚɬɚ ɧɚ ɩɪɟɫɟɱɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
x

x
y

2ln


 
ɫɨ x -ɨɫɤɚɬɚ ɟ ɪɟɲɟɧɢɟ 

ɧɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ 
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 Кɪɢɜɢɬɟ ɤɨɢ јɚ ɡɚɝɪɚɞɭɜɚɚɬ ɮɢɝɭɪɚɬɚ, ɫɟ ɩɪɢɤɚɠɚɧɢ ɧɚ ɫɥɟɞɧɢɨɜ ɰɪɬɟɠ.  

 
 
 

 ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ  ɮɢɝɭɪɚɬɚ ќɟ јɚ ɩɪɟɫɦɟɬɚɦɟ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ  
b

a

dxxyP , ɤɚɞɟ 

x

x
y
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  ɢ  ex ,1 . ȼɨɜɟɞɭɜɚɦɟ ɫɦɟɧɚ xt ln , 
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dx
dt  . Ɂɚ 1x , ɢɦɚɦɟ 

01ln t , ɢ ɡɚ ex   ɫɥɟɞɭɜɚ 1ln  et . ɋɥɟɞɭɜɚ 

P
3

1

3

ln
1

0

31

0

2

1

2

 
t

dttdx
x

x
e

. 

 
 Заɞаɱа 3. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɤɨј ɥɟɠɢ ɦɟѓɭ ɤɪɢɜɢɬɟ 

 
2xy   ɢ xy  . 

 Рɟɲɟɧиɟ. 

 ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ќɟ јɚ ɩɪɟɫɦɟɬɚɦɟ ɫɨ ɮɨɪɦɭɥɚɬɚ      
b

a

dxxyxyP 12 .  

 ɉɪɟɫɟɤɨɬ ɧɚ ɞɜɟɬɟ ɤɪɢɜɢ ɟ ɜɨ ɬɨɱɤɢ ɤɨɢ ɫɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɧɚ ɫɢɫɬɟɦɨɬ ɪɚɜɟɧɤɢ 
2xy  , xy  , ɨɞɧɨɫɧɨ ɱɢɢ x -ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ɫɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɧɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ,  

 

xx 2  0,4  xxx  0,04  xxx    0,013  xxx 
0,0)1)(1( 2  xxxxx   0x , 1x . 



 
Плошти̦а ̦а ̬а̥̦и̦̭ка фигу̬а 

 

 

 

Нɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɬ  1,0 , ɜɚɠɢ 2xx  , ɨɞɧɨɫɧɨ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy   ɟ 

ɩɨɝɨɪɟ ɨɞ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ 2xy  . Ɂɚɬɨɚ   xxy 2  ɢ   2

1 xxy  . Јɚ ɫɤɢɰɢɪɚɦɟ 
ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɲɬɨ ɥɟɠɢ ɦɟѓɭ ɩɚɪɚɛɨɥɢɬɟ 2xy   ɢ 2yx  .  
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 Заɞаɱа 4. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ 

222  xxy , ɧɟјɡɢɧɚɬɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ )5,3(M  ɢ y - ɨɫɤɚɬɚ. 
 Рɟɲɟɧиɟ. 

 ɂɦɚјќɢ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ ɩɪɜɢɨɬ ɢɡɜɨɞ 22'  xy  ɢ   43' y , ɬɚɧɝɟɧɚɬɚ ɧɚ 
ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ )5,3(M  ɢɦɚ ɪɚɜɟɧɤɚ  
 

)(' 000 xxyyy    345  xy  1245  xy  74  xy . 

 



 
Плошти̦а ̦а ̬а̥̦и̦̭ка фигу̬а 

 

 

 
 

ɉɚɪɚɛɨɥɚɬɚ јɚ ɫɟɱɟ y - ɨɫɤɚɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 0x , ɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ 
ɚɩɰɢɫɚ 3x . ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ, ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɫɟ ɧɚɨѓɚ ɦɟѓɭ ɝɪɚɮɢɰɢɬɟ ɧɚ 
ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ 222  xxy  ɢ 74  xy , ɡɚ  3,0x , ɨɞ ɤɚɞɟ 
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 Заɞаɱа 5. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɨɦɚɥɚɬɚ ɮɢɝɭɪɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɚ ɫɨ 
ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ xy 22   ɢ ɤɪɭɠɧɢɰɚɬɚ 822  yx . 

 Рɟɲɟɧиɟ. 

 Ⱥɩɰɢɫɢɬɟ ɧɚ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɤɪɢɜɢɬɟ 822  yx  ɢ xy 22   ɝɢ 
ɢɫɩɨɥɧɭɜɚɚɬ ɭɫɥɨɜɢɬɟ 0x  ɢ  
 

0822  xx 
2

3242
2,1


x  

2

62
2,1


x   

 41 x , 22 x . 

Ɂɧɚɱɢ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɢɦɚɚɬ ɚɩɰɢɫɢ 2x . Јɚ ɫɤɢɰɢɪɚɦɟ ɮɢɝɭɪɚɬɚ. 
 



 
Плошти̦а ̦а ̬а̥̦и̦̭ка фигу̬а 

 

 

 
 

 Фɢɝɭɪɚɬɚ ɟ ɞɜɚɩɚɬɢ ɩɨɝɨɥɟɦɚ ɨɞ ɞɟɥɨɬ ɲɬɨ ɥɟɠɢ ɜɨ ɩɪɜɢɨɬ ɤɜɚɞɪɚɧɬ. 
ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɡɚ ]2,0[x , ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ 

ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xy 2 , ɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɡɚ ]22,2[x  ɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɨɬ 

ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 28 xy   . Ɂɚɬɨɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɟ 
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ɉɥɨɲɬɢɧа ɧа ɮɢɝɭɪа ɨɝɪаɧɢɱɟɧа ɫɨ ɩаɪаɦɟɬаɪɫɤɢ ɡаɞаɞɟɧɢ ɤɪɢɜɢ 

 

 Заɞаɱа 1. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɟɞɟɧ ɥɚɤ ɧɚ 
ɰɢɤɥɨɢɞɚɬɚ  ttax sin ,  tay cos1 ɢ  x – ɨɫɤɚɬɚ. 

Рɟɲɟɧиɟ. 

ɂɦɚјќɢ ɩɪɟɞɜɢɞ ɞɟɤɚ 
 

0y  0cos1  t  1cos t  Zkkt  ,2  , 

 

ɟɞɟɧ ɥɚɤ ɧɚ ɰɢɤɥɨɢɞɚɬɚ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɡɚ  2,0t . ɉɪɢɬɨɚ, ɧɚјɥɟɜɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ 
ɰɢɤɥɨɢɞɚɬɚ ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɡɚ 0t , ɚ ɧɚјɞɟɫɧɚɬɚ ɡɚ 2t . Фɢɝɭɪɚɬɚ ɟ ɫɥɟɞɧɚ. 

 
ɋɥɟɞɭɜɚ 
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 Заɞаɱа 2. ɉɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ   

ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɚɬɚ 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 Рɟɲɟɧиɟ. 
 Дɚɞɟɧɚɬɚ ɤɪɢɜɚ ɟ ɟɥɢɩɫɚ. Јɚ ɫɤɢɰɢɪɚɦɟ ɟɥɢɩɫɚɬɚ. 
 

 
 
 Ɋɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɟɥɢɩɫɚɬɚ ќɟ јɚ ɡɚɩɢɲɟɦɟ ɜɨ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɫɤɢ ɨɛɥɢɤ, tax cos , 

tby sin , ]2,0[ t . ɉɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɟ 4 ɩɚɬɢ ɩɨɝɨɥɟɦɚ ɨɞ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ 
ɞɟɥɨɬ ɧɚ ɮɢɝɭɪɚɬɚ ɲɬɨ ɫɟ ɧɚɨѓɚ ɜɨ ɩɪɜɢɨɬ ɤɜɚɞɪɚɧɬ. ɉɪɟɫɟɱɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɧɚ ɟɥɢɩɫɚɬɚ ɫɨ 
y -ɨɫɤɚɬɚ јɚ ɞɨɛɢɜɚɦɟ ɡɚ 
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Ɂɚɬɨɚ ɞɨɥɧɚɬɚ ɝɪɚɧɢɰɚ ɧɚ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢјɚ ɟ 
2


t , ɚ ɝɨɪɧɚɬɚ 0t . Ɍɨɝɚɲ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ 

ɞɟɥɨɬ ɨɞ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ  ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɟɥɢɩɫɚɬɚ ɟ 
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Пɨɞɨɥɭ ɫɥɟɞɭɜɚɚɬ ɡɚɞɚɱɢɬɟ ɲɬɨ ɛɢɥɟ ɞɚɜɚɧɢ ɡɚ ɪɟɲɚɜɚњɟ ɧɚ ɤɨɥɨɤɜɢɭɦɢ ɢɥɢ 

ɢɫɩɢɬɢ, ɚ ɩɨɞɪɟɞɟɧɢ ɫɟ ɩɨ ɨɛɥɚɫɬɢ. 
 

Ⱦɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚ ɨɛɥɚɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 1 - 10 ɧɚјɞɢ јɚ ɞɟɮɢɧɢɰɢɨɧɚɬɚ ɨɛɥɚɫɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ. 
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ɋɤɢɰɢɪɚњɟ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 
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Ʌɢɦɟɫ (ɝɪɚɧɢɱɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ) ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 
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Задача 60. 
x

ee xx

x sin
lim

0






. 

Задача 61. 
)2ln(

)3ln(
lim

3

2

x

x

x ex

e





. 



Задачи од испити 

 

Задача 62. 
)8sin(

)5tg(
lim

0 x

x

x
. 

Задача 63. 
x

n

x e

x


lim . 

Задача 64. 
x

x x

x











 2

3
lim . 

Задача 65. 
)1ln(

)5ln(
lim

3

2

x

x

x e

ex





. 

Задача 66. 
x

x x

x







 1

lim . 

Задача 67. 
xxx

xx

x 


 4 3

2 1
lim . 

 
ɂɡɜɨɞ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 68 - 102  ɩɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɢɡɜɨɞɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ. 
Задача 68.  2arctg xxy  . 

Задача 69. xxy arctg . 

Задача 70. 22 coscos xxy  . 

Задача 71. 22 sinsin xxy  . 

Задача 72. 
x

x

e

e
y





1

1
sin . 

Задача 73. 
x

x

e

e
y





1

1
cos . 

Задача 74. 
x

x

e

e
y





1

1
tg . 

Задача 75. 
2

arctg

x

x
y  . 

Задача 76. 
x

x
y

arctg
  . 

Задача 77. 



















1

1

1

2

3

t

t
y

t

t
x

. 

Задача 78.  






21ln

arcsin

ty

tx
. 



Задачи од испити 

 

Задача 79.  






21ln

arcsin

ty

tx
. 

Задача 80. 














2

2

1

cos
1

sin

t

t
y

t

t
x

. 

Задача 81. 
















3

3

2

1

3
1

3

t

at
x

t

at
y

 . 

Задача 82. xxy  . 

Задача 83.   2

tg
x

xy  . 

Задача 84.   xx
xy

sin
tg

 . 

Задача 85.   x
xy

sin2 23  . 

Задача 86. xxxy sin . 

Задача 87.   2

cos
x

xy  . 

Задача 88.   2

sin
x

xy  . 

Задача 89.   x
xy

sin2 1 . 

Задача 90. xxy sin)(cos . 

Задача 91.  x
xy cos . 

Задача 92.  x
xy arctg . 

Задача 93.   x

xy
sin

 . 

Задача 94.   x
xy

ln
cos . 

Задача 95.  xxy
2

1 . 

Задача 96. xxy ln . 

Задача 97.   x
xy

cosln
sin . 

Задача 98. xxy tg2 . 

Задача 99. 
x

x
y

tg
1






 . 

Задача  100. 
2xxy   . 

Задача 101. 
xexy  . 

Задача 102. yxy arctg . 

 



Задачи од испити 

 

ɂɡɜɨɞ ɨɞ ɩɨɜɢɫɨɤ ɪɟɞ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 103 - 108 ɞɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ y  . 

Задача 103. 







tx

ty

sin

5sin
. 

Задача 104. 







tex

tey
t

t

cos

sin
. 

Задача 105. 











tt

tt

eex

eey

sin

cos
. 

Задача 106.  






21ln

arctg

tx

tty
. 

Задача 107.  






21ln

arcsin

ty

tx
. 

Задача  108. 







ttx

tty

sin

cos
.  

 

Ɍɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢјɚ 

Задача 109. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɢ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 23 23  xxy , 

ɤɨјɚ ɟ ɧɨɪɦɚɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 0162  yx . 

Задача 110. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɢ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 53 23  xxy , 

ɤɨјɚ ɟ ɧɨɪɦɚɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 033  yx . 

Задача 111. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢ ɧɚ ɧɨɪɦɚɥɢ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xy  ɜɨ ɬɨɱɤɢɬɟ 
ɧɚ ɩɪɟɫɟɤ ɫɨ ɩɪɚɜɚɬɚ xy  . 

Задача 112. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɢ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xxy ln2 , ɤɨјɚ ɟ 
ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 032  yx . 

Задача 113. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɚɬ  ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɢɬɟ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
2

2

3

31

x

x
y




 , 

ɩɨɜɥɟɱɟɧɢ ɜɨ ɬɨɱɤɢɬɟ ɜɨ ɤɨɢ 1y . 

Задача 114. Дɚ ɫɟ ɧɚɩɢɲɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɜɨ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ 
ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ 542  xxy  ɫɨ ɩɪɚɜɚɬɚ 01 yx . 

Задача 115. Дɚ ɫɟ ɧɚɩɢɲɚɬ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɜɨ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ 
ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ xxy 32   ɫɨ x ɨɫɤɚɬɚ. 

Задача 116. ɋɨɫɬɚɜɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɢɬɟ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
x

xy
1

 ɜɨ 

ɬɨɱɤɢɬɟ ɧɚ ɩɪɟɫɟɤ ɧɚ ɨɜɚɚ ɤɪɢɜɚ ɫɨ x ɨɫɤɚɬɚ. 
Задача 117. ɋɨɫɬɚɜɢ јɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɨɧɚɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 

53 23  xxy , ɤɨјɚ ɟ ɧɨɪɦɚɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ  0162  yx . 



Задачи од испити 

 

Задача 118. Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɢ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xxy ln , ɤɨјɚ ɟ 
ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 0322  yx . 

Задача 119. Зɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ 32  xy , ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɢɲɚɬ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ 
ɬɚɧɝɟɧɬɢɬɟ ɢ ɧɨɪɦɚɥɢɬɟ ɜɨ ɧɟјɡɢɧɢɬɟ ɩɪɟɫɟɱɧɢ ɬɨɱɤɢ ɫɨ ɩɪɚɜɚɬɚ 1 xy . 

Задача 120. Зɚ ɯɢɩɟɪɛɨɥɚɬɚ 
1

2




x
y , ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɢɲɚɬ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɢɬɟ 

ɢ ɧɨɪɦɚɥɢɬɟ ɜɨ ɧɟјɡɢɧɢɬɟ ɩɪɟɫɟɱɧɢ ɬɨɱɤɢ ɫɨ ɩɪɚɜɚɬɚ xy  . 

Задача 121. Ɍɟɬɢɜɚ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ 522  xxy ɩɨɜɪɡɭɜɚ ɞɜɟ ɬɨɱɤɢ ɱɢɢ 
ɚɩɰɢɫɢ ɫɟ 11 x ɢ 32 x . Дɚ ɫɟ ɫɨɫɬɚɜɢ ɪɚɜɟɧɤɚ ɧɚ ɨɧɚɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɧɚ ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ ɤɨјɚ 
ɟ ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɫɨ ɬɟɬɢɜɚɬɚ.  

Задача 122. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
24

2

x

x
y




  

ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 2x . 
Задача 123. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 

2

2 63

x

xx
y


  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 1x . 

Задача 124. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
1032  xxy  ɜɨ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɫɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɬɟ ɨɫɤɢ. 

Задача 125.  Вɨ ɤɨјɚ ɬɨɱɤɚ ɨɞ ɤɪɢɜɚɬɚ 23 2xxy   ɬɚɧɝɟɧɬɚɬɚ ɟ: 

ɚ) ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ 144  xy ; 

ɛ) ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɫɨ ɫɢɦɟɬɪɚɥɚɬɚ ɧɚ ɩɪɜɢɨɬ ɤɜɚɞɪɚɧɬ. 
Задача 126. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xy 2cos  

ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 
4


x . 

Задача 127. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xy 2sin  

ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 
4


x . 

Задача 128. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 

2

2 63

x

xx
y


  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 1x . 

Задача 129. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 

22 xa

ax
y




  ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ ax  . 

Задача 130. Нɚјɞɢ ɝɢ ɪɚɜɟɧɤɢɬɟ ɧɚ ɬɚɧɝɟɧɬɚ ɢ ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
652  xxy  ɜɨ ɩɪɟɫɟɱɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ ɫɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɬɟ ɨɫɤɢ. 

 

ɉɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɢɡɜɨɞɢ ɤɚј ɢɞɟɧɬɢɬɟɬɢ 

Задача 131. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xx eey  24
 јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 

ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 01213  yyy . 



Задачи од испити 

 

Задача 132. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xx eey sincos   јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 
ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 02  xyeyy . 

Задача 133. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 22 xxy   јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 
ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 013 yy . 

Задача 134. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
4

3





x

x
y  јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 

ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ    yyy  12
2

. 

Задача 135. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xey x sin  јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 
ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 022  yyy . 

Задача 136. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xey arcsin  јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 
ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ   01 2  yyxyx . 

Задача 137. Дɚ ɫɟ ɩɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xx eey   јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 

ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 0
4

1

2

1
 yyyx . 

Задача 138. Дɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɫɤɢ 







ty

tx

4sin

sin
 јɚ 

ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ   0161 2  yyxyx . 

Задача 139. Дɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ ɡɚɞɚɞɟɧɚ ɩɚɪɚɦɟɬɚɪɫɤɢ 







2

3

3

3

ty

ttx
 јɚ 

ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ   3336  xyy . 

Задача 140. Пɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ xexy 2

2

1
 јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ ɪɚɜɟɧɤɚɬɚ 

xeyyy  2 . 

Задача 141. Дɚ ɫɟ ɞɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
xx xeey   54  јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɥɧɚɬɚ ɪɚɜɟɧɤɚ 02  yyy . 

Задача 142. Пɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
21

arcsin

x

x
y


 јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɢјɚɥɧɚɬɚ ɪɚɜɟɧɤɚ   11 2  xyyx . 

Задача 143. Пɨɤɚɠɢ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ 
x

y



1

1
ln јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ 

yeyx  1 . 

Задача 144. Дɚ ɫɟ ɞɨɤɚɠɟ ɞɟɤɚ ɮɭɧɤɰɢјɚɬɚ  xy arcsin2sin  јɚ ɡɚɞɨɜɨɥɭɜɚ 
ɪɟɥɚɰɢјɚɬɚ   041 2  yyxyx .  

 
 



Задачи од испити 

 

ɋɤɢɰɢɪɚњɟ ɝɪɚɮɢɰɢ ɧɚ ɞɪɨɛɧɨ-ɪɚɰɢɨɧɚɥɧɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 145 - 174 ɢɫɩɢɬɚј ɝɨ ɬɟɤɨɬ ɢ ɫɤɢɰɢɪɚј ɝɨ ɝɪɚɮɢɤɨɬ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ. 

Задача 145. 
5

12





x

x
y . 

Задача 146. 
2

2

1 x

x
y


 . 

Задача 147. 
2

2




x

x
y . 

Задача 148. 
42

2




x

x
y . 

Задача 149. 
x

x
y




1

2

. 

Задача 150. 
4

4
2

2





x

x
y . 

Задача 151. 
2

2

1

1

x

x
y




 . 

Задача 152. 
x

x
y





4

2 2

. 

Задача 153. 
2

2

4

2

x

x
y




 . 

Задача 154. 
2

2

1

3

x

x
y




 . 

Задача 155. 
2

2
2

2





xx

xx
y . 

Задача 156. 
22

2




x

x
y . 

Задача 157. 
4

1
2

2





x

x
y . 

Задача 158. 
1

1
2 


x

y . 

Задача 159. 
1

23
2

2





x

x
y . 

Задача 160. 
1

12
2

2





x

x
y . 

Задача 161. 
4

2




x

x
y . 
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Задача 162. 
3

2




x

x
y . 

Задача 163. 
32

2




x

x
y . 

Задача 164. 
4

1
2 


x

y . 

Задача 165. 
 213

12





x

x
y . 

Задача  166. 
 
 14

3
2





x

x
y . 

Задача 167. 
 

2

1
2





x

x
y . 

Задача 168. 
12

2




x

x
y . 

Задача 169. 
2

2

9 x

x
y


 . 

Задача 170. 
2

2

9

4

x

x
y




 . 

Задача 171. 
2

2

1

4

x

x
y




 . 

Задача 172. 
 
 3

2

1

1





x

x
y . 

Задача 173. 
x

x
y

21

3


 . 

Задача  174. 
x

e
y

x

 .
 
 

 
ɂɧɬɟɝɪɚɥɢ. ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 175 - 234 ɩɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɬɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ.   

Задача   175.   1022 xx

dx
. 

Задача  176.   22 xx

dx
. 

Задача  177.  


dx
x

x

1

2
2

2

. 

Задача  178. 
 
 


dx

x

x

1

1
2

2

. 



Задачи од испити 

 

Задача  179.  


dx
x

x

1

1
2

2

. 

Задача  180.   )1)(32( 2 xxx

dx
. 

Задача  181.   )1)(1( xx

dx
. 

Задача  182.  xdx2tg . 

Задача  183.  
dx

x

x

1sin

cos
2

. 

Задача  184.  
dx

x

x
2cos1

sin
. 

Задача  185.  
dx

e

e
x

x

21
. 

Задача  186.   24 xx

dx
. 

Задача  187.   31 x

dx
. 

Задача  188.  dx
x

xln
. 

Задача  189. 
 

 dx
x

xlnln
. 

Задача  190. 
 

 dx
x

xx lnsinln
. 

Задача  191.  dx
x

xx
3sin

cos
. 

Задача  192. Z aNndxex axn ,, . 

Задача  193.  xdxxarctg . 

Задача  194. 0,2  adxax x . 

Задача  195.  dxxx 2sin . 

Задача  196.   dxxx 22 4 . 

Задача  197.  dxxe x cos3 . 

Задача  198.  xdxx sin3 . 

Задача  199.  dxxe x 5cos3 . 

Задача  200.   dxex x23
. 
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Задача  201.  dxxex 2cos . 

Задача  202. xdxex
2

. 

Задача  203.   4 xx

dx
. 

Задача  204. dxxex 23

 . 

Задача  205.  dxxxarctg . 

Задача  206.   44 x

xdx
. 

Задача  207.  xdxex sin . 

Задача  208.  dxex x3 . 

Задача  209.  xdxarcsin . 

Задача  210.  1x

x

e

dxe
. 

Задача  211.  dxxx 2cos . 

Задача  212.  dxxx 2sin . 

Задача  213.  1xe

dx
. 

Задача  214.  dxxe x
. 

Задача  215.  dxx3ln . 

Задача  216.  
dx

x

xx

1cos

cossin
2

3

. 

Задача  217.  dxxarctg . 

Задача  218. 
 3

3

1 x

dxx
. 

Задача  219.   3 xx

dx
. 

Задача  220.  Nnnxdxx ,cos . 

Задача  221. 
 12xx

xdx
. 

Задача  222. 
 

R
 ba

xbax

dx
,, . 

Задача  223.  dxe x
. 
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Задача  224.   dxex 1 . 

Задача  225.
 

 


22

2
2 xx

dxx
. 

Задача  226. 1,ln  ndxxxn . 

Задача  227.    xx

dx
22 cos5tg

. 

Задача  228. 
   xx

dx

12
. 

Задача  229. 
  




dx
x

x

x 1

1
ln

1

1
2

. 

Задача  230. 
12x

xdx
. 

Задача  231. 
 






22

13
2 xx

dxx
. 

Задача  232.  dxxsin . 

Задача  233. dxxa  22
. 

Задача  234.   xx ee

dx

21
. 

 
Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧ ɢɧɬɟɝɪɚɥ 

Вɨ ɡɚɞɚɱɢɬɟ 235 - 258 ɩɪɟɫɦɟɬɚј ɝɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɬɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɢ. 

Задача  235. dx
e

e
x

x

 

2

0

21
. 

Задача  236. 
2

1

2ln xdx . 

Задача  237.  dxxx 
1

0

21ln . 

Задача  238.  



0

2cos1

sin
dx

x

x
. 

Задача  239. 
1

0

dxxe x . 

Задача  240. 
2

1

ln dxx . 
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Задача  241.   

2

3

2

1
21 xx

dx
. 

Задача  242.  

1

0 1
dx

x

x
. 

Задача  243.  
1

0

3 dxex x . 

Задача  244. 
1

0

3 dxex x . 

Задача  245. 
2

1

ln xdxx . 

Задача  246. 
1

0

sin xdxx . 

Задача  247. dx
x

x
e




1

ln1
. 

Задача  248. 


0

2 cos xdxx . 

Задача  249.  



1

0

1ln
e

dxx . 

Задача  250. 


0

2 sin xdxx . 

Задача  251. dx
x

x
 

9

4 1

1
. 

Задача  252.  

3

2

2 232 xx

dx
. 

Задача  253. 


e

xx

dx

1
2ln1

. 

Задача  254. 
2

0

2sin



xdxx . 

Задача  255. 
2

0

2cos



xdxx . 
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Задача  256. 
 



10

5
22 11 xx

xdx
. 

Задача  257. 
4

0

3cos

sin



dx
x

xx
. 

Задача  258.  

9

4 1
dx

x

x
. 

 
ɉɪɟɫɦɟɬɭɜɚњɟ ɩɥɨɲɬɢɧɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢ ɥɢɤ ɫɨ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ 
ɢɧɬɟɝɪɚɥ 

Задача 259. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɞɟɥ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 

xx eyey  ,  ɢ ey  . 

Задача 260. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɞɟɥ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 1,  yey x

 ɢ 1x . 

Задача 261. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɞɟɥ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 2,2  yy x

 ɢ 0x . 

Задача 262. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɞɟɥ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 

22 xxy   ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ xy  . 

Задача 263. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ 
0,  xey ɢ ɤɪɢɜɚɬɚ xey  . 

Задача 264. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

xxy  2 ɢ 241 xy  (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 
Задача 265. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

21

1

x
y


 ɢ 

2

2x
y  (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 

Задача 266. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

x
y

1
 , 

2xy  ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ 2x (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 

Задача 267. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 
23xy  ɢ 12  xy (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 

Задача 268. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

xy sin ɢ xy cos ɢ x-ɨɫɤɬɚ (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 
Задача 269. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 

xy cos ɢ xy cos ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ 1y  (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 
Задача 270. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 

1,0,12  xxxxy ɢ 0y . 

Задача 271. Нɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ ɢ ɩɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɩɚɪɚɛɨɥɚɬɚ 2xy   ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ xy  . 



Задачи од испити 

 

Задача 272. Нɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ ɢ ɩɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 

ɤɪɢɜɢɬɟ 2xy   ɢ 
3

3x
y  . 

Задача 273. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 322  xxy  ɢ 22  xxy . 

Задача 274. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 

23xy  ɢ 42  xy . 

Задача 275. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɩɪɚɜɢɬɟ:           2,2  xyxy  ɢ 0y . 

Задача 276. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ              532  xxy ɢ xxy 22  . 

Задача 277. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɚɬɚ xy ln  

ɢ ɩɪɚɜɢɬɟ ex   ɢ 0y . 

Задача 278. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 2xy  ɢ 
3xy  . 

Задача 279. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ xy ln  ɢ xy 2ln  (ɞɚ ɫɟ ɧɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ). 

Задача 280. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɩɪɚɜɢɬɟ (ɞɟɥɨɬ 
ɫɨ ɤɨɧɟɱɧɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ): xyxy  5,12  ɢ xy  55 . 

Задача 281. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ (ɞɟɥɨɬ 

ɫɨ ɤɨɧɟɱɧɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ): xy
x

y  ,
1

 ɢ 2x . 

Задача 282. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ (ɞɟɥɨɬ 
ɫɨ ɤɨɧɟɱɧɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ): 2xy   ɢ xy 2

. 

Задача 283. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ 2xy   ɢ  23 2  xy . Нɚɩɪɚɜɢ ɫɤɢɰɚ. 

Задача 284. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɚɬɚ 
 21 xxy ɢ ɚɩɰɢɫɚɬɚ. 

Задача 285. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɪɚɦɧɢɧɫɤɢɨɬ ɥɢɤ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ 
ɤɪɢɜɢɬɟ xey  , 

xey  ɢ ɩɪɚɜɚɬɚ 3y . 

Задача 286. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɢɬɟ 
42  xy ɢ xxy 62  .   

Задача 287. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ  ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɚɬɚ 
sin1r  ɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɨɥɚɪɧɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ),( r . 

Задача 288.  Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɢɤɨɬ  ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɪɢɜɚɬɚ 
cos1r  ɞɚɞɟɧɚ ɫɨ ɩɨɥɚɪɧɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ ),( r . 

 
ɉɪɟɫɦɟɬɭɜɚњɟ ɞɨɥɠɢɧɚ ɧɚ ɥɚɤ ɧɚ ɤɪɢɜɚ ɫɨ ɩɪɢɦɟɧɚ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ 
ɢɧɬɟɝɪɚɥ 

Задача 289. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɭɠɧɢɰɚ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ r. 



Задачи од испити 

 

Задача 290. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɟɥɢɩɫɚɬɚ 1
4

2
2

 y
x

ɫɨ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ 

ɢɧɬɟɝɪɚɥ. 

Задача 291. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 3xy  ɨɞ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ 
ɚɩɰɢɫɚ ax  ɞɨ ɬɨɱɤɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ bx  , ɤɚɞɟ ɲɬɨ ba 0 . 

Задача 292. Пɪɟɫɦɟɬɚј јɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ xy ln ɨɞ ɬɨɱɤɚɬɚ ɞɨ ɚɩɰɢɫɚ 

51 x ɞɨ ɬɨɱɤɚɬɚ ɫɨ ɚɩɰɢɫɚ 102 x . 

Задача 293. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 







 x

x
y ln

22

1 2

 

ɨɞ 11 x ɞɨ ex 2  . 

Задача 294. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
 
 







tttRy

tttRx

cossin

sincos
 ɨɞ 01 t ɞɨ 2t  . 

Задача 295. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
 
 







ty

ttx

cos12

sin2
 

ɨɞ 01 t ɞɨ 22 t  . 

Задача 296. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɚɫɬɪɨɢɞɚɬɚ 

20,
sin

cos
3

3









t
ty

tx
. 

Задача 297. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 
1

1
ln





x

x

e

e
y  ɨɞ 

11 x ɞɨ 22 x  . 

Задача 298. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɚɫɬɪɨɢɞɚɬɚ 
  0,cos1  aar  . 

Задача 299. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 0,cos  aar  .  

Задача 300. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɞɨɥɠɢɧɚɬɚ ɧɚ ɥɚɤɨɬ ɧɚ ɤɪɢɜɚɬɚ 0,sin  aar  .  

 

*********** 

Задача 301. Дɚ ɫɟ ɩɪɟɫɦɟɬɚ ɩɪɢɛɥɢɠɧɚɬɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬ ɧɚ 97,0arctg . 

Задача 302. Дɚ ɫɟ ɧɚјɞɚɬ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɬɟ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɢɬɟ: 

ɚ)
1

3
)(

2 



x

x
xf ;  ɛ)

3

27
)(

2

3





x

x
xf . 
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